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AVERTISSEMENT, 


Cette  troisième  édition  des  Leçons  d'Algèbre  ,  qui  est  la 
reproduction  de  la  deuxième,  diffère  assez  notablement  de  la 
première.  Nous  avons  dû  faire  à  l'ouvrage  des  additions  im- 
portantes pour  le  mettre  en  harmonie  avec  les  nouveaux 
programmes  d'enseignement. 

Quelques  chapitres  ont  reçu  des  développements  considé- 
rables, comme  celui  de  la  Théorie  des  fonctions  dérivées.  Le 
chapitre  xii  {Des  logarithmes  et  de  leurs  applications)  a  été  com- 
plété par  Fexposition  détaillée  des  usages  de  la  Règle  à  calcul. 
Dans  le  chapitre  xxn  [Résolution  des  équations  numériques),  nous 
avons  indique  remploi  que  l'on  peut  faire  des  considérations 
graphiques  pour  la  séparation  des  racines,  et  la  marche  à  suivre 
pour  la  résolution  des  équations  transcendantes. 

Enfin,  deux  chapitres  ont  été  entièrement  ajoutés  :  ce  sont 
le  chapitre  x  {Des  progressions  et  des  séries)  et  le  chapitre  xxi 
(Des  différences  finies). 

A.  ET  E.  CIRODDE. 
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senter  tous  les  nombres  possibles.  Les  lettres  de  l'alphabet 
remplissent  ces  deux  conditions. 
4.  Proposons-nous  pour  exemple  le  problème  suivant  : 
Etant  données  la  somme  et  la  différence  de  deux  nombres ^  trouver 
chacun  d'eux. 

Si  le  plus  petit  des  deux  nombres  demandés  était  connu,  en 
lui  ajoutant  leur  différence,  on  trouverait  le  plus  grand  :  si  donc 
je  représente  par  s  la  somme  des  deux  nombres  cherchés,  par 
d  leur  différence  et  par  a?  le  plus  petit,  le  plus  grand  de  ces  nom- 
bres sera  exprim-é  p;ar  x-{-d,  et  leur  somme  le  sera  par  consé- 
quent piiYx-]-'X-\^d\  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  2x-f-d. 
\  MàhceXld  somme  "est  déjà  représentée  par  s;  donc 

2x-\-d=s. 
Cette  égalité  signifie  que  s  est  la  somme  des  deux  quantités  2x 
et  d  ;  donc,  si  de  5  on  retranche  d,  il  restera  2x  :  ainsi 

2x=s—d, 

et  par  conséquent  5 — d  étant  le  double  de  x,  on  aura 

5 — d 

Telle  est  l'expression  du  plus  petit  des  deux  nombres  de- 
mandés. Celle  du  plus  grand  sera  donc 

s—d  .    - 

OU,  en  réduisant  rentier  d  et  la  fraction  qui  raccompagne  en 
une  seule  fraction, 

^"~  "* — ,  quantité  qui  est  évidemment  égale  à  —^  • 

Cesrésultals,  traduits  en  langage  ordinaire,  nous  apprennent 

que  quand  on  connaît  la  somme  et  la  différence  de  deux  nombres, 
il  faut ,  pour  avoir  le  plus  petit,  retrancher  la  différence  de  la 
somme  et  prendre  la  moitié  du  reste;  et  que  pour  obtenir  le  plus 
grand,  il  faut  ajouter  la  différence  avec  la  somme  et  prendre  aussi 
la  moitié  du  résultat. 
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Si,  par  exemple,  on  veut  partager  11  en  deux  parties  dont  la 
différence  soit  5,  on  verra  que  la  plus  petite  de  ces  parties  est 
égale  à^-^=f=i3,  et  que  la  plus  grande  vaut-î-^=^=8  ; 
et  en  effet  ces  deux  nombres  3  et  8  diffèrent  de  5  unités  et 
forment  une  somme  égale  à  1 1 . 

D.  Prenons  encore  pour  exemple  la  question  suivante  :  On  a 
rempli  un  bassin  contenant  a  litres^  en  y  faisant  couler  succes- 
sivement deux  robinets ,  dont  Vun  fournissait  b  litres  et  Vautre 
c  litres  d'eau  par  minute.  Le  second  est  resté  ouvert  pendant  d  mi- 
nutes de  plus  que  le  premier  :  pendant  combien  de  temps  chaque 
robinet  a-t-il  coulé? 

Désignons  par  x  le  nombre  de  minutes  pendant  lequel  le 
premier  robinet  a  coulé  ;  le  temps  pendant  lequel  le  second  est 
resté  ouvert  sera  représenté  par  d-\-x.  Comme  le  premier 
fournit  6  litres  par  minutes,  en  a?  minutes  il  en  aura  versé  b.x. 
De  même,  puisque  le  second  laisse  écouler  c  litres  par  minute, 
en{d-\-œ)  minutes  il  aura  amené  c.{d-{-x)  litres  d'eau,  c'est- 
à-dire  (c.d+c.  a;)  litres  ;  car  il  est  évident  que,  pour  multi- 
plier un  nombre  c  par  la  somme  de  deux  autres  d  et  x,  il  n'y 
a  qu'à  le  multiplier  par  chacun  d'eux,  et  à  ajouter  ensuite  les 
deux  produits.  La  quantité  d'eau  versée  par  les  deux  robinets 
a  donc  pour  expression 

b,x-\-c.d-{-c.x; 

mais  elle  a  été  représentée  par  a  ;  donc, 

b.x-{-c,d-\-c.x=a. 

a  étant  ainsi  la  somme  des  trois  quantités  b.x,c.d,c,x,  si  on  en 
retranche  la  seconde,  il  restera  la  somme  des  deux  autres  ;  donc 

b.x-\-c,x=a — c,d, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(b-{-c).x=a — c,d,  [1] 

car,  par  la  même  raison  que  ci-dessus,  b.x-{-c.x  est  le  produit 
de  {b-\-c)  par  x.  L'égalité  [1]  exprimant  que  a—c.d  est  le  pro- 
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duit  de  (b+c)  par  x ,  en  obtiendra  la  valeur  du  facteur  x  en 

divisant  ce  produit  par  le  facteur  (b+c);  donc 

G.  On  pourrait  traduire  celte  formule  en  langage  ordinaire, 
comme  on  a  fait  dans  le  problème  précédent,  et  en  déduire 
ainsi  une  règle  pratique,  pour  résoudre  toutes  les  questions 
dont  les  énoncés  différeraient  de  celui  du  problème  général  que 
nous  venons  de  traiter,  seulement  par  les  valeurs  particulières 
des  données  ;  mais  il  vaut  mieux,  en  général,  conserver  chaque 
formule  sous  sa  forme  algébrique,  et  y  écrire,  à  la  place  des 
lettres  qu'elle  renferme,  les  nombres  donnés  dans  chaque  cas 
particulier  :  c'est  ce  qu'on  appelle  substituer  les  valeurs  données 
ou  réduire  la  formule  en  nombres. 

Si,  par  exemple,  le  bassin  contenait  272  litres,  qu'il  eût  été 
rempU  par  deux  robinets,  dont  l'un  fournissait  8  litres  et  l'autre 
6  litres  d'eau  par  minute,  et  que  le  second  fût  resté  ouvert 
pendant  36  minutes  de  plus  que  le  premier,  on  ferait  a=  272, 
5  =  8,  c=6,  d— 36,  et,  en  substituant  dans  la  formule  [2] ,  on 
trouverait 

__272  — 6.36_272— 216_56_, 
^"~"       8  +  6       "~         14        ~Tk~-^' 

Le  premier  robinet  a  donc  coulé  pendant  4  minutes,  et  par  con- 
séquent le  second  est  resté  ouvert  pendant  36'  + 4'=  40  mi- 
nutes. En  effet,  ils  auront  ainsi  versé,  l'un  8^4=32  litres, 
l'autre  6^  40  =  240  litres,  et  32^  +  2401  =  272  litres. 

7.  On  appelle  équation  V expression  de  l'égalité  qui  existe  entre 
deux  quantités,  dont  l'une  au  moins  renferme  une  ou  plusieurs 
inconnues.  Ainsi  2x-{-d=s  et  b.x-^c.d-{-c.x=a  sont  des 
équations.  La  partie  qui  est  à  gauche  du  signe  =  se  nomme 
le  premier  membre  de  l'équation,  et  celle  qui  est  à  droite  en  est 
le  second  membre,  2x+  d  est  le  premier  membre  et  s  est  le  se- 
cond membre  de  l'équation  2.2;+^  =  5. 

8.  Si  les  deux  quantités  que  le  signe  =  sépare,  ne  renfer- 
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ment  aucune  inconnue ,  ou  si  l'un  des  membres  n'est  que  le 
résultat  des  opérations  indiquées  dans  l'autre  ,  on  dit  que  la 
réunion  de  ces  deux  quantités  forme  une  égalité.  Ainsi, 
2.3  +  5  =  11  et  c.  {cl  -{-  x)  =  c.  d  -{-  c.  X  sont  des  égalités. 

9.  Si  les  deux  membres  dune  égalité  sont  exactement  les 
mêmes ,  cette  égalité  prend  le  nom  ^'odentité  ou  rf  égalité  iden- 
tique. Ainsi  8=:S,  X  -{-2  =  x+  2  sont  des  identités. 

10.  Les  termes  d'une  expression  algébrique  sont  celles  de 
ses  parties  qui  sont  précédées  ou  suivies  de  l'un  des  signes  + 
ou  — .  Ainsi  les  termes  de  Texpression  a  -]- b  —  c  sont  a-\-b 
et  —  c. 

11.  On  dit  qu'une  quantité  est  monôme,  binôme,  trinôme,  et 
en  général  polynôme,  lorsqu'elle  contient  deux,  trois,  et  en 
général  plusieurs  termes,  a  -f-  6  —  c  est  un  trinôme*. 

12.  On  appelle  coefficient  un  nombre  qui  est  placé  comm^ 
facteur  à  la  gauche  d'une  quantité  algébrique.  Ainsi ,  dans 
l'expression  2x,  le  chiiîre  2  qui  indique  que  la  quantité  x  doit 
être  répétée  deux  fois  ou  multipliée  par  2,  est  le  coefficient  de  x. 
De  même  dans  l'expression  la,  la  fraction  f  est  le  coefficient 
de  a;  elle  indique  que  cette  quantité  a  doit  être  multipliée 
par  f ,  ou  qu'on  doit  en  prendre  les  trois  cinquièmes, 

15.  On  n'écrit  pas  le  coefficient  quand  il  est  Vunilè.  Ainsi, 
dans  le  binôme  1x  +  d,  on  peut  dire  que  d  a  l'unité  pour  coef- 
ficient, parce  qu'en  effet  \.  d  =  d. 

14.  On  a  vu,  dans  l'Arithmétique ,  que  I'exposant  dune 
quantité  est  un  nombre  que  ton  écrit  à  la  droite  de  cette  quantité  et 
un  peu  au-dessus ,  pour  indiquer  combien  de  fois  elle  doit  être 
prise  comme  facteur  **. 


*  Il  est  bon  d'observer  que  l'on  appelle  aussi  les  monômes  quantités  incom- 
plexes, et  les  polynômes  quantités  complexes. 

**  Il  est  très-important  de  ne  pas  confondre  le  coefficient  avec  l'exposant; 
car  l'expression  3a;  dans  laquelle  3  est  le  coefficient  de  a,  est  égale  à 
5  +  5  +  5  =  15,  si  l'on  suppose  a=:5;  tandis  que  cette  expression  a^,  dans 
laquelle  3  est  l'exposant  de  a,  vaut,  dans  la  même  hypothèse,  5.5.5  =  125. 


6  INTRODUCTION. 

15.  On  n'écrit  pas  Vexposant  quand  il  est  égal  à  Vunité. 
Ainsi  a  et  a'  sont  deux  expressions  équivalentes. 

16.  Nous  avons  vu,  dans  l'Aiithmétique,  que  l'on  indiquait 
la  multiplication  de  deux  quantités  en  les  séparant  par  le 
signe  X  ou  par  un  point;  mais,  en  algèbre,  on  écrit  ordinaire- 
ment les  facteurs  les  uns  à  la  suite  des  autres  sans  interposition 
de  signes.  Ainsi,  les  expressions  a^  X  &^  a^.  b^  et  a^b^  signifient 
également  que  l'on  doit  multiplier  le  carré  du  nombre  repré- 
senté par  a  par  le  cube  de  celui  qui  est  désigné  par  b.  Dans  tous 
les  cas,  il  faut  avoir  soin  d'envelopper  de  parenthèses  ou  de 
couvrir  d'un  trait  horizontal  les  facteurs  qui  sont  polynômes  ; 
de  sorte  que  pour  indiquer  la  mulphcation  des  quantités 
2a^  —  b^  et  c*  —  kde,  on  devra  écrire  (2a^  —  P)  (c^  —  kde)  ou  bien 


2a^  —  b^.  c* — kde.  Cette  seconde  manière  d'indiquer  la  multi- 
phcation  de  deux  polynômes  est  rarement  employée. 

17.  On  appelle  termes  semblables  ceux  qui  sont  composés  des 
mêmes  lettres  affectées  des  mêmes  exposants  ,  quels  que  soient 
d'ailleurs  leurs  coefficients  et  leurs  signes.  +  Sab^c^,  —  5a6V, 
—  cffeV ,  etc. ,  sont  des  termes  semblables  ;  mais  les  termes 
-|-  3a&V  et  -|-  ^aWc^  sont  dissemblables,  parce  que  la  lettre  a 
n'a  pas  le  môme  exposant  dans  l'un  et  dans  l'autre. 

18.  On  dit  qu'une  quantité  algébrique  est  entière  lorsqu'elle 
ne  renferme  ni  radical  ni  dénominateur.  Telles  sont  les  quan- 
tités 2a^b,  3a^  —  6c,  etc. 

19.  On  appelle  quantité  première  toute  quantité  entière  qui 
n'est  divisible  par  aucune  autre  quantité  entière  qu'elle-même 
ou  l'unité.  Ainsi,  a^  —  b  est  une  quantité  première,  mais  a^—  b'^ 
n'en  est  pas  une,  parce  que,  comme  nous  le  verrons  bien- 
tôt (SI),  elle  est  le  produit  de  a  +  5  par  a  —  5. 

20.  Une  quantité  dont  la  valeur  dépend  de  celles  d'autres 
quantités,  est  dite  une  fonction  de  ces  quantités.  Ainsi,  en  vertu 
de  l'équation  [1] ,  x  est  une  fonction  des  quantités  a,  b,  c,  d. 
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g  II.  DES  QUANTITÉS  NÉGATIVES. 

21.  Dès  l'origine  de  l'Algèbre,  les  géomètres,  en  voulant  ap- 
pliquer leurs  formules  à  des  cas  particuliers ,  ont  été  conduits  à 
soustraire  une  quantité  d'une  autre  qui  était  plus  petite  qu'elle. 
Ainsi ,  par  exemple ,  si  dans  une  formule  x=a—b,  on  suppose 
fl  —  3  et  &  =  5,  on  devra  retrancher  5  de  3,  ce  qui  ne  se  peut 
pas.  Cependant ,  en  considérant  que,  pour  soustraire  5  unités 
d'un  nombre  donné,  il  suffit  d'en  retrancher  d'abord  3  unités, 
puis  de  retrancher  2  unités  du  reste,  au  heu  d'écrire  3  —  5,  on 
aura  l'expression  équivalente  3 — 3 — 2 ,  qui  se  réduit  évidem- 
ment à  —  2,  et  ce  signe  —  placé  devant  2  montre  que  c'est  ce 
dont  il  s'en  faut  que  la  soustraction  puisse  s'opérer  tout  entière. 
Mais  s'il  s'agit  de  la  résolution  d'un  problème,  que  signifie  un 
pareil  résultat  :  la  valeur  de  l'inconnue  est — 2  francs,  —  2  an- 
nées,—  2  hommes,  etc.?  Pendant  longtemps  ces  expressions, 
que  l'on  a  appelées  des  quantités  négatives  ,  ont  été  regardées 
comme  n'étant  susceptibles  d'aucune  interprétation,  et  ont  en 
conséquence  été  rejetées  comme  ne  répondant  pas  aux  ques- 
tions qui  y  avaient  conduit. 

22.  Or,  on  conçoit,  avec  un  peu  de  réflexion,  que  l'on  a 
sans  cesse  à  considérer,  dans  les  quantités  de  la  même  espèce, 
non-seulement  leur  valeur  absolue ,  mais  encore  leur  mode 
(Texistence.  Par  exemple ,  si  une  personne  possède  50000^  et  si 
une  autre  doit  50000^  ;  si  une  montre  avance  chaque  jour  de 
12  secondes  et  si  une  autre  retarde  au  contraire  de  12"  ;  si  un 
événement  est  arrivé  200  ans  après  Jésus-Christ,  et  si  un  autre 
événement  a  eu  heu  200  ans  avant  J.  C,  etc. ,  on  conçoit  très- 
bien  que  ces  nombres  50000^  12"  et  200"  sont  pris  ici  dans  des 
sens  directement  contraires*. 


*  Remarquons  cependant  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  pour  toutes  les  grandeurs 
concrètes ,  mais  que  le  calcul  de  ces  grandeurs  se  ramenant  toujours  à  celui 
de  quantités  abstraites,  il  est  nécessaire  de  regarder  aussi  ces  dernières 
comme  étant  susceptibles  de  croître  dans  deux  sens  contraires.  C'est  ainsi 
que,  dans  l'arithmétique,  on  divise  l'unité  abstraite  en  parties  égales,  bien 
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La  science  des  quantités  ne  remplirait  donc  qu'une  partie  de 
son  but,  si  elle  se  bornait  à  les  considérer  sous  le  rapport  unique 
de  leur  valeur  absolue.  Il  faut  encore  qu'elle  fournisse  des  sym- 
boles pour  indiquer  que  deux  quantités  ont  des  modes  d'exi- 
stence identiques  ou  directement  contraires.  11  suffit,  pour  cela, 
de  cette  simple  convention,  savoir  :  que  toutes  les  quantités  de 
la  même  espèce,  qui  ont  le  même  mode  d'existence,  seront  précé- 
dées du  signe  +  ,  et  seront  en  conséquence  appelées  positives  ; 
et  que  toutes  celles  qui  auront  un  mode  d'existence  directe- 
ment  contraire  à  celui-là  seront  affectées  du  signe  — ,  et  pren- 
dront ainsi  le  nom  de  quantités  négatives.  De  telle  sorte  que  si 
l'on  convient  de  faire  précéder  du  signe  -\-  l'expression  de  la 
fortune  d'une  personne  qui  a,  je  suppose,  50000  francs,  on  affec- 
tera du  signe  —  celle  d'une  autre  personne  qui  doit  50000^,  et 
on  dira  en  conséquence  que  l'une  possède  -{-  50000^  et  que  l'autre 
possède  —  50000^  De  cette  manière  les  formules  acquerront 
une  généralité  qu'elles  n'auraient  pas  sans  cette  convention. 

25.  Nous  pouvons  en  donner  immédiatement  un  exemple 
très-remarquable. 


U  M"      A  M'      B  M  V 

Soient  A  et  B  deux  points  fixes  situés  sur  la  droite  indéfi- 
nie U  V,  M  un  point  qui  se  meut  sur  cette  droite.  Si  l'on  désigne 
par  a,  xeiy  les  distances  respectives  AB,  AM  et  BM,  il  est  clair 
que  quand  le  point  M  se  trouvera  à  droite  de  B,  on  aura 

x  =  a-\-y;  [3J 

mais  que  s'il  vient  occuper  une  position  M'  située  entre  A  et  B, 
on  aura 

x  =  a'-y. 


que  certaines  unités  concrètes  ne  soient  pai  susceptibles  de  cette  subdivision. 
Seulement,  dans  ce  dernier  cas,  on  doit  rejeter  les  résultats  fractionnaires, 
comme  ne  répondant  j.as  à  la  nature  de  la  question  proposée.  C'est  ce  qui  ar- 
riverait si  l'on  demandait,  par  exemple,  combien  il  faut  d'hommes  pour  faire 
en  8  jours  l'ouvrage  que  15  d'entre  eux  ont  fait  en  17  jours. 
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et  que  s'il  se  trouve  en  M",  à  gauche  de  A,  sa  dislance  à  ce 
point  sera  donnée  par  l'équation 

x=:y — a. 

Ainsi,  il  faut  trois  équations  pour  déterminer,  dans  tous 
les  cas,  la  distance  du  point  M  au  point  A.  Mais  si  l'on  re- 
garde comme  positives  les  distances  comptées  dans  le  sens  UV, 
et  comme  négatives  celles  qui  seront  mesurées  dans  le  sens 
contraire  VU,  la  première  formule 

x  =  a-\-y 

déterminera  la  distance  du  point  M  au  point  A  dans  toutes  les 
positions  qu'il  pourra  occuper,  et  sera  ainsi  devenue  géné- 
rale. En  effet,  si  ce  point  vient  en  M',  x=+A.W,  ^  =  — BM', 
et  cette  équation  devient  ainsi 

+  AM'  =  AB  — BM', 

ce  qui  est  vrai.  Car  le  second  membre  de  cette  équation  si- 
gnifie que  le  point  mobile  s'est  éloigné  du  point  A  de  la  quan- 
tité AB,  dans  le  sens  UV,  et  qu'il  a  ensuite  rétrogradé,  dans  le 
sens  contraire,  de  la  quantité  BM',  de  sorte  que  la  distance 
au  point  A  est  actuellement  AM',  laquelle  doit  être  précédée 
du  signe  +,  puisqu'elle  est  comptée  dans  le  sens  UV. 

Si  le  point  M  est  en  M",  on  a  x  =  —kW,  1/  =  — BM",  et  la 
formule  [3]  devient 

—  AM"=  +  AB  — BM'^ 

égalité  identique,  par  la  même  raison  que  tout  à  Theure. 

24.  Lorsqu'un  terme  n'est  précédé  d'aucun  signe,  on  le 
regarde  comme  précédé  du  signe  +• 

23.  Il  résulte  des  idées  que  nous  attachons  aux  quantités 
positives  et  aux  quantités  négatives,  que  l'on  doit  distinguer 
deux  sortes  de  zéro  :  le  zéro  absolu,  symbole  d'un  pur  néant, 
et  au-dessous  duquel  rien  ne  saurait  en  conséquence  se  trou- 
ver, et  un  ZÉRO-LIMITE  qui  est  le  point  de  départ  des  quantités 
de  même  espèce  soit   positives,   soit  négatives.  C'est,  par 


•^     f» 
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exemple,  le  zéro  du  thermomètre  ;  c'est  l'époque  d'où  partent 
les  chronologistes  pour  fixer  la  date  des  événements  posté- 
rieurs et  antérieurs  à  cette  époque,  etc.  (Gergonne,  Annales 
de  Mathématiques.) 

26.  Cela  posé,  si  l'on  imagine  toutes  les  quantités  d'une 
même  espèce  quelconque  disposées  par  ordre  de  grandeur  sur 
une  même  ligne  depuis  zéro  jusqu'à  Vinfini  positif,  c'est-à-dire 
jusqu'à  la  limite  des  grandeurs  positives,  en  allant  de  gauche  à 
droite,  et  depuis  zéro  jusqu'à  Vinfini  négatif,  en  allant  de  droite 
à  gauche,  on  reconnaîtra  l**  que  toute  quantité  négative  est 
moindre  que  zéro,  car  elle  est  plus  éloignée  d'une  quantité  po- 
sitive quelconque  que  ne  l'est  zéro.  Ainsi,  la  personne  qui  a 
—  40^  est  moins  riche  que  celle  dont  la  fortune  est  zéro. 

2°  Que  de  deux  quantités  négatives,  la  plus  petite  est  celle  dont 
la  valeur  absolue  est  la  plus  grande.  —40,  par  exemple,  est  plus 
petit  que  —  15,  car  ce  premier  nombre  est  plus  éloigné  d'une 
quantité  positive  quelconque  que  ne  l'est  le  second. 


u^  û    r 


CHAPITRE  II 


DES  OPERATIONS  DE  L'ALGEBRE. 


27.  Les  expressions  algébriques,  représentant  des  quantités 
numériques,  peuvent  être  soumises  à  toutes  les  opérations  de 
l'arithmétique,  avec  cette  différence  cependant,  comme  le  dit 
M.  Lacroix  y  que  leurs  résultats  n'étant  jamais  que  des  indications 
de  calculs  à  effectuer ,  ne  présentent  ainsi  que  des  transformations 
des  opérations  y  primitivement  indiquées,  en  d'autres  qui  produisent 
le  même  effet  et  dont  l'écriture  algébrique  est  plus  simple  ou  mieux 
appropriée  aux  besoins  de  la  question  que  l'on  traite.  Nous  allons 
exposer  les  règles  que  l'on  doit  suivre  pour  effectuer  ces 
transformations. 

g  I.  DE  L'ADDITION. 

28.  Dans  toutes  les  opérations  sur  les  quantités  algébriques, 
nous  distinguerons  en  général  deux  cas,  suivant  que  ces  quan- 
tités seront  monômes  ou  polynômes. 

1°  L'addition  des  monômes  se  fait  en  les  écrivant  les  uns  à  la 
suite  des  autres  avec  leurs  signes. 

En  effet,  il  est  évident  que  la  réunion  de  deux  quantités  de 
même  espèce  et  qui  ont  le  même  mode  d'existence,  produit 
une  troisième  quantité,  ayant  le  même  mode  d'existence  que 
celles-ci,  et  dont  la  valeur  numérique  est  la  somme  de  celles 
qu'elles  ont.  Ainsi,  qu'une  personne  ait  deux  dettes,  l'une 
de  18000^  et  l'autre  de  12000^  :  sa  fortune  se  composera  de 
—  18000^  et  encore  de  —12000^,  et  en  conséquence  aura  pour 
expression 

—  1 8000^  —  1 2000^  ce  qui  fait  —  30000' . 
Si  les  quantités  que  l'on  veut  additionner  ont  des  modes 
d'existence  opposés,  l'effet  de  leur  réunion  est  de  détruire  dans 
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la  plus  grande  une  portion  de  cctle  plus  grande,  égale  à  la  plus 
petite,  de  sorte  que  l'on  obtient  ainsi  une  troisième  quantité, 
qui  est  numériquement  égale  à  la  différence  de  leurs  valeurs 
absolues  et  est  de  même  sens  que  la  plus  grande.  Par  exem- 
ple, si  une  personne  possède  une  propriété  qui  vaut  12000^, 
et  si  elle  doit  18000^  sa  fortune  se  composera  de  +  12000^  et 
de  — 18000^  et  aura  par  conséquent  pour  expression 

+  12000^—18000^  ce  qui  fait— 6000^ 
On  a  donc,  en  général, 

(+«)+(-^)==+«-^>, 

et  cela  est  vrai  lors  même  que  l'on  attribuerait  aux  lettres  a  et  & 
des  valeurs  négatives  ;  car  il  est  évident  que  si,  dans  le  premier 
membre  de  la  seconde  égalité  par  exemple,  on  remplace  a  et  6 
par  ces  valeurs,  et  que  l'on  fasse  ensuite  l'addition,  on  trouvera 
le  même  résultat  que  si  l'on  faisait  immédiatement  cette  substi- 
tution dans  le  second  membre  de  cette  égalité*. 

20.  L'expression  algébrique  de  la  somme  de  plusieurs  mo- 
nômes peut  être  simplifiée,  lorsqu'elle  contient  des  termes 
semblables  (17).  Si  les  termes  sont  tous  affectés  des  mêmes  signes ^ 
on  donne  à  la  partie  algébrique  qui  leur  est  commune  un  coefficient 
égal  à  la  somme  de  tous  leurs  coefficients j  en  conservant  d'ailleurs 
le  signe.  Il  est  évident  en  effet  que  -\-2a^b-\-ba^b-{- Il a^b 
=  +  18a'&,  et  que  —Qa''b  —  Sa''b—l2a^b  =  —  2Qa^b. 

Si  les  termes  semblables  ont  des  signes  différents,  on  addition- 
nera séparément  les  coefficients  de  ceux  qui  seront  positifs,  et 


*  Observons  que,  d'après  la  convenlion  du  n°  22,  le  si.rne  +  placé  devant 
une  quantité  littérale  indique  qu'il  faiit  lui  conserver  le  mode  d'existence  qui 
résulte  des  valeurs  données  aux  lettres  qui  la  composent,  et  que  le  signe  — 
exprime,  au  contraire,  qu'il  faut  changer  ce  mode  d'existence.  Ainsi,  pour 
0=^  —  2,  ona  +a=- 2et  — a=  +  2. 
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ceux  des  termes  qui  seront  riègatifs;  on  retranchera  la  plus  petite 
somme  de  la  plus  grande;  on  donnera  au  reste  le  signe  de  cette 
plus  grande  et  on  le  fera  suivre  de  la  partie  littérale  commune  à 
tous  les  termes.  Considérons  en  effet  l'expression  2a^b  —  ha^b 
—  4fl3^_|_  Sa^t  — 7a^6.  Il  est  évident  que  l'on  peut  intervertir 
l'ordre  des  termes  de  ce  polynôme,  sans  altérer  sa  valeur;  car 
cela  revient  à  intervertir  l'ordre  dans  lequel  doivent  être  faites 
les  additions  et  les  soustractions  qui  y  sont  indiquées ,  ce  qui 
est  permis;  car  ajouter,  par  exemple,  3  à  8  et  retrancher  5  de 
la  somme,  revient  à  retrancher  d'abord  5  de  8  et  à  ajouter  en- 
suite 3  au  reste ,  de  sorte  que  8  +  3  —  5  =  8  —  5  +  3.  D'après 
cela ,  le  polynôme  proposé  est  équivalent  à 

2a^b  +  8a^b  —  ba^b  —  ka^b  —  la^b  ; 

mais  2a^b+M^b=\0a^b,  et  —ba^b  —  ka^b—7a^b=.—  \e>a^b; 
de  sorte  que  notre  polynôme  se  réduit  à 

+  10a»&  —  1 6a^b  =  —  6a'6. 

50.  V opération  par  laquelle  on  réunit  plusieurs  termes  sem~ 
blables  en  un  seul  se  nomme  réduction. 

51.  2°  Pour  additionner  plusieurs  polynômes^  il  suffira  de 
les  écrire  les  uns  à  la  suite  des  autres ,  en  conservant  aux  ter- 
mes de  chacun  les  signes  dont  ils  sont  affectés. 

Soit,  en  effet,  proposé  d'ajouter  le  polynôme  d— c  au  poly- 
nôme a  —  b-{-c.  Je  suppose  que  l'on  ait  effectué  les  opéra- 
tions indiquées  dans  d  —  e,  et  je  représente  le  résultat  par  d=P. 
La  somme  demandée  sera  donc  équivalente  à  a— 6  +  cdbP. 
Mais  on  peut  intervertir  l'ordre  des  termes  de  ce  polynôme  et 
écrire  dzP  +  a — b-{-c,  ou,  en  remettant  d—e  au  lieu  de 
d=P,  d  — e  +  a  —  6  +  c.  Or,  si  Ton  intervertit  l'ordre  des  ter- 
mes de  ce  dernier  polynôme ,  il  viendra 

a  —  6  +  c  +  d  —  6, 

conformément  à  la  règle  énoncée. 

52.  N'oublions  pas  qvC  après  avoir  fait  V  addition ,  il  faudra 
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encore  effectuer  la    réduction  des   termes  semblables.   C'est  un 
soin  quon  ne  devra  jamais  négliger,  quand  on  aura  exécuté 
Chacune  des  autres  opérations  de  l* algèbre. 
EXEMPLE.  Additionner  les  polynômes 

kx^  —  6ax^+7a^b-\-Zc^ 
—  Qa^b  +  Sx^  —  9c^  +1  bax^ 
7c^—^a'b  +  Sd^  —  9.^^ 

Uax^—7d^  —Sa^b 

Somme  :  3x^+21  ax^—  ha^b  +  c^  +  d^, 

%  IL  DE  LA  SOUSTRACTION. 

55.  Pour  effectuer  la  soustraction  algébrique,  écrivez  tous 
les  termes  de  la  quantité  à  soustraire  à  la  suite  de  celle  dont  on 
veut  la  soustraire,  en  changeant  leurs  signes  :  car  si  ron  écrit 
à  la  suite  du  résultat  ainsi  obtenu  tous  les  termes  de  la  quan- 
tité à  soustraire ,  ces  termes  se  trouveront  tous  dans  le  poly- 
nôme résultant  avec  des  signes  contraires,  et  par  conséquent 
ils  s'entre-détruiront  ;  de  sorte  qu'après  la  réduction,  il  ne  res- 
tera plus  que  les  termes  de  la  quantité  dont  on  devait  soustraire. 
Le  résultat  trouvé  est  donc  le  reste  demandé,  puisqu'en  lui 
ajoutant  la  quantité  à  soustraire ,  on  obtient  celle  dont  on  doit 
soustraire  {Arithmétique,  19). 

Exemples.  I.  a — (+&)==  a  —  b; 

IL  a--{--b)  =  a  +  b. 

m.  De    bax^-^^ab'-x  +  c^-^abcx 
soustraire    — 2c^+  kab^x  +  2ax^  —  Sd^d 

reste  bax^—^ab-x-^c^-^  abcx-\-2c^—  kab^x—2ax^'{-3c^d 

reste  réduit  Sax^  —  e>ab^x-\-  3c^  — abcx  +  3c'rf. 

54.  Remarquons  que  l'emploi  des  signes  +  et  —  pour  indi- 
quer l'addition  et  la  soustraction  s'accorde  parfaitement  avec 
l'extension  que  nous  avons  donnée  à  ces  signes  au  n°  22;  car, 
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si  une  personne  a  pour  12000^  de  propriétés  et  pour  18000^  de 
dettes,  l'expression  de  sa  fortune  est  (28) 

+  1 2000^  —  1 8000^  =  —  6000^ 

et  si  des  12000'  qu'elle  possède,  on  retranche  les  18000'  qu'elle 
doit,  il  reste  effectivement  —  6000'  (33). 

55.  Observons  encore  qu'en  algèbre  les  mots  additionner  et 
soustraire  n'entraînent  pas  respectivement  l'idée  d'augmentation 
et  de  diminution;  cela  a  lieu  seulement  quand  les  deux  quanti- 
tés que  l'on  considère  ont  le  même  mode  d'existence;  car  s'ils 
ont  des  modes  d'existende  opposés ,  leur  addition  produit  une 
diminution,  et  leur  soustraction  une  augmentation. 

C'est  pour  cela  que  l'on  appelle  somme  algébrique  de  plusieurs 
quantités,  le  résultat  que  l'on  obtient  en  additionnant  ces  quan- 
tités, eu  égard  à  leurs  signes,  et  que  l'on  conserve  le  nom  de 
somme  arithmétique  pour  le  résultat  de  l'addition  de  leurs 
valeurs  absolues . 

g  III.  DE  LA  MULTIPLICATION. 

56.  D'après  la  définition  que  l'on  donne  en  arithmétique  de  la 
multiplication  [Arithmétique,  23),  le  multiplicateur  est  essen- 
tiellement un  NOMBRE  ABSTRAIT  ABSOLU,  c'cst-à-dire  qui  ne  peut 
être  précédé  d'aucun  signe;  mais  on  comprend  que  si  l'on 
veut  que  les  formules  algébriques  soient  générales,  il  faut  que 
l'on  ait  le  droit  de  donner  aux  lettres  qui  y  entrent  toutes  les 
valeurs  imaginables,  et  qu'alors  un  multiplicateur  pourra 
bien  devenir  négatif.  Il  est  donc  nécessaire  de  modifier  la  défi- 
nition de  manière  à  l'étendre  à  tous  les  cas.  Nous  dirons  en 
conséquence  que  la  multiplication  algébrique  a  pour  but  de 
trouver  une  quantité  qui  soit  composée  en  grandeur  et  en  signe 
avec  le  multiplicande  comme  le  multiplicateur  est  composé  avec 
l'umiÈ  positive;  de  telle  sorte  que,  si  le  multiphcateur  aie 
signe  + ,  comme  l'unité ,  le  produit  aura  le  même  signe  que  le 
multiphcande,  et  que  si  le  multiplicateur  a  le  signe  —,  c'est-à- 
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dire  un  signe  opposé  à  celui  de  l'unité,  le  produit  devra  être 
affecté  d'un  signe  contraire  à  celui  du  multiplicande. 
On  pourra  donc  former  le  tableau  suivant  : 


Multiplicande 

Multiplicateur 

Produit 

+ 

+ 

+ 

— 

+ 



+  -  - 

-  -  + 

Ainsi,  dans  le  premier  et  le  quatrième  cas,  où  les  facteurs  ont 
des  signes  semblables,  le  produit  est  positif,  tandis  qu'il  est 
négatif  dans  le  second  et  dans  le  troisième,  où  ces  facteurs  ont 
des  signes  contraires.  De  là  celte  règle  générale  :  Donnez  au 
produit  le  signe  -\-  ou  le  signe  —  selon  que  ses  deux  facteurs  ont 
des  signes  semblables  ou  différents. 

57.  On  énonce  souvent  cette  règle  de  la  manière  suivante  : 

+        multiplié  par        +        c/onne        -|- 

-  +  - 

-  -  + 

"  Remarquons  bien  toutefois  qu'il  ne  faut  pas  prendre  à  la  lettre 
cette  manière  de  s'énoncer,  car  elle  n'aurait  aucun  sens.  Quand 
nous  disons,  par  exemple,  que  —  multiplié  par  +  donne  — , 
nous  entendons  que  le  produit  d'une  quantité  négative  par  une 
quantité  positive  est  négatif. 

58.  Il  suit  de  la  règle  que  nous  venons  d'établir  que  le  pro^ 
duit  de  plusieurs  facteurs  négatifs  est  positif  ou  négatifs  suivant 
que  ces  facteurs  sont  en  nombre  pair  ou  impair.  En  effet,  si  le 
nombre  des  facteurs  négatifs  est  pair,  on  pourra  d'abord  les 
multiplier  deux  à  deux,  c'est-à-dire  le  premier  par  le  second, 
le  troisième  par  le  quatrième,  le  cinquième  par  le  sixième,  etc., 
puis  multiplier  entre  eux  tous  ces  produits  partiels  ;  ce  qui  don- 
nera un  produit  positif,  puisque  chacun  d'eux  a  le  signe  +. 

Si,  au  contraire,  il  y  a  un  nombre  impair  de  facteurs  né- 
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gatifs,  on  pourra  faire  le  produit  de  tous  ces  facteurs,  à  l'excep- 
tion du  dernier,  et,  en  le  multipliant  par  ce  dernier  facteur,  on 
obtiendra  le  produit  demandé,  qui  sera  négatif,  puisque  + 
multiplié  par  —  donne  — . 

59.  Les  règles  des  signes  étant  ainsi  établies,  nous  allons 
faire  abstraction  des  signes  des  quantités  monômes  que  Ton 
aura  àmulliplier,  et  comme  la  multiplication  de  plusieurs  quan- 
tités dépend  de  celle  de  deux  quantités,  nous  nous  occuperons 
seulement  de  la  multiplication  de  deux  monômes. 

Soit  d*abord  proposé  de  multiplier  a"  par  a«.  Xobserve  que 
pour  faire  cette  opération,  il  n'y  aura  qu'à  multiplier  a^  succes- 
sivement par  chacun  des  q  facteurs  a  donta^  représente  le  pro- 
duit (Arithmétique,  58)  :  mais  le  multiplicande  a^  renferme 
déjà  p  de  ces  facteurs;  donc  le  produit  a^Xa' sera  composé  de 
(P  +  Ç)  facteurs  a;  donc  il  est  la  (p+gf""  puissance  de  a;  donc 
flPXa''=aP+*.  Donc,  pour  faire  le  produit  de  deux  puissan- 
ces d'une  même  quantité,  il  faut  élever  cette  quantité  à  une 
puissance  marquée  par  la  somme  des  exposants  de  ces  puissances. 
Ainsi  a^Xa^  =  a^. 

AO.  Proposons-nous  actuellement  de  multiplier  entre  eux 
deux  monômes  quelconques,  par  exemple  bà^bc  par  9aVcP.  Il 
faudra,  pour  effectuer  cette  opération,  multiplier  le  multipli- 
cande successivement  par  chacun  des  facteurs  du  multiplicateur, 
de  sorte  que  le  produit  pourra  être  écrit  de  la  manière  suivante  : 

b.a\b.c.9.a\c^.cP,  ' 

ou,  en  intervertissant  Tordre  des  facteurs, 

b.9.a\a\b.c.c\d\ 

Or  5.9  =45;  multipUer  45  par  a',  puis  le  produit  par  o', 
revient  à  multiplier  45  par  le  produit  effectué  de  a'  par  a*\  c'est- 
à-dire  par  a^  {Arithmétique,  58};  donc  déjà  5.  9.  a*,  a^.  b 
=  45a^6.  On  verra  de  même  que  le  produit  de  ce  monôme  par 
c,  puis  par  c*',  est  45  a^bc\  de  sorte  qu'on  a  enfin 

ba-bc  X  9aV(?^~  kba^bc^d^. 
c.  2 
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GomQie  on  peut  appliquer  les  raisonnements  qui  précèdent  à 
tels  monômes  que  l'on  voudra,  on  en  conclut  que  pour  faire  le 
produit  de  plusieurs  monômes,  il  faut  multiplier  les  coefficients 
entre  eux,  et  écrire  à  la  suite  de  ce  produit  toutes  les  lettres  diffé- 
rentes des  facteurs,  en  donnant  a  chaque  lettre  qui  est  commune  à 
plusieurs  d* entre  eux  un  exposant  égal  à  la  somme  de  ceux  dont 
elle  y  est  affectée,  et  en  conservant  leurs  exposants  aux  lettres  qui 
n'entrent  que  dans  Vun  des  facteurs. 

Exemple.  —  ha^hc  X  -f-  ^o^cH^  X  —  2ab^ch^  =+90a^b^cHhK 

41.  Passons  maintenant  à  la  multiplication  des  polynômes, 
et  supposons  d'abord  que  le  multiplicande  seul  étant  une  quan- 
tité complexe,  a-\-b—c,  par  exemple,  on  veuille  le  multiplier 
par  le  monôme  positif  d.  Il  pourra  se  présenter  trois  cas,  selon 
que  d  représentera  un  nombre  entier,  un  nombre  fraction- 
naire, ou  une  quantité  incommensurable. 

1"  Si  fi  est  un  nombre  entier,  le  produit  de  a-^b — c  par  d 

sera  la  somme  de  d  quantités  égales  à  a-\-b—c,  de  sorte  qu'en 

faisant  la  réduction  des  termes  semblables,  on  trouvera  pour 

résultat  ad  -{-bd  —  cd, 

m 
2°  Si  d  est  une  fraction  —,  il  s'agira  de  prendre  une  partie  du 

multiplicande  marquée  par  cette  fraction,  et,  pour  cela,  de 
diviser  ce  multiplicande  par  n,  puis  de  multiplier  le  quotient 
trouvé  par  m  (Arithmétique,  116).  Or  le  quotient  de  la  divi- 
sion de  a +6— cparn  est — 1 ;  car,  si  on  multiplie  ce  po- 
lynôme parn,  on  retrouvera,  d'après  ce  qui  précède  (41,  1°), 
le  dividende  a-\-b — c;  donc  le  produit  demandé  sera 

^.m+-.m--.m  =  a.-+6.-'-c.-  {Arith.,  25   et  116), 

c'est-à-dire  ad-\-bd — cd. 

3°  Supposons  que  d  représente  une  quantité  incommensu- 
rable ;  soit  d!  une  quantité  commensurable  variable  qui  peut 
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approcher  de  d  d'aussi  près  que  Ton  voudra.  On  aura,  d'après 
ce  que  nous  venons  de  démontrer, 

{a+h—c)  d'=adf-\-bcl'-^c(r, 

et  cette  égalité  subsistera  toujours  lorsque  d' tendra  à  devenir 
égal  à  d.  Or,  lorsque  deux  quantités  variables  restent  constam- 
ment égales  entre  elles,  dans  tous  les  états  de  grandeur  par  les- 
quels  elles  passent,  leurs  limites  sont  égales  (Arith.,  237)  :  mais 
la  limite  du  produit  (a+b—c)d'  est  (a+b—c)  f?;  celle  de  la 
quantité  ad'-{-bd'^cd'  est  évidemment  ad-{-  bd  —  cd;  donc 

{a-{-b — c)d  =  ad-\-  bd—cd. 

Concluons  donc  que  pour  multiplier  un  polynôme  par  un  mo^ 
nome  positif,  il  faut  multiplier  successivement  chaque  terme  du 
multiplicande  par  le  multiplicateur,  en  affectant  chaque  produit 
partiel  du  signe  +  ou  du  signe  —,  selon  que  ses  facteurs  auront 
des  signes  semblables  ou  différents,  c'est-à-dire  en  se  conformant 
aux  régies  données  pour  la  multiplication  des  monômes  (56  et 
40). 

42.  Si  le  multiplicateur  était  un  monôme  négatif— c^,  les 
raisonnements  qui  nous  ont  conduit  à  la  règle  précédente 
n'auraient  plus  de  sens  :  mais  nous  observerons  que,  d'après 
la  définition  de  la  multiplication  algébrique  (56),  un  produit 
ne  tait  que  changer  de  signe,  lorsque  l'on  change  le  signe  de 
l'un  de  ses  facteurs;  on  multiphera  donc  a-\-b—c  par  le  mo- 
nôme positif  +  d,  et  on  changera  ensuite  le  signe  du  produit 
ad-\-bd—cd,  ce  qui  se  fera  évidemment  en  changeant  les  si- 
gnes de  tous  ses  termes;  donc 

{a-\-b—c)X{—'d)z-—ad--bd'\-cd, 

Or  c'est  précisément  là  le  résultat  auquel  conduirait  l'ap- 
plication de  notre  règle  :  donc  elle  est  générale. 

45.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  multiplicateur  est 
aussi  un  polynôme,  et  soit  par  exemple  a  —  b  à  multiplier  par 
c—d.  Supposons  que  l'on  ait  effectué  les  opérations  indiquées 
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dans  le  multiplicateur,  et  désignons  par  P  sa  valeur  :  le  pro- 
duit demandé  sera  donc  équivalent  à 

(a— 5)P=aP— 5P  (41  et  42}  =  Pa— P6. 
En  remplaçant  P  par  c— rf,  ce  qui  est  permis,  on  aura 
(a—b)(c  —  d)  =  (c—d)  a—(c—d)b; 

mais  (c--d)  a=zac— ad,  (c—d)b=bc  —  bd;  donc,  en  appli- 
quant la  règle  de  la  soustraction  (55),  il  viendra 

(^a  —  b)(c  — d)=ac  —  ad  —  bc-\-bd  =  ac  —  bc — ad —  bd. 

Or  ac—bc  est  le  produit  de  (a — b)  par  c,  —  ad-\-bd  est  le  pro- 
duit de  ce  même  multiplicande  par — d  :  donc  pour  multiplier 
deux  polynômes  entre  eux,  on  multipliera  le  multiplicande  succes- 
sivement par  chaque  terme  du  multiplicateur  (40  et  41),  et  on 
fera  la  somme  des  produits  partiels. 

44.  ScHOLiE.  Si  l'on  suppose  que  a,  b,  c,  d,  étant  quatre 
quantités  positives,  on  ait  de  plus  a>6  et  c>c?,  les  raisonne- 
ments que  nous  avons  faits  aux  numéros  41  et  45,  prouvent 
rigoureusement,  en  s'appuyant  uniquement  sur  la  définition 
que  l'on  donne  de  la  multiplication  dans  l'arithmétique,  que 
(a — b)  (c — d)  =  ac — bc — ad-{-bd. 

Nous  allons  maintenant  examiner  quelles  conventions  il  faut 
faire  pour  rendre  cette  formule  applicable  à  toutes  leshypolhèses 
que  l'on  pourrait  faire  sur  a,  &,  c,  d,  et,  pour  abréger,  nous 
supposerons  que  ces  quantités  soient  positives,  car,  si  elles  ne 
Tétaient  pas,  il  n'y  aurait  qu'à  mettre  leurs  signes  en  évidence. 
Soit  d'abord  a<6  et  c<^d.  Il  suit  immédiatement  delà  que 
ac<^bcy  que  ad<^bd,  et  que  par  conséquent  (ac  —  bc)  et 
(ad — bd)  sont  des  quantités  négatives;  mais  parce  que  c<c?, 
la  valeur  absolue  de  la  première  est  plus  petite  que  celle  de  la 
seconde,  car  ces  valeurs  absolues  sont  celles  des  deux  produits 
{b—a)c  Qi{b-~a)d\  donc  la  différence  {ac  —  bc)  —  [ad—bd), 
c'est-à-dire  ac — bc—ad-\-bd  est  une  quantité  positive.  Or 
{a  —  b)e\.{c--d)  sont  au  contraire  des  quantités  négatives; 
donc,  pourque  la  règle  du  n°  45  puisse  s'appliquer  au  cas 
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actuel,  il  faut  convenir  que  le  produit  de  deux  quantités  négatives 
est  positif. 

Si  de  môme  on  suppose  a<6  et  c>rf,  ou  a>5  et  c<rf, 
on  reconnaîtra  que  le  produit  de  deux  quantités  affectées  de 
signes  contraires  doit  être  regardé  comme  négatif. 

Ainsi  se  trouve  justifiée  la  modification  que  nous  avons  fait  su- 
bir à  la  définition  delà  multiplication  arithmétique,  pour  l'éten- 
dre à  tous  les  cas  delà  multiplication  des  quantités  algébriques. 

46.  Lorsqu'une  lettre  entre  à  différentes  puissances  dans  le 
multiplicande  et  dans  le  multiplicateur,  on  ordonne  ces  fac- 
teurs, c'est-à-dire  que  l'on  dispose  leurs  termes  suivant  l'ordre 
de  grandeur  des  exposants  de  cette  lettre,  que  l'on  nomme  la 
lettre  ordonnatrice  ou  principale  *.  Alors  les  produits  partiels 
du  multiplicande  par  chaque  terme  du  multipHcateur  seront 
aussi  ordonnés  (59),  de  sorte  que  si  l'on  écrit  ces  divers  pro- 
duits partiels  les  uns  au-dessous  des  autres,  de  manière  que  le 
premier  terme  de  chacun  soit  placé  sous  le  terme  qui  renferme 
la  lettre  ordonnatrice  à  la  même  puissance  que  lui,  dans  le  pro- 
duit précédent,  tous  les  termes  de  ces  produits  partiels  seront 
rangés  dans  une  même  W^hq  verticale,  sous  ceux  qui  sont  du 
même  degré  qu'eux,  par  rapport  à  la  lettre  principale  (on  sup- 
pose qu'il  y  a  une  différence  d'une  unité  entre  les  exposants  de 
la  lettre  ordonnatrice  dans  deux  termes  consécutifs  quelconques 
du  multiplicande  :  s'il  n'en  était  pas  ainsi ,  on  laisserait  vide 
dans  ce  multiplicande  et  dans  les  produits  partiels  la  place  des 
termes  qui  y  manqueraient),  ce  qui  faciUtera  les  réductions. 

46.  Exemple.  Multiplier  Sa'o;' —  hax^  —  la'* -\- kx'*  par 
—  3a^+  3^'^'  —  5aV.  J'ordonne  par  rapport  aux  puissances 
descendantes  de  a; ,  et  comme  la  première  puissance  de  cette 
lettre  n'entre  pas  dans  le  multiplicande,  nous  laisserons  vide  la 


*  Si,  par  exemple,  on  veut  ordonner  suivant  les  puissances  décroissantes 
d'une  certaine  lettre  x,  on  écrira  d'abord  le  terme  où  rr  a  le  plus  grand  expo- 
sant, puis  celui  de  tous  les  termes  restants  où  a;  a  le  plus  grand  exposant,  et 
ainsi  de  suite. 
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place  du  terme  qui  devrait  contenir  cette  puissance,  si  le 
polynôme  était  complet.  Nous  disposerons  en  conséquence  les 
calculs  de  la  manière  suivante  : 

Multiplicande 4a;4  —  hax^  +  ^a^x"  —  2a< 

Multiplicateur 3a^a^'—  ha^x^—  3a^ 

Produit  par  3aV \1a^s^—\ha^3fi-\-  %a^x^  —  Ç>a^3^ 

Produit  par  —ha^x^ . . .  —20a^c(^+2ba*x^—\ba^x*  +10a'a;^ 

Produit  par  — 3a^ —I2a^x^+na<^a^—  9a'a;2+6a9 

Produit  total 1 2a'x-'—3ba^xf^-\-Z^a'^x^~21a^x*+  9a^x^+    a'a^+Qa^ 

Le  premier  terme  —  20aV  du  second  produit  partiel  étant 
semblable  au  second  terme  du  produit  précédent,  on  l'a  écrit 
sous  ce  terme;  de  même  le  premier  terme  —  12aV  du  troi- 
sième produit  partiel  a  été  placé  sous  le  terme  —  15aV  au- 
quel il  est  semblable  dans  le  second  produit  partiel.  Enfin  on 
a  obtenu  le  produit  total  en  faisant  la  réduction  de  tous  les 
termes  situés  dans  une  même  colonne.  Ainsi  on  a  dit  : 
—  15ttV  —  20aV  donnent  —  35aV,  etc. 

47.  Les  deux  polynômes  que  nous  venons  de  multiplier  sont 
dits  HOMOGÈNES  parce  que  la  somme  des  exposants ,  dans  chaque 
terme  y  est  constante.  Gomme  cette  somme  est  4  dans  le  pre- 
mier et  5  dans  le  second,  on  dit  que  le  multiplicande  est  un 
polynôme  du  quatrième  degrés  et  que  le  multiplicateur  est  du 
cinquième.  Il  est  évident  que  leur  produit  doit  aussi  être  homo- 
gène, et  que  son  degré  est  la  somme  des  degrés  de  ses  facteurs. 
Si  donc  on  trouvait  que  le  produit  de  deux  polynômes  homo- 
gènes n'est  pas  homogène,  ce  serait  un  signe  certain  que  ce  produit 
est  fautif,  et  il  faudrait  en  conséquence  recommencer  la  mul- 
tiplication. Cette  remarque  est  importante. 

48.  S'il  y  a  dans  l'un  des  facteurs  plusieurs  termes  où  la 
lettre  par  rapporta  laquelle  on  veut  ordonner  entre  à  la  même 
puissance,  il  faudra  d'abord  mettre  chaque  puissance  de  cette 
lettre  en  facteur  commun  des  quantités  qu'elle  multiplie,  or- 
donner le  polynôme  résultant  par  rapporta  cette  lettre  et  faire 
ensuite  la  multiplication. 
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49.  Pour  mettre  une  puissance  (Tune  certaine  lettre  en  fac- 
teur commun  des  quantités  quelle  multiplie,  on  écrit  entre 
parenthèses  les  termes  dont  il  s'agit,  abstraction  faite  de  cette 
puissance,  et  on  écrit  cette  même  puissance  hors  des  parenthèses  ; 
ou  mieux  encore  on  dispose  les  termes  ainsi  préparés  dans  une  co- 
lonne, en  les  séparant,  par  un  trait  vertical,  de  la  puissance  qu'on 
y  a  supprimée.  Ainsi  le  trinôme—  8fi-6V4-10a6'a;*  +  2«'^a?* 
pourra  être  écrit  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  manières 
suivantes  : 

(2a'6— 8a-6'  +  10a63)a;*      ou  2a^5      a?. 

—  8a'6* 
4-  10a6^ 

La  quantité  placée  ainsi  entre  parenthèses  ou  dans  une  ligne 
verticale,  et  que  l'on  a  d'ailleurs  soin  d'ordonner  par  rapport  à 
l'une  des  lettres  qui  y  entrent,  doit  être  considérée  comme  un 
coefficient. 

oO.  Exemple.  Multiplier  a*— 61t— 36V+3a5lz;— 26*+2a'j?2 
par —^al>'x-\-'lh''-\-2>a^x^-{'a*—2b'^x-\-Wx^,  En  ordonnant  ces 
polynômes  par  rapport  à  x,  on  disposera  les  calculs  comme  ci- 
dessous. 


Multiplicande 

2a* 

—Zb'- 

r2+  3ab* 

-      b' 

a;  4-    a* 
—  2b^ 

MuUiplicateur 

3a?\3^—  &ab^  x+    a' 

+26^1    -  2¥        +  2b' 

Produit  par      3a'   i-^ 
+2b^ 

6a^    x*+  9a%' 
—ba^V    —  Sa^b^ 
—Q¥       +  6ab« 
—  2b^ 

x^+  3a^ 
+  2a^b-' 

—  6a^b' 

-  4b« 

jfi 

Produit  par  — 6ab»a; 

-3b3 

-12a2b^ 
—  ka'¥ 
+18ab^ 
+  6b^ 

x^—lSa^b^ûc"—  ea%' 

+  2b«       —  2a'b3 

+12ab« 

+  4b' 

X 

Produit  par       a^ 
+2¥ 

+  2a^ 

—  3a^b2 
+  4a^b< 

-  6b« 

—  a'b^ 
+  6ab« 

-  2b' 

x+  a» 

-4b« 

Produit  tolat 

6a' 
^ba'b' 
~6b^ 

X'—  3aW- 

—  7a2fc3 
+24ab^ 
+  4b^ 

—  a'¥ 
-20a^b* 

—  8b« 

X'—  3a'b' 
—  3aV^ 
+\8a¥ 
+  2b' 

— 4b« 
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On  a  été  conduit  à  effectuer  les  nm/* multiplications  partielles 
qui  suivent  : 

(2a'— 36^)(3a«+252),  (3a&'— 6»)  (3a*+26^),  (a*— 6*)  (Za'+b'); 

(2a«— 36')  (— 6a6'  — 26^),  (Zab^—b')  {^Qab^^2b^), 

{a'—W)  (— 6a6'  — 26»}; 

(2a«— 36')  (tt*  +  26*),  (3a6*— 6»)  (a*— 6*),  (a*— 26*)  (a*  +  26*). 

SI.  En  appliquant  les  règles  delà  multiplication  à  la  forma- 
tion du  carré  de  (a  ±6)  et  à  celle  du  produit  de  {a-\-b)  par 
(a  —  6),  on  trouvera  : 

(a  +  6)'  =  a'+2a6+6', 
(a— 6)'=a'— 2a6  +  6', 
(a  +  6);(6i~6)=:a'— 6'. 

En  comparant  chacun  de  ces  produits  avec  ses  facteurs,  on  en 
conclut  les  théorèmes  suivants  : 

l*»  Le  carré  de  la  somme  de  deux  quantités  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  de  ces  quantités  augmentée  de  leur  double 
'produit. 

Exemple,  {'ia^x  —  3a^xJ=  4aV—  1 2aV+  9aV. 

2"  Le  carré  de  la  différence  de  deux  quantités  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  de  ces  quantités  diminuée  de  leur  double  produit. 

Exemple.  (5aV—  3aV)'  =  2ba^x^  —  ZOa^x^ + 9aV. 

3°  Le  produit  de  la  somme  de  deux  quantités  multipliée  par 
leur  différence^  est  égal  à  la  différence  des  carrés  de  ces  quan- 
tités. 

Exemple. 

(5aV— 3a''d?'+4a*rr— 2a^)  (Sa^o?'— 3a»a;'— 4a*a;+  2a^). 
Ce  produit  revient  à 

1  (5a'a;»  —  3aV)  +  {ka'x—U^)  \ .  j  (5a'ic'--  3aV)  --  {ka'x^  2a»)  ] , 
en  vertu  de  la  règle  du  n"  53,  et  est  en  conséquence  égal  à 

(5a'a;'  —  3aV)'  —  {ka'^x  —  la^f  =  2ba''x'  —  30aV  +  9aV 

—  16aV  +  16a^a;  — 4a^ 
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o2.  Puisque  pour  mulliplier  un  polynôme  par  un  autre  poly- 
nôme, il  faut  multiplier  chaque  terme  du  multiplicande  succes- 
sivement par  tous  ceux  du  multiplicateur  (45),  on  voit  que  le 
carré  d'un  polynôme  renfermera  :  1°  les  carrés  de  ses  différents 
termes;  2°  le  produit  de  chaque  terme  par  tous  les  autres. 
Mais  ces  derniers  produits  sont  évidemment  tous  égaux  deux  à 
deux,  car  le  produit  du  3*  terme  par  le  7%  par  exemple,  est 
identique  avec  celui  du  7*  par  le  3«  :  on  peut  donc  dire  que  le 
carré  d'un  pohjnome  se  compose  des  carrés  de  ses  différents  termes 
et  du  double  de  la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant 
chacun  d* eux  par  tous  ceux  qui  le  suivent. 

Exemple.  (2a;'  —  Zacif  +  ka^x  —  2a' )^  =  kx^  +  9a*x''  +  1  Qa'x* 
+  ka^  —  l2ax^-{-  16aV  —  8aV  —  2ka'x^  +  12aV  —  IQa'x 
=  iix^^  I2ax'  +  25aV  —  32aV  +  28aV—  16a" x  +  ka\ 

$  IV.  DE  LA  DIVISION. 

S5.  Nous  allons  d'abord  supposer  qu'il  s'agisse  de  diviser  un 
monôme  par  un  autre  monôme.  La  première  chose  à  faire  sera 
de  déterminer  le  signe  du  quotient.  Or  le  dividende  étant  le 
produit  du  diviseur  par  le  quotient,  on  voit  que  s'il  est  positif, 
le  diviseur  et  le  quotient  auront  des  signes  semblables  (56)  ; 
donc  si  le  diviseur  est  positif,  le  quotient  aura  le  signe  -f-,  et  si 
le  diviseur  est  négatif,  le  quo  lient  aura  le  signe  — .  Au  contraire, 
si  le  dividende  est  négatif,  le  diviseur  et  le  quotient  auront  des 
signes  contraires,  de  sorte  que  si  le  diviseur  est  positif,  le  quo- 
tient aura  le  signe  —,  et  s'il  est  négatif,  le  quotient  sera  précédé 
du  signe  +.  On  pourra  donc  former  le  tableau  suivant  : 

Dividende.  Diviseur.  Quotient. 

+  +  + 

+  -  - 

-  +  - 

-  -  + 

D'où  l'on  voit  que,  dans  le  premier  et  dans  le  quatrième  cas, 
où  le  dividende  et  le  diviseur  ont  des  signes  semblables,  le 
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quotient  est  positif,  tandis  qu'il  est  négatif  dans  les  deux  autres, 
c'est-à-dire  quand  le  dividende  et  le  diviseur  ont  des  signes 
dilTérents.  De  là  cette  règle  : 

Donnez  au  quotient  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  suivant  que  le  di- 
vidende et  le  diviseur  auront  des  signes  semblables  ou  différents. 

On  l'énonce  encore  en  disant  que 

+  divisé  par  +  donne  -{-, 

+  - 

-  +. 

54.  Cette  règle  étant  établie,  proposons-nous  de  diviser  un 
naonome  quelconque  par  un  autre  monôme,  en  faisant  abstrac- 
tion de  leurs  signes;  par  exemple,  45a^k^d^  par  5<2-6c.  J'observe 
d'abord  que  le  quotient  de  la  division  de  deux  monômes  ne 
peut  être  qu'un  monôme  (41),  Cela  posé,  il  suit  immédiate- 
ment de  la  règle  donnée  au  n°  40,  1«  que  le  coefficient  45  du 
dividende  étant  le  produit  du  coefficient  5  du  diviseur  par  celui 
du  quotient,  on  obtiendra  ce  dernier  en  divisant  le  coefficient 
du  dividende  par  celui  du  diviseur;  ainsi  le  coefficient  du  quo- 
tient est  ^  =  9;  2°  que  la  lettre  a,  ayant  dans  le  dividende  un 
exposant  plus  grand  que  celui  dont  elle  est  affectée  dans  le  di- 
viseur, se  trouvera  dans  le  quotient,  et  que  son  exposant  dans 
le  dividende  est  la  somme  de  ceux  qu'elle  porte  dans  le  diviseur 
et  dans  le  quotient  ;  donc  cette  lettre  aura  pour  exposant,  dans 
le  quotient,  la  différence  de  'ceux  dont  elle  est  affectée  dans  le 
dividende  et  dans  le  diviseur,  c'est-à-dire  qu'elle  y  aura  l'expo- 
sant 5—2:^3.  Par  une  raison  semblable,  la  lettre  c  entrera 
dans  le  quotient  avec  l'exposant  6—  1  =  5  ;  3"  quant  à  la  lettre  b 
qui  est  affectée  des  mêmes  exposants  dans  le  dividende  et  dans 
le  diviseur,  elle  n'appartiendra  pas  au  quotient,  sans  quoi  elle 
aurait  dans  le  dividende  un  exposant  plus  grand  que  dans  le 
diviseur;  4"  enfin  la  lettre  d,  qui  n'entre  pas  dans  le  diviseur, 
devra  se  trouver  dans  le  quotient  avec  son  exposant.  Ce  quo- 
tient est  donc  9a^c^d^, 
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S3.  Les  raisonnements  qui  précèdent  n'étant  point  particu- 
liers aux  monômes  que  nous  avons  considérés,  on  en  conclut 
la  règle  générale  suivante  : 

Pour  diviser  un  monôme  par  un  autre  monoimf  divisez  le  coef- 
ficient du  dividende  par  celui  du  diviseur  et  vous  aurez  le  coef/i' 
oient  du  quotient;  écrivez  à  la  suite  de  ce  coefficient  toutes  les  kttres 
qui  ont  dans  le  dividende  un  exposant  plus  grand  que  dans  le 
diviseur,  ainsi  que  celles  qui  n'entrent  que  dans  le  dividende,  en 
donnant  aux  premières  un  exposant  égal  à  la  différence  de  ceux 
quelles  ont  dans  le  dividende  et  dans  le  diviseur,  et  en  conservant 
aux  secondes  leurs  exposants.  Quant  aux  lettres  qui  portent  le 
même  exposant  dans  le  dividende  et  dans  le  diviseur,  elles  ne  doi^ 
vent  pas  entrer  dans  le  quotient.  Il  est  d'ailleurs  entendu  que  Von 
appliquera  la  règle  des  signes  donnée  au  n°  o5. 

^lOa'b'chlef^ 
Exemple.  __^=  +  2a»c»rfr. 

S6.  Nous  avons  vu  tout  à  l'heure  que  quand  une  lettre  est 
commune  au  dividende  et  au  diviseur ,  on  doit  V écrire  au  quo- 
tient avec  un  exposant  égal  à  la  différence  de  ceux  dont  elle  y 
est  affectée.  La  démonstration  que  nous  avons  donnée  de  cette 
règle  suppose  essentiellement  que  cette  lettre  a  dans  le  divi- 
dende un  exposant  plus  grand  que  celui  qu'elle  porte  dans  le 
diviseur,  car  nous  avons  posé  en  principe  que  l'exposant  dont 
elle  est  affectée  dans  le  dividende  est  la  somme  de  ceux  qu'elle  a 
dans  le  diviseur  et  dans  le  quotient  ;  et  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
si  l'exposant  du  dividende  ne  surpasse  pas  celui  du  diviseur,  il 
faut  que  l'exposant  du  quotient  soit  ou  zéro  ou  un  nombre  né- 
gatif, ce  qui  ne  peut  être,  d'après  l'idée  que  l'on  attache  au  mot 
exposant  (14).  Examinons  cependant  s'il  ne  serait  pas  possible 
de  généraliser  notre  règle,  c'est-à-dire  de  la  rendre  applicable 
à  tous  les  cas. 

1°  Supposons  que  la  lettre  a  ait  le  même  exposant  dans  le 
dividende  que  dans  le  diviseur,  et  soit  ainsi  proposé  de  divi- 
ser ftP  paraP.  Il  est  évident  que  le  quotient  de  cette  division  est 


28  DES  OPÉRATIONS    DE  L'ALGÈBRE. 

Yunité  :  or,  siron  applique  au  cas  actuel  la  règle  que  l'on  veut 
généraliser,  on  trouvera  a^-p=a\  Mais  cette  expression  a'^  ne 
saurait  avoir  aucun  sens,  ainsi  que  nous  l'avons  observé  plus 
haut  ;  nous  pourrons  donc  faire  sur  elle  telle  convention  que 
nous  voudrons,  pourvu  qu'elle  ne  soit  en  opposition  avec  au- 
cune de  celles  qui  précèdent,  et  convenir,  par  exemple,  que 
toute  quantité  affectée  de  l'exposant  zéro  sera  un  symbole  qui 
désormais  représentera  l'unité ^  c'est-à-dire  que  a°  =  1 .  De  cette 

manière,  nous  pourrons  dire  que-p  =  aP-p,  et  notre  règle  s'é- 
tendra ainsi  au  cas  où  une  lettre  a  des  exposants  égaux  dans  le 
dividende  et  dans  le  diviseur. 

2°  Soit  maintenant  à  diviser  a^  par  a^"^'.  Si  Ton  se  rappelle 
que  l'on  n'altère  pas  le  quotient  d'une  division  en  divisant  le 
dividende  et  le  diviseur  par  une  même  quantité,  nous  divise- 
rons aP  et  aP"^^  par  a^,  et  nous  verrons  ainsi  que 

a^  _  1 

Or,  si  l'on  applique  la  règle  du  n°  ^6  à  la  division  de  a^  par  aP*«, 
on  trouvera  a^-p-^  =  a-«,  expression  tout  à  fait  vide  de  sens  (14). 
Nous  pourrons  donc  faire  sur  elle  telle  convention  que  nous 
voudrons,  et  convenir,  par  exemple,  que  toute  quantité  affectée 
d'un  exposant  négatif  est  un  symbole  qui  représente  le  quotient 
de  la  division  de  runité  par  cette  quantité  affectée  du  même  expo- 
sant^ mais  pris  positivement,  c'est-à-dire  que  a-^  =— .  En  con- 
séquence,  nous  pourrons  dire  que  -^  =  a^-^-'^  =  a-*. 

Ainsi  la  règle  donnée  (35),  pour  diviser  l'une  par  l'autre  deux 
puissances  d'une  même  quantité,  s'étend  maintenant  à  tous 
les  cas  ;  donc  elle  est  générale. 

57.  Il  résulte  de  la  règle  du  n°  53,  que  pour  quun  monomie 
soit  divisible  par  un  autre,  il  faut  1°  que  le  coefficient  du  divi- 
dende soit  divisible  par  celui  du  diviseur;  2°  que  le  diviseur  ne 
contienne  aucune  lettre  étrangère  au  dividende;  3"  que  Vexpo^ 
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sant  dont  une  lettre  est  affectée  dans  le  dividende  ne  soit  pas  nioin^ 
dre  que  celui  qu'elle  a  dans  le  diviseur.  Quand  toutes  ces  condi- 
tions ne  sont  pas  remplies,  on  exprime  le  quotient  sous  forme 
fractionnaire,  sauf  à  le  réduire  ensuite  à  sa  plus  simple  ex- 
pression, comme  nous  le  verrons  plus  tard. 

58.  Venons  maintenant  à  la  division  des  polynômes.  Nous 
en  établirons  la  théorie  sur  le  principe  suivant  : 

Lemme.  Lorsque  deux  polynômes  et  leur  produit  sont  ordonnés 
suivant  les  puissances  d'une  même  lettre,  le  premier  terme  du  pro- 
duit provient  sans  réduction  de  la  multiplication  du  premier  terme 
du  multiplicande  par  le  premier  terme  du  multiplicateur. 

En  effet,  si  l'on  suppose  les  deux  facteurs  ordonnés  suivant 
les  puissances  décroissantes  d'une  même  lettre,  il  est  évident 
que  le  produit  de  deux  termes  pris,  comme  on  le  voudra,  dans 
ces  facteurs,  contiendra  la  lettre  ordonnatrice  avec  un  exposant 
moindre  que  celui  qu'elle  a  dans  le  produit  du  premier  terme 
du  multiplicande  par  le  premier  terme  du  multiplicateur  (59,  ; 
donc  il  ne  pourra  ni  se  réduire  avec  lui,  ni  passer  avant  lui  : 
donc  le  premier  terme  du  produit  provient  sans  réduction  de 
la  multiplication  du  premier  terme  du  multiplicande  par  le 
premier  terme  du  multiplicateur. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  le  dernier  terme 
du  produit  est,  sans  réduction,  le  produit  du  dernier  terme  du 
multiplicande  par  le  dernier  terme  du  multiplicateur. 

59.  Proposons-nous  actuellement  de  diviser  un  polynôme 
par  un  autre  polynôme.  Je  les  ordonne  d'abord  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes,  par  exemple,  d'une  même  lettre,  et 
je  conçois  que  le  quotient  soit  ordonné  de  la  même  manière. 
Cela  fait,  le  dividende  étant  le  produit  du  diviseur  par  le  quo- 
tient, son  premier  terme  sera  sans  réduction  le  produit  du  pre- 
mier terme  du  diviseur  par  le  premier  terme  du  quotient  : 
donc  en  divisant  le  premier  terme  du  dividende  par  le  premier 
terme  du  diviseur,  on  obtiendra  le  premier  terme  du  quotient. 
Mais  le  dividende  étant  la  somme  des  produits  partiels  du  divi- 
seur par  les  différents  termes  du  quotient,  si  on  en  soustrait  le 
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produit  du  diviseur  par  le  premier  terme  du  quotient,  le  reste 
sera  le  produit  du  diviseur  par  le  polynôme  formé  des  2%  3%  4"... 
termes  du  quotient,  et  par  conséquent  son  premier  terme  sera 
sans  réduction  le  produit  du  premier  terme  du  diviseur  par  le 
second  terme  du  quotient  ;  donc  en  divisant  le  premier  terme 
de  ce  premier  reste  par  le  premier  terme  du  diviseur,  on  trou- 
vera le  second  terme  du  quotient.  En  raisonnant  sur  ce  second 
terme  et  sur  le  premier  reste,  comme  on  vient  de  le  faire  sur  le 
premier  terme  du  quotient  et  sur  le  dividende  proposé,  on  ob- 
tiendra le  troisième  terme  du  quotient  et  par  suite  son  4%  son5^.. 
termes.  On  poursuivra  la  même  série  d'opérations  jusqu'à  ce 
que  l'on  soit  parvenu  à  un  reste  nul ,  ou  à  un  reste  tel  que  la 
division  de  son  premier  terme  par  le  premier  terme  du  diviseur 
conduirait  à  écrire  au  quotient  un  terme  dans  lequel  la  lettre 
ordonnatrice  aurait  un  exposant  plus  petit  que  la  différence  de 
ceux  dont  elle  est  affectée  dans  les  derniers  termes  du  divi- 
dende et  du  diviseur*.  Dans  le  premier  cas,  le  polynôme  qu'on 
aura  obtenu  sera  le  quotient  exact,  car  puisqu'on  a  trouvé  zéro, 
en  retranchant  du  dividende  les  produits  partiels  du  diviseur 
par  les  termes  successifs  de  ce  polynôme,  il  s'ensuit  que  le  di- 
vidende est  le  produit  exact  du  diviseur  par  le  polynôme  trouvé, 
lequel  est  par  conséquent  le  quotient  cherché. 

Mais  si  le  reste  dont  il  s'agit  n'est  pas  nul,  le  quotient  ne  peut 
pas  être  un  polynôme  entier,  sans  quoi  son  dernier  terme  devant 
résulter  de  la  division  du  dernier  terme  du  dividende  par  le 
dernier  du  diviseur,  la  lettre  ordonnatrice  y  aurait  pour  expo- 
sant la  différence  de  ceux  dont  elle  est  affectée  dans  ces  deux 
derniers  termes,  et  par  conséquent  le  reste  correspondant  à 
ce  terme  du  polynôme  trouvé  aurait  été  nul,  ce  que  nous  ne 
supposons  pas. 

Pour  obtenir  tous  les  termes  entiers  du  quotient,  on  devra, 
si  l'on  a  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la 


*  Ce  serait  le  contraire  si  l'on  avait  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  d'une  même  lettre. 
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lettre  principale,  arrêter  l'opération  lorsqu'on  sera  par\'enu  à 
un  reste  dans  le  premier  terme  duquel  la  lettre  ordonnatrice 
aura  un  exposant  plus  petit  que  celui  dont  elle  est  affectée  dans 
le  premier  terme  du  diviseur.  On  suppose  d'ailleurs  que  le 
coefficient  du  premier  terme  de  chaque  dividende  partiel  est 
divisible  par  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur. 

Dans  le  cas  où  le  reste  n'est  pas  nul,  on  complète  le  quo- 
tient, en  ajoutant  au  polynôme  qu'on  a  trouvé  une  expression 
qui  indique  la  division  du  dernier  reste  par  le  diviseur. 

Pour  faciliter  la  soustraction  du  produit  du  diviseur  par  un 
terme  du  quotient,  on  change  les  signes  des  termes  de  ce  pro- 
duit à  mesure  qu'on  les  forme,  et  on  les  écrit  successivement 
au-dessous  des  termes  qui  leur  sont  semblables  dans  le  divi- 
dende partiel  correspondant. 

Comme  le  produit  du  premier  terme  du  diviseur  par  un 
terme  du  quotient  est  identiquement  égal  au  premier  terme 
du  dividende  partiel  correspondant,  on  se  dispense  d'écrire 
ce  produit  et  on  barre  le  premier  terme  du  dividende  partiel. 
On  barre  de  même  tous  les  termes,  à  mesure  qu'on  en  fait  la 
réduction. 

60.  Exemple  I.  Diviser 

Mccr^-^  35aV+  6a»  + 1 2aV—  27aV+  aV+  34aV 
par  3a'a^+  4a;* — 2a*  —  baoc^. 

On  ordonnera  ces  deux  polynômes  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  x,  et  on  disposera  les  calculs  comme 
ci-dessous  : 


1"  reste  ~20a^xf^-\-2ba'x^—21a^x^-\-lba^x^ 

+20a^x^—2ba^x^+ 1  ba^x^  — lOa'x- 

2=  reste  -i2a'x'-{-iba'jfi—  dax'' 

+ 1 2a^x«— 1 5a«j3+  9a'x^—6a^ 
3*  reste  q 

Exemple  II .  Dwiser  a>x^ + a^x^ — a V  -\-x^—  ^a^xl* par  x^—a^. 
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On  ordonnera  par  rapport  k  x  et  on  exécutera  ensuite  les 
calculs  qui  suivent  : 

-{-a'x' 


x'* — a^x"'  —  a^x  +  o}- 


—  a'x'' 


—  œx 


8/r» 


—  a^x 
"  -{-a'^x^         — a^x 

, +£1 

— a^x-\-d^ 

La  différence  des  exposants  dont  x  est  affecté  dans  le  dernier 
terme  du  dividende  et  dans  le  dernier  terme  du  diviseur  étant 
2  (ce  dernier  terme  revient  à  —  aV),  on  reconnaît,  à  l'inspec- 
tion du  second  reste,  que  le  quotient  ne  sera  pas  entier;  car, 
en  divisant  son  premier  terme  — aV  par  le  premier  terme  x^ 
du  diviseur,  on  est  conduit  à  écrire  au  quotient  un  terme  dans 
lequel  Texposant  de  a;  est  1,  c'est-à-dire  plus  petit  que  2.  Tou- 
tefois on  a  continué  l'opération,  afin  d'avoir  tous  les  termes 
entiers  que  le  quotient  peut  contenir. 

Ce  quotient  est  a;'*  — aV— a^a?+a*-j r^~3- 

X  "~~  Cl 

Exemple  III.  diviser  \-\-x-\-x--\-x^  par  1 — x.  Le  dividende 
et  le  diviseur  étant  ordonnés  suivant  les  puissances  croissantes 
de  X,  on  s'arrêtera  à  un  reste  dont  le  premier  terme  sera  d'un 
degré  supérieur  à  la  différence  3  —  1  =  2  des  degrés  du  der- 
nier terme  du  dividende  et  du  dernier  terme  du  diviseur, 
car,  en  le  divisant  par  le  premier  terme  du  diviseur,  on  serait 
conduit  à  écrire  au  quotient  un  terme  où  x  aurait  un  expo- 
sant plus  grand  que  cette  différence. 

l+^  +  a;'+a;'      I  \—x 

±E  ll+2a;-f-3a;* 

^x 
4-2a;> 

+  3a;^ 
+  kx^ 

Ainsi  le  quotient  est  l  +  2a;+3a;'»-| — ~ . 
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Cl.  Si  le  dividende  et  le  diviseur,  ou  l'un  d'eux  seulement, 
renferment  plusieurs  termes  où  la  lettre  ordonnatrice  entre  à 
la  même  puissance,  on  mettra  chaque  puissance  de  cette  lettre 
en  facteur  commun  des  quantités  qu'elle  multiplie  (49),  en 
ordonnant  d'ailleurs  ces  quantités  elles-mêmes  par  rapport 
aux  puissances  d'une  des  lettres  qui  s'y  trouvent  ;  puis  on  or- 
donnera les  polynômes  proposés  par  rapport  à  la  lettre  que 
l'on  a  choisie  pour  lettre  ordonnatrice ,  et  on  appUquera  en- 
suite la  règle  du  n°  59;  car  le  lemme  fondamental  (38)  sera 
vrai  encore  dans  le  cas  actuel.  L'opération  ne  présentera  pas 
d'ailleurs  de  difficultés  nouvelles  :  seulement  la  division  du 
premier  terme  du  dividende  ou  d'un  reste  par  le  premier 
terme  du  diviseur  pourra  conduire  à  des  divisions  de  polynô- 
mes, mais  elles  seront  plus  faciles  à  exécuter  que  la  proposée, 
car  les  polynômes  que  Ton  y  considérera  seront  plus  simples. 

02.  Exemple.  Diviser  4bl\^  +  2h'x  — 6h*x*~-  4b«—  8blx' 
+  6a*x*  —  3a^blx  —  ^à'h'x''  +  5al\^  +  a»  —  Sa^blx  —  Ta^b^x^^ 
+  ISab^x  —  20a-b*x'  — 5a-b^x*  4-24  ah'x^—à'h'x- par  a*— 3blx' 
-j-  3ab^x —  2b*  +  2al\^  —  b^x.  Toici  le  tableau  des  calculs  : 

—ba?b^ 
— Ob^ 


x^—  3a'b^ 

—  la'b^ 
+2ka¥ 
+  45' 

—  9a^b- 
+  3a'b^ 

—  Gab' 
+  25' 

—  a^b' 

—  S¥ 
t3—  3a6 

—  2a-b- 
+  6a^b^ 
+  45« 

x'—  3a^5- 
—  3a*63 

+lSa¥ 
-\-2b-- 
x" 

x+  a« 

-45s 

la' 

-352 

x-'+Sab' 

—  53 

x+  a* 
—2b' 

3a^ 

+25^ 

x'—bab' 
-253 

x--f-  a* 
+26^ 

—Ua'b' 
—  4a2/)3 
+18a5' 
+  65^ 

x^4-  2a« 

—  3a<52 

—  14a'5^ 

—  4&e 

x-" 

4-18a%« 
-  26« 

+  la'b' 
—  46' 

X 
X 

+  2a''" 

—  3a'5' 
+  ha?b* 

—  6¥ 

X'-{-  'àa^b- 

—  a^h^ 
+  Ç>a¥ 

-  25' 

-  3a'52 
+    (Vb' 

—  6a56 
+  25' 

X-  a» 
+458 
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l""^  Division  partielle, 

+  kaW 

+  Qb' 

G 
2^  Division  partielle. 
—  Ua^b^—  ka^b^+  \Sab'+6bH      2a*  ~-3b* 

3^  Division  partielle. 
^a^-.M'b^+ka^b'^6bH  2a^—W 
I    a*+26* 

65.  Si  le  dividende  contient  une  lettre  a;  qui  ne  se  trouve  pas 
dans  le  diviseur,  on  pourra  encore  appliquer  la  règle  générale 
à  ce  cas  particulier,  en  ordonnant  les  deux  polynômes  par 
rapport  aux  puissances  d'une  lettre  qui  leur  soit  commune. 
Mais  il  sera  plus  simple  d'ordonner  le  dividende  et  le  diviseur 
par  rapport  à  cette  lettre  x  qui  n'entre  pas  dans  le  diviseur; 
puis  on  divisera  par  le  diviseur  le  coefficient  de  chaque  terme 
du  dividende,  et  on  multipliera  le  résultat  par  la  puissance 
de  X  qui  se  trouve  dans  ce  terme.  Ainsi,  si  le  dividende  est  de 
la  forme 

et  que  le  diviseur  soit  représenté  par  M,  le  quotient  sera 
A  B   3       G  2  ,    D      ,    E 

Il  suit,  en  effet,  de  la  règle  donnée  pour  multiplier  un  po- 
lynôme par  un  monôme,  et  de  ce  principe  connu  que  pour 
multiplier  un  produit  par  une  certaine  quantité,  il  suffit  de 
multiplier  un  de  ses  facteurs  par  cette  quantité  {Arithméti- 
que, 59),  que  si  l'on  multiplie  ce  polynôme  par  M,  on  ob- 
tiendra le  dividende,  et  qu'ainsi  il  est  bien  le  quotient  de- 
mandé. 
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64.  Les  termes  du  quotiei^t  que  nous  venons  de  trouver  ne 
peuvent  se  réduire  les  uns  avec  les  autres,  car  ils  sont  tous  dis- 
semblables; ainsi,  pour  que  ce  quotient  soit  entier  (18),  il  faut 
que  chacun  de  ses  termes  le  soit.  Donc, 

Pour  qu'un  polynôme  entier  soit  divisible  par  un  diviseur  en- 
tier, indépendant  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  il  est  ordonné, 
IL  FAUT  ET  IL  SUFFIT  que  ce  diviseur  divise  chacun  des  coefficients 
de  cette  lettre. 

65.  Si  l'on  observe  que  l'énoncé  du  principe  sur  lequel 
nous  avons  établi  la  théorie  de  la  division  des  polynômes  re- 
vient au  suivant  :  Le  terme  qui,  dans  le  produit  de  deux  polynô- 
mes, renferme  une  certaine  lettre  avec  un  exposant  plus  grand  ou 
plus  petit  que  tous  ceux  qu'elle  a  dans  ses  autres  termes ,  provient 
sans  réduction  de  la  multiplication  des  deux  termes  qui,  dans  ces 
polynômes,  sont  affectés  du  plus  grand  ou  du  plus  petit  exposant 
de  cette  lettre,  on  en  conclura  que  l'on  peut  se  dispenser  d'or- 
donner le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  aux  puissances 
d'une  même  lettre  ;  car,  pourvu  que  l'on  divise  le  terme  du 
dividende  qui  renferme  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  expo- 
sant d'une  lettre  quelconque  par  le  terme  du  diviseur  où  cette 
lettre  a  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  exposant,  on  obtiendra 
un  terme  du  quotient.  Et  si  on  opère  de  la  même  manière  à 
l'égard  du  reste  qu'on  trouvera,  en  retranchant  du  dividende 
le  produit  du  diviseur  par  ce  terme  du  quotient,  on  aura  un 
second  terme  de  ce  quotient,  et  ainsi  de  suite. 

66.  Théorème.  Si  Von  divise  un  polynôme 

k.x'^+kiX-^'+k^'^^+k^pf^^  + . . . + A,„* 
ordonné  suivant  les  puissances  descendantes  de  x  par  le  binôme 


*  Les  symboles  Aq,  Ai,  A2....  représentent  des  quantités  quelconques  et 
s'énoncent  A  indice  zéro,  A  indice  un^  A  indice  deux..-.  Quant  aux  points  que 
nous  avons  placés  entre  K^'^^qX  A»,  ils  remplacent  les  termes  que  l'on  sous- 
entend  et  que  l'on  suppose  soumis  à  la  même  loi  de  notation  que  ceux  qui  les 
précèdent. 
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X  —  a,  le  reste  indépendant  de  x  qm  Von  trouvera  sera  le  résultat 
même  A^a^^+kia^-'+A^a'^'  +  A^a*'-'. .  .+A^ 

de  la  substitution  de  a  àla  place  de  x  dans  ce  polynôme. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  effectué  la  division  du  poly- 
nôme proposé  par  x — a,  et  que  l'on  ait  continué  l'opération 
jusqu'à  un  reste  indépendant  dex,  ce  qui  est  possible,  puisque 
chaque  reste  est  au  moins  d'un  degré  inférieur  d'une  unité  au 
précédent.  En  le  représentant  par  R,  et  en  désignant  par  Q  le 
quotient  auquel  on  sera  parvenu,  on  aura  nécessairement 

k,x^+A,x^-'+A^^-^+^ .  .+km={x-'a)Q+R. 

Cette  égalité  est  vraie,  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  x,  puis- 
que son  premier  membre  n'est  que  le  résultat  des  opérations 
indiquées  dans  le  second  ;  donc,  on  peut  y  remplacer  a;  par  a, 
ce  qui  réduira  le  premier  membre  à 

mais  le  terme  (x — a)Q  s'anéantit,  à  cause  du  facteur  (x — a) 
qui  devient  zéro,  tandis  que  Q  acquiert  alors  une  valeur  finie, 
car  ses  termes  sont  en  nombre  fini,  et  chacun  d'eux,  ne  ren- 
fermant pas  X  en  dénominateur,  prend  une  valeur  finie  pour 
x  =  a'^;  donc  le  second  membre  de  notre  égaUté  se  réduit  à  R, 
et  cela  indépendamment  de  la  substitution  de  a  au  lieu  de  x, 
puisque  ce  reste  R,  ne  contenant  pas  x,  cette  substitufion  ne 
peut  pas  s'y  effectuer,  et  il  conserve  après  la  valeur  qu'il  avait 
auparavant.  Donc, 

R= Aoa"»  +  Aia*"-^  -f  k^a""-^  + . . .  +  A«, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
G7.  Si  l'on  veut  connaître  le  quotient  de  la  division  dupoly-* 


*  On  conçoit  qu'en  donnant  au  diviseur  d'une  division  dont  le  dividende  est 
constant  une  valeur  suffisamment  petite,  on  peut  faire  acquérir  au  quotient 
une  valeur  plus  grande  que  toute  quantité  assignable,  de  sorte  que,  ce  divi- 
seur tendant  vers  zéro ,  le  quotient  tend  vers  l'infini.  Nous  reviendrons  plus 
loin  sur  ces  considérations  (137). 
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nome  proposé  par  {x — a),  on  calculera  les  premiers  termes 
du  quotient  de  cette  division,  et  on  trouvera 


Aoaj-'+A,  b—'+A, 
+Aoai       +A,a 
+A)a'- 


,  -j-Aoa|       +Aia 
+Aoa^ 


En  comparant  entre  eux  et  avec  le  dividende  les  termes 
trouvés  au  quotient,  on  reconnaît  d'abord  que  le  premier  terme 
s  obtient  en  divisant  le  premier  terme  du  dividende  par  x,  et  que 
r exposant  de  cette  lettre  diminue  d'une  unité,  en  allant  d'un 
terme  au  suivant;  en  second  lieu,  que  le  coefficient  d'un  terme 
quelconque  se  forme  en  ajoutant  au  coefficient  du  terme  qui  oc- 
cupe  le  même  rang  dans  le  dividende  le  produit  du  coefficient  du 
terme  précédent  du  quotient  par  a.  Quant  aux  restes,  on  trouve 
chacun  d'eux  en  ajoutant  à  la  somme  des  termes  du  dividende 
sur  lesquels  on  na  point  encore  opéré ,  le  produit  du  dernier 
terme  obtenu  au  quotient  par  a.  On  est  conduit,  par  induction, 
à  regarder  comme  s'étendant  à  tous  les  termes  du  quotient  et  à 
tous  les  restes  cette  loi,  que  nous  a  manifestée  la  considération 
attentive  des  trois  premiers  termes  du  quotient  et  des  restes 
correspondants  *. 


*  Pour  le  démontrer,  supposons  cette  loi  vraie  pour  les  n  premiers  termes 
du  quotient  et  pour  les  restes  correspondants  :  ce  n"*  terme  du  quotient  sera 
donc  (.t„,i+^„_2a4-A„-3a2+...-}-Aoa"-i)j;"-'»,  et  le  n°«  reste  sera  en  conséquence 
(A„+A„-,a-fA„_2a2+...+Aoa")x»-"+A„Ha:— »-'+A„+2a:'»-"-^+ Or,  en  divi- 
sant le  premier  terme  de  ce  reste  par  le  premier  terme  x  du  diviseur,  on 
trouve  que  le  (n  +  l)""'=  terme  du  quotient  est  (A„-|- A„_ia  +  A„-2a- +  ••- 
+Aoa")>r'"-''-',  En  retranchant  du  n"""  reste  le  produit  du  diviseur  [x — a) 
par  ce  terme,  on  obtiendra  le  (n+l)"^  reste,  lequel  sera  (A„+,+A„a-fA„_ia*) 
4-...4-Aoa"+').T'"-"-'+A„+2a;"~"~^+...,  ce  qui  s'accorde  avec  notre  loi.  On  voit 
donc  que  si  elle  est  vraie  pour  les  n  premiers  termes  du  quotient  et  pour  les 
n  premiers  restes,  elle  le  sera  pareillement  pour  le  terme  suivant  du  quotient 
et  pour  le  reste  correspondant.  Mais  elle  a  été  vérifiée  pour  les  trois  premiers 
termes  du  quotient  et  pour  les  trois  premiers  restes;  donc  elle  l'est  aussi  pour 
le  quatrième  terme  du  quotient  et  pour  le  quatrième  reste  :  par  conséquent 
elle  sera  encore  vraie  pour  le  cinquième  terme  du  quotient  et  pour  le  reste 
correspondant,  et  ainsi  de  suite  :  donc  elle  est  générale. 
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68.  Il  est  bon  toutefois  d'observer  qu'elle  suppose  que  le 
dividende  renferme  toutes  les  puissances  de  x  depuis  la  m*^"'^ 
jusqu'à  la  puissance  zéro,  de  sorte  que,  s'il  n'en  était  pas  ainsi, 
il  faudrait  avoir  bien  soin  de  rétablir  ces  puissances  de  x  dans 
ce  dividende,  en  leur  donnant  zéro  pour  coefficient. 

69.  Si  l'on  remarque  qu'en  vertu  de  la  loi  que  nous  venons  de 
trouver,  le  dernier  terme  du  quotient  sera  (An,_i + A^.aa + Am-s^' 
+  -...+Aoa*"-'),  on  conclura  la  règle  pratique  suivante,  qui  est 
très-commode  pour  trouver  le  quotient  et  le  reste  de  la  division 
du  polynôme  AoX'"  +  AiX"'~^  +  AgX™-^  -f- . . . .  +  A.^  par  (x  —  a)  : 
Multipliez  le  coefficient  du  premier  terme  par  a,  et  ajoutez  le 
produit  au  coefficient  du  second  terme;  multipliez  la  somme 
ainsi  obtenue  par  a  et  ajoutez  le  produit  au  coefficient  du  troi- 
sième terme;  multipliez  cette  nouvelle  somme  par  a,  et  ajoutez 
le  produit  au  coefficient  du  quatrième  terme;  et  continuez  ainsi 
jusqu'à  ce  que  vous  ayez  employé  tous  les  termes  du  dividende. 
La  dernière  somme  sera  le  reste  cherché,  et  par  conséquent  la 
valeur  que  prend  le  polynôme  proposé  pourx^=  a  (C6);  et  les 
sommes  précédentes ,  prises  dans  l'ordre  même  où  on  les  a 
trouvées ,  seront  les  coefficients  respectifs  du  deuxième ,  du 
troisième,  du  quatrième.,.,  termes  du  quotient;  ces  sommes  en 
effet  ont  pour  expression 

Ai+Aoa,    Aa+Aïa+Aoa^    Ag+Aaa+Aïa^+Aoa^.... 

Am-i  +  km-^a  +  A^_3a5  -f .  . .  +  Ao^'"*-^ 

et  A^+ A^_ia  +  A„»_2a^ +  ....  + Aoa"». 

n  ne  faut  pas  oublier  de  rétablir,  dans  le  polynôme  proposé, 
les  puissances  de  x  qui  pourraient  ne  pas  s'y  trouver,  en  leur 
donnant  le  coefficient  zéro ,  comme  nous  l'avons  prescrit  au 
n»  68. 

70.  Exemple.  Quels  sont  le  quotient  et  le  reste  de  la  division 
de  2x''— 6x*-|~105x-  +  20  par  x  +  3? 

Je  rétablis  dans  le  dividende  la  troisième  et  la  première 
puissance  de  x  qui  y  mauquent,  et  j'ai  ainsi  pour  dividende 
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2x'  —  6x'  +  0.x'-\-lObo(^  +  0.x  +  20,   et,    pour    diviseur, 
x+  3  =  a;  —  (— 3).  Ainsi  a  vaut  ici  —  3.  On  dira  donc  : 
2  X  —  3—      6  =  —  12; 

—  12X  —  3+      0  =  +  36; 
+  36X  —  3+  105  =  —    3; 

-  3X-  3  -I-      0  =  +    9; 
+    9X  —  3+20=—    7; 

2  a^ 
Comme  d'ailleurs  le  premier  terme  du  quotient —=  2jr*, 

on  voit  que  ce  quotient  a  pour  expression 

2a;*—  l2x^  +  ^Qx^  —  ^x  +  9,  et  que  le  reste  est  — 7. 

71.  On  déduit  du  théorème  démontré  au  rr  66  plusieurs 
conséquences  importantes,  savoir  : 

1°  Si  a  est  une  quantité  dont  la  substitution  à  la  place  de  x 
anéantit  le  polynôme  AoX-  +  AiX"-^  +  A^x— ^  +....  +  A  ™ ,  or- 
donné suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  ce  polynôme  sera 
divisible  par  (x  —  a). 

En  effet,  le  reste  Ka'^+  AaV'  +A2a"-'  +  ....  +  A^  de  cette 
division  est  nul,  par  hypothèse. 

2«  Réciproquement  si  un  pohjnome  AoX*"  +  AiX"*^-^  +  A.x™-' 
_j_  ^.,,  _|_\n,  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x 
est  divisible  par  x  —  a,  la  substitution  de  a  à  la  place  de  x  anéan- 
tira ce  polynôme  ; 

Car  le  reste  Aoa"*  +  Aia"*-'  +  A2a"-'+  ....  +  A^  de  cette  divi- 
sion doit  être  nul,  puisqu'elle  réussit. 

3°  La  différence  des  puissances  semblables  et  positives  de  deux 
quantités  est  divisible  par  la  différence  de  ces  quantités;  c'est- 
à-dire  que,  m  étant  un  nombre  entier  et  positif,  (a;"*  —  a"*)  est 
divisible  par  {x — a). 

En  effet  a;™— a"™  peut  être  regardé  comme  un  polynôme 
ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  a;,  de  sorte 
qu'on  peut  ainsi  lui  apphquer  le  théorème  du  n°  66;  donc  le 
reste  de  la  division  de  x"^  —  a*"  par  x  —  a  est  a"*  —  a"*  =  0  ; 
donc  a;*"—  <z"*  est  donc  divisible  par  x  —  a. 
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72.  Si  l'on  forme  le  quotient  de  la  division  de  x'^  —  a*"  par 
X  —  a,  d'après  la  loi  énoncée  au  n°  67,  on  trouvera  : 

<>»W /-r  »• 

3/    — —  tt 

On  déduit  de  là  que  le  premier  terme  du  quotient  de  la  division 
de  x"^  — a"'  par  x  — a  est  le  premier  terme  du  dividende  dont 
on  a  diminue  l'exposant  d'une  unité;  que  V exposant  de  x  dé- 
croît d'une  unité  d'un  terme  au  suivant,  jusqu'au  dernier,  où  il 
est  zéro,  tandis  que  l'exposant  de  a  augmente  au  contraire 
d'une  unité,  à  partir  du  premier  terme,  où  il  est  zéro  ,  jusqu'au 
dernier,  oîi  il  est  égal  à  celui  de  x  dans  le  premier  terme  du  quo- 
tient.  Tous  les  termes  sont  d'ailleurs  positifs  et  ont  l'unité  pour 
coefficient. 

Il  est  important  de  bien  retenir  cette  loi  dont  les  applications 
sont  très-fréquentes. 

73.  Exemples.  I. 

Z  "!  =x'  +  ax'  +  aV  +  a V -f  a'x^  4-  a'x  +  a\ 
X  —  a 

■j^ia oi2 

IL  Quel  est  le  quotient  de  —^ 3-?  Je  remarque  que  le  divi- 

X  "——  a 

dende  est  la  différence  des  quatrièmes  puissances  de  x^  et  de 
a^  :    donc  la  loi  précédente  s'applique  ici,  et  on  a 

/v-la fA2 

-5-—^  =(x'f  +a\xr+(a'nx')+  {a'f=x'+  a'x'+a'x'+aK 

74.  Si  l'on  veut  vérifier  que  x""-^-^  ax"*~-^-\-a^x"'~^-{- ..,. 
+a'"-^  est  effectivement  le  quotient  de  la  division  de  a;"*—  a"" 
par  a;  — a,  on  le  multipliera  par  x  —  a,  ce  qui  donnera 

x^  _|_  ax"^-*  -\-  a^x""-^  -f +  a'^-^x 

—  ax"^-^ — a^x"^-^— —  a'^-^x  —  a"». 

Comme  les  termes  qui  se  correspondent  s'entre-détruisent,  ce 
produit  se  réduit  au  dividende  x""  —  a"**. 

7o.  x*"  —  a"'  est-il  divisible  par  x  +  a? 

Pour  répondre  à  celte  question,  il  n'y  a  qu'à  chercher  le  reste 
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deladivisiondeo;"*— a"*parrc-|-a.  Or,  comme a;4-«=^ — (— ^)» 
on  voit  (66)  que  ce  reste  est  ( —  a}"*  —  a*".  Si  m  est  un  nombre 
impair,  (—«)"'=—»"*  (58),  et  ainsi  ce  reste  se  réduit  à  —2a'"; 
donc  alors  x"^  —  a"  n*est  pas  divisible  par  x  -[-  a.  Si  m  est  un 
nombre  pair,  (  —  a  )«  =  +  a"»  (58),  et  ainsi  (  —  a)"»  —  a"*  =  0  ; 
donc  la  différence  des  mêmes  puissances  impaires  de  deux  quan- 
tités nest  pas  divisible  par  la  somme  de  ces  quantités,  mais  la 
différence  des  mêmes  puissances  paires  de  deux  quantités  est 
divisible  par  la  somme  de  ces  quantités. 

On  verra  de  la  même  manière  que  la  somme  des  mêmes  puis- 
sances impaires  de  deux  quantités  est  divisible  par  la  somme  de 
ces  quantités,  mais  que  la  somme  des  mêmes  puissances  paires 
de  deux  quantités  nest  pas  divisible  par  la  somme  de  ces  quan- 
tités. 

Dans  les  deux  cas,  les  termes  du  quotient  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs,  et  ont  Vanité  pour  coefficient. 

%  V.  DES  FRACTIONS  ALGÉBRIQUES. 

76.  On  appelle  fraction  algébrique  rindication  d'une  divi- 
sion, soit  qu'on  puisse  ou  quon  ne  puisse  pas  V effectuer.  Ainsi 
la  quantité  complémentaire  que  nous  avons  prescrit  d'ajouter  au 
polynôme  trouvé,  en  divisant  deux  polynômes  Tun  par  l'autre, 
pour  obtenir  le  quotient  de  leur  division,  est  une  fraction  algé- 
brique. Telles  sont  les  quantités'^I-^!!!:^^    ^^    _^  (60). 

X  —  a  1  ~~~  X 

Telle  est  encore  l'expression  r-^-,. 

oc  a 

77.  Les  deux  termes  d'une  fraction  algébrique  portent, 
comme  dans  l'arithmétique,  les  noms  de  numérateur  et  de  dé- 
nominateur, mais  il  faut  bien  se  garder  d'attacher  ici  à  ce  mot 
de  fraction  la  même  signification  qu'en  arithmétique,  c'est-à- 
dire  de  regarder  une  fraction  algébrique  comme  représentant 
une  partie  ou  la  collection  de  plusieurs  parties  égales  de  l'unité, 
attendu  que  les  lettres  qui  entrent  dans  ses  deux  termes  de- 
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vant  recevoir  des  valeurs  quelconques,  son  numérateur  et  son 
dénominateur  peuvent  devenir  des  quantités  fractionnaires  ou 
incommensurables,  positives  ou  négatives. 

78.  Il  suit  de  cette  remarque  que  les  raisonnements  par  les- 
quels on  a  établi,  dans  l'arithmétique,  les  règles  du  calcul  des 
fractions,  étant  fondés  sur  la  définition  qu'on  y  a  donnée  des 
fractions,  laquelle  suppose  que  le  numérateur  et  le  dénomina- 
teur sont  des  nombres  entiers  abstraits-absolus,  ces  raisonne- 
ments, dis-je,  ne  peuvent  pas  s'appliquer  aux  fractions  algé- 
briques ,  et  qu'il  faut  en  conséquence  avoir  recours  à  de 
nouvelles  explications ,  pour  savoir  comment  le  calcul  de  ces 
fractions  devra  s'effectuer. 

Or,  une  fraction  algébrique  exprime  la  division  de  son  numé- 
rateur par  son  dénominateur,  et  comme  en  multipliant  ou  en 
divisant  un  dividende  par  une  certaine  quantité,  on  multiplie  ou 
on  divise  le  quotient  par  cette  quantité,  et  qu'au  contraire  en 
multipliant  ou  en  divisant  un  diviseur  par  une  certaine  quan- 
tité, on  divise  ou  on  multiplie  le  quotient  par  cette  quantité,  on 
l'econnaît  immédiatement  que  les  règles  du  n°  07,  et  par  suite 
celles  des  n°*  09  et  107  de  V Arithmétique,  s'appliquent  aux 
fractions  littérales. 

Ainsi  P  pour  multiplier  ou  diviser  une  fraction  algébrique 
par  une  quantité  entière  ,  opérez  comme  s'il  s'agissait  d'une  frac- 
lion  arithmétique  et  d\m  nombre  entier  ; 

2°  On  ne  change  pas  la  valeur  d'une  fraction  algébrique  en 
multipliant  ou  en  divisant  ses  deux  termes  par  une  même  quan- 
tité ; 

3°  Pour  réduire  plusieurs  fractions  algébriques  au  même  dé- 
nominateur^ multipliez  les  deux  termes  de  chacune  par  le  produit 
des  dénominateurs  de  toutes  les  autres. 

71).  On  dit  qi\  une  fraction  algébrique  est  irréductible  ,  lorsque 
ses  deux  termes  sont  premiers  entre  eux. 

80.  Il  suit  de  là  que  ,  pour  réduire  une  fraction  algébrique  à 
sa  plus  simple  expression,  il  faut  supprimer  tous  les  facteurs 
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communs  à  ses  deux  termes  ;  car  son  numérateur  et  son  déno- 
minateur seront  alors  les  plus  simples*  possibles. 

Cette  règle,  qui  peut  entraîner  dans  des  calculs  très  -  com- 
pliqués, comme  on  le  verra  plus  lard,  quand  le  numérateur 
et  le  dénominateur  sont  des  polynômes,  est  d'une  application 
très-facile,  lorsque  les  deux  termes  sont  des  monômes.  //  suffit  y 
en  effet,  de  diviser  les  coefficients  du  numérateur  et  du  dénomi- 
nateur par  leur  plus  grand  commun  diviseur^  de  supprimer  les 
lettres  qui  ont  le  même  exposant  dans  le  numérateur  et  dans  le 
dénominateur,  et  d'écrire  chacune  des  autres  lettres  dans  celui 
des  deux  termes  où  elle  a  le  plus  grand  exposant ,  en  lui  donnant 
pour  exposant  la  différence  de  ceux  quelle  a  dans  le  numérateur 
et  daris  le  dénominateur.  On  verra  ainsi  que 

ISa'bY'f  _  3b- f, 
30a^bc'dr-'~bad^^ 

car  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  est  6,  et 

fl*,  by  c^  sont  les  facteurs  littéraux  communs  aux  deux  termes. 

81.  Veut-on  maintenant  trouver  une  fraction  équivalente  à 

--\ ?  on  observera  que  si  l'on  multiplie  ce  polynôme 

m  *    m      m,  ^  i  i     ^ 

par  m,  on  aura  pour  résultat  a  -\-  b  —  c  (41)  ;  donc  en  divi- 
sant ce  produit  par  le  facteur  m ,  on  retrouvera  l'autre  facteur 

a    ,    b       c      , 

— ;  donc 

m  '    m      m 

<i  _,    b        c a-\-b  —  c 

mm      m  m 


*  On  ne  peut  pa?  dire  qu'une  quantité  algébrique  est  plus  petite  qu'une 
autre ,  parce  que,  si  pour  un  certain  système  de  valeurs  données  aux  lettres 
qu'elles  renferment,  la  première  prend  une  valeur  moindre  que  la  seconde,  le 
contraire  pourra  arriver,  quand  on  assignera  à  ces  lettres  un  autre  système 
de  valeurs.  Ainsi  5a  +  &<a-— 5  si  l'on  suppose  a=:6et  b=:2,  mais 
5a.  +  b>a2  — b  pQ^^  ^__3  et  b=:l. 

Quand  nous  dirons  qu'une  quantité  algébrique  est  plus  simple  qu'une  au- 
tre, nous  entendrons  qu'elle  renferme  moins  de  facteurs  que  cette  autre. 
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Ainsi  l'addition  et  la  soustraction  des  fractions  algébriques ,  qui 
ont  le  même  dénominateur,  s'effectuent  d'après  les  règles  données 
pour  les  fractions  arithmétiques. 

Si  les  fractions  à  additionner  ou  à  soustraire  n'ont  pas  le 
même  dénominateur,  on  commencera  par  les  y  réduire  (78,  3°). 

82.  Observons  toutefois  que  quand  les  dénominateurs  des 
fractions  que  l'on  veut  réduire  au  même  dénominateur  ne  sont 
pas  tous  premiers  entre  eux,  on  doit,  comme  dans  l'arillimé- 
lique,  chercher  Xo^nv  plus  simple  multiple. 

Si  ces  dénominateurs  sont  des  monômes ,  il  suffira  pour  for- 
mer leur  plus  simple  multiple,  d'écrire  à  la  droite  du  plus  petit 
multiple  de  leurs  coefficients  numériques  les  lettres  différentes 
qui  entrent  dans  ces  donominateurs ,  en  donnant  à  chacune  le 
plus  grand  exposant  dont  elle  est  affectée  (o7).  On  midtiplie 
ensuite  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  le  quotient 
trouvé,  en  divisant  ce  plus  simple  multiple  par  le  dénominateur 
de  cette  fraction. 

Exemple.  Soient  les  trois  fractions 

la  bb  lie 

406V'      SQchr      kbb'd'' 

Le  plus  simple  multiple  des  trois  dénominateurs  est  2'.  3^  bb^c^d^  : 
en  le  divisant  successivement  par  chacun  d'eux,  on  trouvera 

Wd\  lOb'^cd,  8c^ 

de  sorte  que  nos  fractions  reviennent  aux  suivantes  : 

Qd^ab^d"         bOb^cd  88c*  < 

3606V<i2'     ^dOb'cH''     3606^6?* 

83.  Si  les  dénominateurs  des  fractions  proposées  sont  des 
polynômes,  il  faudra,  pour  obtenir  leur  plus  simple  multiple, 
avoir  recours  au  plus  grand  commun  diviseur  algébrique , 
comme  on  le  verra  plus  loin. 

84.  Soit  maintenant  proposé  de  multiplier  entre  elles  deux 

n  c 

fractions  algébriques,  par  exemple  —  par  -r.  On  observera  que 

0         a 
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si  l'on  avait  à  multiplier  t  parc,  le  produit  serait  y  (78,  1°); 
mais  en  supprimant  le  dénominateur  d,  on  a  multiplié  le  mul- 
tiplicateur ^  par  rf;  donc  le  produit  que  l'on  a  trouvé  est  égal 

à  celui  qu'on  cherche,  multiplié  par  d;  donc  on  obtiendra 

ac 
M' 


celui-ci,  en  divisant  -r  par  d,  ce  qui  donnera  j-j;  donc 


a      c ac 

b'^d~M' 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que 


Bouc  pour  multiplier  une  fraction  algébrique  ou  une  quantité 
entière  par  une  fraction  algébrique,  il  faut  opérer  comme  si  les 
facteurs  étaient  numériques. 

8o.  Soit  enfin  proposé  de  diviser  t  par  -^.  Nous  dirons  :  si 
on  divise  ^  par  c,  on  trouvera  7-  ;  mais  en  supprimant  le  dé- 
nominateur c^,  on  a  multiplié  le  diviseur  par  d\  donc  le  quo- 
tient  de  la  division  de  r  par  -^  a  été  ainsi  divisé  par  d  ;  donc  on 
I  obtiendra  ce  quotient  en  multipliant  r-  par  d,  ce  qui  donnera 


ad     , 
7-;  donc 
oc 


bc 


a.c_ad_a      d 
b'd-^bc-b^c^'^^^' 


On  verrait  de  même  que 

et  qu'en  conséquence  pour  diviser  par  une  fraction  algébrique , 
il  faut  multiplier  le  dividende  par  la  fraction  diviseur  ren- 
versée. 
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86.  Pour  réduire  un  entier  et  une  fraction  en  une  seule 
fraction ,  on  ajoute  au  numérateur  le  -produit  de  V entier  par  le 
dénominateur,  et  on  conserve  le  dénominateur.  Il  est  évident 
en  effet  que 

'     C  C      '    C  C         ^        ' 


Exemple.  Effectuer  le  calcul  suivant  : 

fa b\/a~\-b  .a  —  b\ 

\b      â)\    2a      '      2b    ) 

\b^      ay\a^bj 
ab(a^+b^) 


On  trouvera 


2{a^+ab  +  b^f 

g  VL  DES  EXPOSANTS  NÉGATIFS. 

87.  L'addition  et  la  soustraction  des  quantités  affectées  d'ex- 
posants négatifs  s'effectueront  d'après  les  règles  données  au 
n°  81. 

88.  Quant  à  leur  multiplication,  supposons  que  l'on  veuille 

multiplier  a'^  par  a-«.  Cette  opération  revient  à  multiplier  — 
par  —  (31,  â*»),  ce  qui  donne  pour  produit  ^^ ,  ou,  en  re- 
venant à  la  notation  des  exposants  négatifs,  a-^-^;  donc 

a-p  X  a-^  =  a-P-«. 

On  verra  de  même  que  a-^  'Xa'^  =z  a-^+«  ; 

a-p  :  a«   =a-^-^; 

aP  :  a-«  =  aP+«; 
a~p  :  a-«  =  a-^p-HT. 
Il  suit  de  ces  résultats  que  la  multiplication  et  la  division  des 
quantités  affectées  d'exposants  négatifs  s'effectueront  d'après  les 
règles  données  pour  faire  les  mêmes  opérations  sur  des  quantités 
dont  les  exposants  sont  positifs. 

89.  La  notation  des  exposants  négatifs  permet  de  donner  la 
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forme  entière  à  une  expression  fractionnaire;  car  si  Ton  a,  par 

36*/* 
exemple,  la  fraction  irréductible  ^^  (80),   elle  revient  à 

90.  Cette  notation  fournit  ainsi  le  moyen  d'ordonner  un  poly- 
nôme qui  renferme  des  termes  où  la  lettre,  qu'on  veut  prendre 
pour  lettre  principale ,  entre  en  dénominateur .  Soit,  par  exemple , 

3/16              4^7 
le  polynôme ba^ r+2a*a;  :  on  observera  d'abord  que 

—  =  M^jr^  et  que  —f=  ka"x-^;  puis,  en  se  rappelant  que  de 

X  X 

deux  quantités  négatives  la  plus  grande  est  celle  qui  a  la  plus 
petite  valeur  absolue  (26),  on  décrira  ce  polynôme  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Si  donc  on  veut  multiplier  ce  polynôme  par  6aV 9a*, 

on  ordonnera  pareillement  ce  polynôme  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  x,  et,  en  appliquant  la  règle  du  n*^  4o,  on 
exécutera  le  calcul  qui  suit  : 

2a*^  —  ba^  +  3a^x-^  —  kd^x-^ 
6aV— 9a*  — 2a=a;-* 


1 2a^a^—  30a' x"  + 1  Sax — 2ka^ 

—  1 8a«a;+45a»— 27a^^ar-^+36a"a;-^ 

—  4a^+  \Oa^^x-^—Qa^'x-^+Sa^*xr^ 

Ua^a^SOa^x*  + 1 1  a^—ll  a^'x-^+  30a''x-^+8a'^x-^, 

01.  Il  résulte  de  la  règle  du  n°  86  que  la  démonstration  du 
principe  établi  au  n»  «^8  convient  à  deux  polynômes  qui  ren- 
fermeraient des  lettres  affectées  d'exposants  négatifs,  et  que, 
par  conséquent ,  la  règle  que  nous  avons  donnée  pour  la  divi- 
sion de  deux  polynômes  entiers  s'applique  aussi  au  cas  où  ils 
contiendraient  des  lettres  dont  les  exposants  seraient  négatifs. 
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Pour  en  donner  un  exemple,  effectuons  la  division  de  x^ — a* 
par  rc^-j- «a?.  On  trouvera 

x^  — o>x^-{-ax^ 


X  —  a + c?x~^ — éx-°^ 
+  aV 

— a^x 

0* 

Ainsi  on  voit  que  si  Ton  s'était  arrêté  à  un  reste  dans  le  pre- 
mier terme  duquel  la  lettre  ordonnatrice  aurait  un  exposant 
plus  petit  que  celui  qu'elle  a  dans  le  premier  terme  du  diviseur, 
on  ne  se  serait  pas  aperçu  que  la  division  précédente  pouvait  se 
terminer.  Il  ne  faut  s'arrêter  à  un  pareil  reste  que  si  on  veut  se 
borner  à  calculer  la  partie  entière  du  quotient.  Mais  si  Von  dé- 
sire savoir  si  la  division  se  terminera ,  il  faut  continuer  le  calcul 
jusqu'à  un  reste  tel  y  quen  divisant  son  premier  terme  par  le 
premier  terme  du  diviseur,  on  serait  conduit  à  écrire  au  quotient 
un  terme  dans  lequel  la  lettre  principale  aurait  un  exposant 
plus  petit  ou  plus  grand  algébriquement  (26)  que  la  différence 
de  ceux  dont  elle  est  affectée  dans  le  dernier  terme  du  dividende 
et  clans  le  dernier  terme  du  diviseur,  selon  qu'on  aura  ordonné 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  ou  aux  puissances 
croissantes  de  cette  lettre.  Si  ce  reste  est  nul,  l'opération  est 
terminée ,  sinon  elle  n'aura  point  de  fm. 

L'exemple  précédent  répond  au  cas  d'une  division  numé- 
rique, dans  laquelle  le  dividende  renferme  tous  les  facteurs  pre- 
miers du  diviseur  autres  que  2  et  5  ;  car  un  nombre  décimal 
peut  être  regardé  comme  un  polynôme  ordonné  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  10.  Ainsi 

234,57  =  2.102+3.10+4+5.10-^+7.10-*. 


CHAPITRE  III. 

DU  PLUS  GRAND  C03I3IUIV  DIVISEUR  ALGÉBRIQUE. 


§  I.  DES  QUANTITÉS  PREMIÈRES. 

92.  Théorème  I.  Toute  quantité  première  1?  qui  divise  le  pro- 
duit AB  de  deux  facteurs  entiers  A  et  B,  divise  Vun  d'eux  *. 

Celte  proposition  ayant  été  démontrée,  dans  le  cas  où  les 
trois  quantités  P,  A  et  B  ne  contiennent  aucune  lettre,  c'est-à- 
dire  dans  le  cas  où  elles  sont  numériques  (in7/i. ,  81),  nous 
allons  prouver  que  si  notre  théorème  est  vrai  lorsque  les  quanti- 
tés P,  A  e^  B  ne  renferment  que  n  lettres  au  plus,  il  le  sera  encore 
quand  elles  en  contiendront  (n+l),  et  on  devra  par  conséquent 
en  conclure  que  puisqu'il  est  vrai,  lorsque  ces  quantités  ren- 
ferment zéro  lettres,  il  le  sera  encore  dans  le  cas  où  elles  en 
contiendront  0+1,  c'est-à-dire  une;  partant  qu'il  le  sera  en- 
core si  P,  A  et  B  se  composent  de  1  +  1  =  2  lettres  au  plus,  et 
ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que  sa  généralité  sera  prouvée. 

Nous  distinguerons  quatre  cas,  savoir  : 
P  contient    n    lettres,  B  en  renferme    n    et  A  en  a     n+l, 
P  n  B  n+1  et  A  n+1, 

P  n+1  B  n    etA  n+1. 

P  n+1  B  n+1  et  A  n+1. 

1^'  Cas.  V  et  b  contiennent  n  lettres  et  A  en  renferme  n+1. 
Soit  X  une  lettre  de  A  qui  ne  se  trouve  ni  dans  P  ni  dans  B;  ce 
polynôme  sera  de  la  forme 

k=:ax''.-\-bx^-{-cx'^ -{-.,.  y 
a.byC...  étant  des  quantités  entières  composées  des  mêmes  n 
lettres  qui  entrent  dans  P  et  dans  B.  En  multipliant  A  par  B,  on 
trouvera 

AB=Bax^  +Bbx^+  Bco?'  + . . . 

*  La  démonstration  de  ce  théorème  e:t  due  à  M.  Lefehure  de  Foui'cy. 
C.  4 
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Puisque  P  divise  AB  et  qu'il  est  indépendant  de  x,  il  devra  di- 
viser tous  les  coefficients  de  cette  lettre  dans  ce  produit,  c'est- 
à-dire  Ba,  Bô,  Bc,...  (64).  Or,  P  et  chacun  des  facteurs  du 
produit  Ba  ne  sont  composés  que  de  n  lettres  :  donc,  d'après 
notre  hypothèse,  P  doit  diviser  l'un  de  ces  facteurs;  s'il  diviseB, 
le  théorème  est  démontré;  s'il  ne  le  divise  pas,  il  divisera  a. 
Par  la  même  raison,  il  divisera  6,  c,...;  donc  il  divisera  A. 

2''Gas.  Aeî  B  renferment  (n  +  1)  lettres  et  P  n'en  contient 
que  n. 

J'ordonne  A  et  B  par  rapport  aux  puissances  de  la  lettre  x 
qui  n'entre  pas  dans  P,  et  je  désigne  par  A'  la  somme  des  ter- 
mes de  A  qui  sont  divisibles  par  P,  et  par  A"  la  somme  de  tous 
les  autres  :  on  aura 

A=A'  +  A''. 

Je  décompose  B  de  la  même  manière,  ce  qui  donnera 

B=B'+B"; 
et  par  suite 

AB  =  A'B'  +  A"B'+ A'B''+  A"B''. 

Les  trois  premières  parties  de  ce  produit  sont  divisibles  par  P  ; 
donc  la  quatrième  A'^B"  l'est  aussi,  puisque,  par  hypothèse, 
P  divise  AB.  Or,  soient  ax"  et  bx^  les  termes  de  A"  et  de  B"  où  x 
a  le  plus  fort  exposant  :  le  terme  abx'^'^^  fera  partie  du  produit 
A'^B",  et  ne  pourra  se  réduire  avec  aucun  autre  terme  de  ce 
produit;  donc  P  divisera  le  coefficient  ab  de  ce  terme  (64),  et 
par  conséquent  il  devra  diviser  ou  a  ou  6,  puisque  a,  b,  P  ne 
sont  composés  que  de  n  lettres  au  plus;  maisP  ne  peut  diviser 
a,  car  alors  il  diviserait  un  des  termes  ax'^  de  A",  ce  qui  est 
contraire  à  ce  que  nous  avons  supposé  ;  par  une  raison  sem- 
blable, il  ne  saurait  diviser  b;  donc  il  ne  peut  diviser  A''B''. 
Donc  il  est  impossible  qu'il  y  ait  à  la  fois  dans  A  et  dans  B  des 
termes  qui  ne  soient  pas  divisibles  par  P;  donc  ce  polynôme 
divise  tous  les  termes  de  A,  et  tous  les  termes  deB. 

3*  Cas.  V  et  K  contiennent  (n-f-1)  lettres ,  mais  il  n'y  en  a  que  n 
dans  B. 
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Représentons  par  Q  le  quotient  entier  que  donne  la  division 
de  AB  par  P,  de  sorte  que 

AB  =  PQ. 

Soient  F,  F',  F",...  les  facteurs  premiers  de  B;  l'égalité  précé- 
dente deviendra 

AFFT'...=PQ. 

Le  premier  membre  étant  divisible  par  F,  le  second  doit  l'être 
aussi;  mais  le  facteur  P  contient  (n+l)  lettres,  l'autre  facteur  Q 
en  renferme  n  ou  (n+1),  et  il  y  en  a  n  dans  le  diviseur  pre- 
mier F  :  nous  sommes  donc  dans  le  premier  ou  dans  le 
deuxième  cas;  donc  P  ou  Q  sera  divisible  par  F;  mais  P  est  une 
quantité  première,  donc  Q  est  divisible  par  F;  donc  en  repré- 
sentant par  Q'  le  quotient  delà  division  de  Q  par  F,  et  en  divi- 
sant les  deux  membres  de  l'égalité  précédente  par  F,  on  aura 

AF'F^..=PQ'. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  F'  doit  diviser  Q',  et 
en  nommant  Q"  le  quotient,  et  divisant  les  deux  membres  de 
la  dernière  égalité  par  F',  il  viendra 

AF"...=PQ^ 

En  continuant  ainsi  jusqu'à  ce  que  le  premier  membre  ne 
renferme  plus  que  A,  on  arrivera  à  une  égalité  telle  que 

A=PQi, 

et  comme  Qi  sera  encore  une  quantité  entière,  il  en  résulte 
que  A  est  divisible  par  P. 

4*  Cas.  p,  a  e?  B  renferment  (n+1)  lettres. 

Supposons  que  P  ne  divise  pas  A,  et  ne  soit  pas  d'un  degré 
plus  élevé  que  A,  par  rapport  à  une  certaine  lettre  x  :  ordon- 
nons-les suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  divisons  A 
par  P*  et  poussons  la  division  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  reste 


*  Si  p  était  d'un  degré  supérieur  à  A,  on  le  diviserait  par  A ,  et  à  cela  près, 
il  n'y  aurait  rien  de  changé  à  la  démonstration. 
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de  degré  moindre  que  P.  Le  quotient  pourra  contenir  des  coef- 
ficients fractionnaires,  mais  il  sera  entier  par  rapport  à  x.  Soit 
M  le  plus  simple  multiple  des  dénominateurs  de  ces  coeffi- 
cients, multiplions  A  par  M  et  divisons  le  produit  par  P  :  tous 
les  termes  du  nouveau  quotient  seront  entiers,  et  en  l'appe- 
lant Q  et  désignant  par  Ri  le  reste  correspondant,  on  aura 

MA=PQ+Ri. 

Ri  ne  peut  pas  être  nul,  sans  quoi  le  produit  MA  serait  divi- 
sible par  la  quantité  première  P,  et  comme  M  est  indépendant 
de  X  et  ne  renferme  ainsi  que  n  lettres  au  plus,  on  serait  dans 
le  troisième  cas  de  notre  démonstration,  et  on  conclurait  par 
conséquent  que  P  divise  A  ou  M,  ce  qui  n'est  pas.  Ri,  d'ailleurs, 
est  entier,  puisqu'il  est  la  différence  des  deux  quantités  entiè- 
res MA  et  PQ. 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  l'égalité  ci-des- 

R 
sus  par  le  rapport  p- ,  il  viendra 

M-p-  =  BQ+-p-- 

Donc,  puisque  P  divise  AB,  il  divise  aussi  BRi;  de  sorte  que 
si  Ri  est  indépendant  de  x,  P  doit  diviser  B,  car  nous  sommes 
alors  dans  le  troisième  cas,  et  Ri  qui  est  indépendant  de  a?  n'est 
pas  divisible  par  P. 

Si  Ri  est  une  fonction  de  x,  nous  diviserons  P  par  Ri.  Soit  Mt 
le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  P  pour  arriver  à  un 
quotient  dont  tous  les  termes  soient  entiers  et  à  un  reste  de 
degré  moindre  que  Ri;  en  nommant  Qi  et  R2  ce  quotient  et  ce 
reste,  nous  aurons 

MiP=RiQi+R,. 

R2  n'est  pas  nul,  car  si  cela  était,  tout  facteur  premier  de  Ri 
qui  serait  dépendant  de  x  devrait  diviser  MiP,  puisqu'il  divise- 
rait RiQi,  et  par  conséquent  diviserait  Mi  ou  P  (3"  Cas),  ce  qui 
est  impossible. 
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Je  multiplie  les  deux  membi'es  de  la  dernière  égalité  par  le 
rapport  p  î  ce  qui  donnera 

MiB  =  -p-Ui+-p-, 

ce  qui  montre  que  Pdoit  diviser  BR2,  puisque  nous  avons  re- 
connu plus  haut  qu'il  divise  BRi.  Si  donc  R,  est  indépendant 
de  X,  P  divisera  B  (3"  Cas)  et  le  théorème  sera  démontré. 

Si  Ra  est  encore  une  fonction  de  x,  on  divisera  P  par  Rs,  et 
en  appelant  Ma  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  P,  pour 
obtenir  un  quotient  entier  Q,  et  un  reste  R3  de  degré  moindre 
que  Rj,  on  aura 

M,P=R,Q3+R3;    d'où    M,B=Çq,  +  Çi 

Cette  dernière  égalité  montre  que  P  divise  BR3  et  par  consé- 
quent divise  B,  si  R3  est  indépendant  de  x. 

En  continuant  ainsi,  on  parviendra  à  un  reste  R„  indépen- 
dant de  X,  puisqu'à  un  diviseur  qui  est  une  fonction  de  x  ne 
peut  correspondre  un  reste  nul,  ainsi  que  nous  l'avons  prouvé, 
et  que  chaque  reste  est  nécessairement  d'un  degré  moindre 
que  le  précédent.  P  devra  diviser  le  produit  de  ce  reste  par  B, 
et  par  conséquent  divisera  B  (3*^  Cas). 

Notre  théorème  se  trouve  ainsi  démontré. 

95.  Théorème  II.  Toute  quantité  première  P  qui  divise  le 
produit  de  plusieurs  facteurs  entiers  A,  B,  C,  D,  dimse  Vun 
d'eux. 

On  peut  regarder  le  produit  ABCD  comme  résultant  de  la 
multiplication  du  produit  effectué  ABC  par  D  ;  de  sorte  que  P 
qui  divise  ce  produit  doit  diviser  ABC  ou  D.  S'il  divise  D,  le 
théorème  est  démontré,  s'il  ne  le  divise  pas,  il  divisera  ABC. 
Mais  ABC  est  le  produit  des  deux  facteurs  AB  et  C,  donc  P  qui 
le  divise  doit  diviser  l'un  d'eux.  S'il  divise  C,  le  théorème  est 
démontré  ;  s'il  ne  le  divise  pas,  il  faudra  qu'il  divise  AB,  et  par 
conséquent  qu'il  divise  ou  A  ou  B.  Donc  P  divise  nécessaire- 
ment l'un  des  facteurs  du  produit  ABCD. 
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94.  Corollaire  I.  Lorsqu'une  quantité  première  P  divise  ime 
puissance  d'une  quantité  entière  A ,  elle  divise  cette  quantité 
(Arith.,  82). 

93.  Corollaire  IL  Lorsque  deux  quantités  entières  sont  pre- 
mières entre  elles,  leurs  puissances  sont  aussi  premières  entre  elles 
(Arith.,  85). 

96.  Théorème  III.  Une  quantité  entière  ne  peut  être  décomposée 
qu'en  un  seul  système  de  facteurs  premiers  {Arith. ,  83). 

97.  Théorème  IV.  Toute  quantité  entière  P  qui  divise  le  pro- 
duit AB  de  deux  quantités  entières  A  et  B*et  qui  est  première  avec 
l'une  d'elles  A  divise  Vautre  B. 

Soient  F,  F',  F''..,  les  facteurs  premiers  de  A,  et  Q  le  quotient 
de  la  division  de  AB  par  P,  lequel  est  entier,  par  hypothèse  ; 
on  aura 

BFF'F^..  =  PQ. 

Le  premier  membre  étant  divisible  par  F,  le  deuxième  doit 
l'être  aussi,  et  par  conséquent  ce  facteur  qui  ne  peut  diviser  P, 
puisque  P  est  supposé  premier  avec  A,  devra  diviser  Q  (92); 
donc  en  représentant  par  Q'  le  quotient  de  la  division  de  Q 
par  F,  et  en  divisant  par  F  les  deux  membres  de  l'égalité  pré- 
cédente, on  aura 

BFT'...  =  PQ'. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  F'  doit  diviser  Q',  et  en 
nommant  Q"  le  quotient,  et  divisant  les  deux  membres  de  la 
dernière  égalité  par  F',  il  viendra 

BF"...r=PQ". 

En  continuant  ainsi  jusqu'à  ce  que  le  premier  membre  ne 
renferme  plus  que  B,  on  arrivera  à  une  égaUté  telle  que 

B  =  PQi, 

et  comme  Qi  sera  une  quantité  entière,  il  en  résulte  que  B  est 
divisible  par  P. 

98.  Théorème  V.  Lorsqu'une  quantité  entière  N  est  divisible 
par  plusieurs  quantités  entières  A,  B,  C,  D,  qui  sont  premières 
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entre  elles  deux  à  deux  y    elle    est  divisible  par    leur  produit 
(Arith.,  84). 

§  II.  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR. 

99.  On  appelle  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs 
quantités  algébriques  le  produit  de  tous  leurs  facteurs  premiers 
communs,  affectés  chacun  du  plus  petit  ^posant  quil  a  dam  ces 
quantités. 

100.  Nous  distinguerons  deux  cas,  dans  la  théorie  du  plus 
grand  commun  diviseur  algébrique,  selon  que  les  quantités  entre 
lesquelles  on  le  cherchera  seront  monômes  ou  polynômes. 

Si  les  quantités  proposées  sont  monômes,  on  cherchera  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  leurs  coefficients,  et  on  le  fera  suivre 
de  toutes  les  lettres  communes  à  ces  monômes,  en  donnant  à 
chacune  dUelles  le  plus  petit  exposant  dont  elle  s  y  trouve 
affectée.  Ce  produit  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de- 
mandé (99). 

101.  Examinons  actuellement  le  cas  où  les  quantités  propo- 
sées sont  polynômes,  et  d'abord  nous  observerons  qu'il  suit 
immédiatement  de  la  définition  (99)  que  la  recherche  du  plus 
grand  commun  diviseur  de  plusieurs  polynômes  ne  dépend  que 
de  la  détermination  de  celui  de  deux  polynômes. 

Soient  en  effet  les  quatre  polynômes  A.  B,  C,  D.  Opérons 
comme  il  est  prescrit  au  n°  79  de  nos  Leçons  d'Arithmétique, 
et  désignons  en  conséquence  par  E  le  plus  grand  commun  di- 
viseur entre  A  et  B,  par  F  celui  de  E  et  de  G,  et  enfin  par  G 
celui  de  F  et  de  D;  G  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
quatre  polynômes  A,  B,  G,  D,  car  il  est  évidemment  le  pro- 
duit de  tous  leurs  facteurs  premiers  communs,  tant  égaux 
qu'inégaux. 

102.  ScoLiE.  Dans  la  pratique,  on  devra,  après  avoir  or- 
donné les  polynômes  proposés  par  rapport  aux  puissances  d'une 
même  lettre,  chercher  d'abord  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  les  deux  polynômes  du  plus  faible  degré;  puis  celui  de 
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ce  plus  grand  commun  diviseur  et  du  plus  simple  des  poly- 
nômes restants,  et  ainsi  de  suite. 

105.  Lemme.  On  ri  altère  pas  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  quantités  A.  et  B  en  multipliant  ou  en  divisant  Vune 
d'elles  par  un  facteur  premier  avec  Vautre. 

En  effet,  si  M  est  une  quantité  première  avec  B,  le  produit  MA 
n'ayant  pas  d'autres  facteurs  premiers  que  ceux  de  M  et  de  A 
(96),  les  facteurs  premiers  qui  sont  communs  à  MA  et  à  B  sont 
ceux  même  qui  l'étaient  à  A  et  à  B;  donc  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  MA  et  de  B  est  le  même  que  celui  de  A  et 
de  B  (99). 

On  verrait  de  même  qu'en  supposant  A  divisible  par  M,  le 

plus  grand  commun  diviseur  de  rv  et  de  B  est  identique  avec 

celui  de  A  et  de  B. 

104.  Ce  lemme  étant  ainsi  établi,  occupons-nous  de  la  re- 
cherche du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes, 
et,  pour  considérer  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  supposons  que 
les  deux  polynômes  ne  renferment  qu'une  seule  lettre,  et  que  de 
plus  tous  les  termes  de  chacun  soient  premiers  entre  eux. 

Désignons-les  par  A  et  par  B,  et  admettons  que  B  soit  au  plus 
du  môme  degré  que  A.  D'après  la  définition,  le  plus  grand 
commun  diviseur  demandé  est  le  produit  de  tous  les  facteurs 
premiers  communs  à  A  et  à  B  ;  donc  si  B  divise  exactement  A, 
ce  polynôme  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B, 
puisqu'un  polynôme  ne  peut  être  décomposé  qu'en  un  seul 
svstème  de  facteurs  premiers.  Effectuons  donc  la  division  de  A 
par  B,  et  continuons-la  jusqu'à  un  reste  de  degré  inférieur  à  B  ; 
soient  Q  le  quotient  et  Ri  le  reste  ;  nous  aurons 

A=BQ+Ri  : 

or  je  dis  que,  si  le  quotient  Q  ne  renferme  que  des  termes 
entiers,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B  est  le 
même  que  celui  de  B  et  de  Ri.  En  effet,  tout  facteur  commun 
à  A  et  à  B  divise  A  et  BQ,  et  par  conséquent  leur  différence  Ri; 
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de  même  tout  facteur  commun  à  B  et  à  Ri  divise  A  ;  donc  les 
facteurs  premiers  communs  à  A  et  à  B  sont  les  mêmes  que 
ceux  qui  sont  communs  à  B  et  à  Ri,  et  par  conséquent  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  B  et  de  Ri  est  le  môme  que  celui 
de  A  et  de  B. 
Donc  lorsque  la  division  de  deux  polynômes  s'effectue  sans 

ADMETTRE  DE  TERMES  FRACTIONNAIRES  AU  QUOTIENT,  lepluS  grand 

commun  diviseur  de  ces  deux  polynômes  est  le  même  que  celui 
qui  existe  entre  le  reste  de  leur  division  et  le  polynôme  qui  a  servi 
de  diviseur, 

La  question  est  ainsi  ramenée  à  chercher  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  les  polynômes  B  et  Ri.  On  divisera  donc  B 
par  Ri  ;  si  la  division  réussit,  Ri  sera  le  plus  grand  commun 
diviseur  demandé  ;  sinon,  ce  plus  grand  commun  diviseur  sera 
le  même  que  celui  de  Ri  et  du  reste  Rade  cette  deuxième  divi- 
sion (on  suppose  toujours  que  l'on  n'ait  écrit  que  des  termes 
entiers  au  quotient).  On  divisera  donc  Ri  par  R2,  puis  le  reste  Rg 
par  celui  R3  de  la  troisième  division,  puis  R3  par  le  reste  R4  de 
la  quatrième,  et  on  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  soit 
arrivé  à  un  reste  indépendant  de  la  lettre  ordonnatrice.  Si  ce 
reste  est  nul,  le  dernier  diviseur  est  le  plus  grand  commun  di- 
viseur demandé  ;  sinon,  les  polynômes  proposés  sont  premiers 
entre  eux,  sans  quoi  le  plus  grand  commun  diviseur  qui,  s'il 
existe,  est  dépendant  de  cette  lettre  (64),  puisque  tous  les 
termes  de  chacun  sont  premiers  entre  eux,  par  hypothèse,  de- 
vrait diviser  ce  dernier  reste,  qui  est  indépendant  de  cette 
même  lettre. 

IOd.  La  démonstration  du  principe  sur  lequel  est  fondée  la 
méthode  que  nous  venons  de  développer,  suppose  essentielle- 
ment que  les  quotients  successifs  aient  tous  leurs  termes  entiers; 
car,  si  le  quotient  Q  de  la  division  de  A  par  B  était  fraction- 
naire, on  n'aurait  pas  le  droit  de  dire  que  tout  facteur  qui 
divise  B  divise  BQ.  Or  on  sent  qu'il  arrivera  très-souvent  que 
la  division  du  coefficient  du  premier  terme  d'un  dividende  par- 
tiel par  celui  du  premier  terme  du  diviseur  ne  s'effectuera  pas 
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exactement.  Dans  ce  cas,  on  multipliera  le  dividende  par  un 
facteur  tel  que  le  terme  correspondant  du  quotient  soit  entier 
(nous  indiquerons  tout  à  l'heure  (106)  comment  on  peut  dé- 
terminer ce  facteur),  et  cette  opération  n'altérera  pas  le  plus 
grand  commun  diviseur  que  l'on  cherche,  si  ce  facteur  est  pre- 
mier avec  le  diviseur  (105).  Or,  pour  que  le  facteur  que  l'on 
introduit  ainsi  soit  certainement  premier  avec  le  diviseur,  il 
suffit  que  les  coefficients  de  tous  les  termes  de  ce  diviseur  soient 
premiers  entre  eux,  puisque  notre  facteur  est  indépendant  de 
la  lettre  ordonnatrice.  En  conséquence,  avant  de  prendre  un 
reste  pour  diviseur,  on  aura  soin  de  chercher  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  coefficients  de  tous  ses  termes,  et  de  le  diviser  par 
ce  plus  grand  commun  diviseur,  ce  qu'il  est  permis  de  faire  (105), 
puisque  le  dividende  correspondant,  dans  la  division  suivante, 
a  déjà  tous  ses  termes  premiers  entre  eux. 

106.  Si  le  coefficient  du  premier  terme  d'un  dividende  partiel 
est  premier  avec  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur,  on 
n'aura  qu'à  multiplier  ce  dividende  par  ce  coefficient,  et  alors 
le  coefficient  du  terme  correspondant  du  quotient  sera  évidem- 
ment entier.  Mais  si  les  deux  coefficients  dont  il  s'agit  ne  sont  pas 
premiers  entre  eux ,  il  vaudra  mieux  chercher  leur  plus  grand 
commun  diviseur,  et  multiplier  le  dividende  partiel  par  le  quotient 
obtenu,  en  divisant  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur  par 
ce  plus  grand  commun  diviseur.  On  conçoit  en  effet  qu'en  opé- 
rant ainsi,  on  aura  rendu  Je  coefficient  du  premier  terme  du 
dividende  divisible  par  celui  du  premier  terme  du  diviseur,  et 
que  Je  facteur  introduit  de  celte  manière  dans  ce  dividende 
sera  le  plus  simple  possible  (Arithm.,  95). 

107.  On  voit  donc  que  pour  trouver  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  polynômes,  il  faut  leur  appliquer  la  méthode 
des  divisions  successives,  comme  on  le  fait  dans  l'arithmé- 
tique, avec  les  modifications  nécessaires  pour  que  les  termes  des 
quotients  successifs  que  l'on  obtiendra  soient  tous  entiers  (106), 
et  avoir  bien  soin  de  diviser  chaque  reste  par  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  coefficients  de  tous  ses  termes,  avant  de  le  prendre 
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pour  diviseur.  On  arrêtera  cette  série  d'opérations  quand  on  sera 
parvenu  à  un  reste  indépendant  de  la  lettre  ordonnatrice  :  si 
ce  reste  est  nul,  le  dernier  diviseur  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  demandé  ;  sinon  les  polynômes  proposés  sont  prem,iers 
entre  eux. 

108.  L'application  de  cette  règle  ne  saurait  présenter  de  dif- 
ficultés dans  le  cas  particulier  où  nous  nous  sommes  placés  ; 
car  les  coefficients  du  polynôme  B,  étant  supposés  être  tous 
premiers  entre  eux,  le  facteur  par  lequel  on  devra  multiplier 
A  pour  rendre  la  division  par  B  possible  en  termes  entiers,  sera 
nécessairement  premier  avec  B,  de  sorte  que  l'introduction  de 
ce  facteur  n'altérera  pas  le  plus  grand  commun  diviseur  cher- 
ché. D'un  autre  côté  les  coefficients  des  différents  termes  de 
chaque  reste  sont  numériques,  et  la  recherche  de  leur  plus 
grand  commun  diviseur  se  réduit  par  conséquent  à  une  simple 
opération  d'arithmétique. 

109.  Exemple  L  Chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des  po- 
lynômes 20x*+8x^— 23x'+13x— 3  et  12x*— 8x^— 21x*+23x— 6. 

l^e  Division. 

5 

60a^+24rr5—   69^'+   39x—9    \2x'-8ay^--2\x^  +  23x—Q 

6kx^-\-  36a;'—   7637+21 
On  a  multiplié  le  dividende  20x'-\-8x^—  etc.  par  3,  pour 
que  le  quotient  et  le  reste  soient  entiers.  Ce  facteur  3  est  le 
quotient  que  f  on  trouve,  en  divisant  12  parle  plus  grand  com- 
mun diviseur  dé  20  et  de  12. 


2«  Division, 


I  3x— 


59 


12.16x*--128a^—  3360^*+   36837— 96  |64a;3-|-36a?^—76a;+21 
—  108.r^+  228.2;'—     63a; 
-236^;^-   10837-+  305a; 
—236. 1 6a;^— 17280;'+ 4880a;— 1 536 
+  21240;'- 4484a'+1239 
396a;'+  396a;—  297 
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On  a  multiplié  le  premier  dividende  et  le  second  chacun  par 
16.  Avant  de  prendre  le  reste  pour  diviseur,  on  divisera  tous 
ses  termes  par  le  plus  grand  commun  diviseur  9.11  de  tous  ses 
termes. 

3*  Division, 

I6rr— 7 
64a;'+36a;^— 76a;+21 

—  28;c2— 28a;+21 
4-28a;~21 


kx^-^-kx — 3 


Le  plus  grand  commun  diviseur  est  ainsi  kx'^-\-kx — 3. 

110.  Passons  actuellement  au  cas  général,  et  considérons 
ainsi  deux  polynômes  entiers  quelconques  A  et  B.  Représentons 
par  Al  le  plus  grand  commun  diviseur  monôme  des  différents 
termes  de  A,  et  par  A'  le  quotient  de  la  division  de  A  par  Ai  ; 
nous  aurons 

A  =  A,A'. 

Désignons  de  même  par  Bi  le  plus  grand  comnmn  diviseur  mo- 
nôme de  tous  les  termes  de  B,  et  par  B'  le  quotient  de  la  di- 
vision de  B  par  Bi,  de  sorte  que 

B  =  BiB'. 

Cela  posé,  supposons  que  l'on  ait  ordonné  les  polynômes  A'  et 
B'  par  rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre,  et  appe- 
lons A2  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  coefficients 
de  cette  lettre  dans  A',  et  A3  le  quotient  de  la  division  de  A'  par 
As,  nous  aurons 

A'=A2A3,  et  par  conséquent  A=:  A1A2A3. 

Supposons  que  l'on  ait  agi  sur  B'  comme  on  a  fait  sur  A',  et  soit 

B'^BgBg,  et  partant  B^BiBgBg  : 

je  dis  alors  que  si  l'on  cherche  le  plus  grand  commun  divi- 
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seur  di  de  Ai  et  de  Bi  ;  celui  d^  de  Aa  et  de  Ba,  et  celui  rfs  de  A» 

et  de  Ba,  le  produit 

dididi 

sera  le  plus  grand  commun  diviseur  des  quantités  A  et  B.  En 
effet,  tout  facteur  polynôme  premier,  dépendant  de  la  lettre 
ordonnatrice,  qui  divise  A^AïAjAset  B^BiBaBs,  ne  pouvant  di- 
viser aucune  des  quantités  Ai,  A,,  Bi,  Ba,  divise  nécessairement 
As  et  B3  (95),  et  est  par  conséquent  un  facteur  de  leur  plus 
grand  commun  diviseur  ^3  (  99  )  ;  donc  dz  est  le  produit  de  tous 
les  facteurs  polynômes  premiers,  fonctions  de  la  lettre  ordon- 
natrice, qui  sont  communs  à  A  et  à  B.  On  démontrerait  de 
même  que  di  et  d^  sont,  l'un  le  produit  de  tous  les  facteurs 
monômes  premiers  communs  à  A  et  à  B  ,  et  l'autre  celui  de  tous 
les  facteurs  polynômes  premiers  communs  à  A  et  à  B,  qui  sont 
indépendants  de  la  lettre  ordonnatrice.  Donc  did^di  est  bien  le 
produit  de  tous  les  facteurs  premiers  communs  à  A  et  à  B;  donc 
il  est  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

Occupons  -  nous  de  la  recherche  de  ces  différents  plus  grands 
communs  diviseurs.  La  détermination  de  Ai ,  de  Bi  et  de  dt  ne 
présente  aucune  difficulté  (100)  :  quant  aux  autres,  je  dis  que 
si  l'on  savait  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes A'  et  B',  qui  ne  renferment  plus,  chacun,  des  facteurs  mo- 
nômes communs  à  tous  leurs  termes ,  dans  le  cas  où  ils  sont 
composés  de  ?i  lettres  au  plus  ,  il  serait  possible  de  le  déterminer 
aussi  dans  le  cas  où  ils  en  contiendraient  71+ 1.  En  effet,  les 
coefficients  de  la  lettre  ordonnatrice  dans  A'  et  dans  B'  ne  ren- 
fermant alors  que  n  lettres,  on  pourrait,  d'après  notre  hypothèse 
et  en  vertu  du  principe  du  n°  101,  calculer  A2  et  Ba,  et  par  suite 
leur  plus  grand  commun  diviseur  d^,  ainsi  que  les  quotients  A3 
et  B3.  Gela  posé,  j'observe  que  les  différents  termes  de  chacun  de 
ces  quotients  étant  premiers  entre  eux,  on  pourra  apphquer  à 
A3  et  à  B3  la  méthode  du  n°  107  ;  car,  dans  les  raisonnements  sur 
lesquels  nous  l'avons  fondée,  nous  ne  nous  sommes  nullement 
occupés  du  nombre  des  lettres  qui  pourraient  entrer  dans  les 
polynômes  proposés  (105,  104,  103  et  106).  Ainsi,  pour 
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rendre  possible  la  première  division  partielle ,  on  multipliera  A3 
par  une  certaine  quantité  M ,  qui  sera  un  produit  de  facteurs 
premiers  du  coefficient  du  premier  terme  de  B3  (106),  et  cette 
opération  ne  saurait  altérer  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  A3  et  B3 ,  puisque  tous  les  coefficients  de  la  lettre 
ordonnatrice  dans  B3  étant  premiers  entre  eux,  le  facteur  par 
lequel  on  multiplie  A3  est  nécessairement  premier  avec  Bg  (64). 
Ayant  ainsi  effectué  entièrement  la  division  de  A3  par  B3,  on 
pourra  supprimer,  dans  le  reste  de  cette  division,  tous  les  fac- 
teurs monômes  qu'il  renfermera  (100),  ainsi  que  les  facteurs 
polynômes  indépendants  de  la  lettre  ordonnatrice  qui  leur  se- 
raient communs,  car  il  suffira,  pour  cela,  de  chercher  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  plusieurs  polynômes  de  n  lettres  au 
plus  (101).  On  procédera  ensuite  à  la  seconde  division,  en  pre- 
nant pour  diviseur  ce  reste  ainsi  modifié,  et  on  continuera  de 
la  même  manière.  Donc  on  arrivera  à  la  valeur  de  ck- 

La  détermination  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  po- 
lynômes A'  et  B' ,  qui  contiennent  un  certain  nombre  de  lettres, 
et  qui  sont  tels  que  les  termes  de  chacun  n'ont  d'ailleurs  aucun 
facteur  monôme  commun,  dépend  donc  seulement  de  celle  du 
plus  grand  commun  diviseur  de  pareils  polynômes  qui  renferme- 
raient une  lettre  de  moins.  Or  nous  avons  donné  une  méthode 
complète  pour  calculer  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
polynômes  d'une  seule  lettre,  tels  que  tous  les  termes  de  cha- 
cun seraient  premiers  entre  eux  (107)  ;  donc  on  pourra  trouver 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  qui  renfer- 
meraient deux  lettres,  puis  trois,  puis  quatre,  et  en  général 
un  nombre  quelconque  de  lettres. 

111.  RÈGLE  GÉNÉRALE.  Pouv  trouvôv  U  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  polynômes  A  e^  B ,  cherchez  le  plus  grand  comr- 
mun  diviseur  monôme  Ai  de  tous  les  termes  de  A  (100)  ;  celui  Bi  de 
tous  les  termes  de  B  ;  puis  le  plus  grand  commun  diviseur  di  de  Ai 
et  de  Bi.  Mettez  di  de  côté,  et  divisez  A  ef  B  respectivement  par  Ai 
et  par  Bi  .•  vous  obtiendrez  des  quotients  A'  et  B' ,  que  vous  ordon- 
nerez par  rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre.  Calculez  le 
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plus  grand  commun  diviseur  Ag  des  coefficients  du  polynôme  A', 
celui  Bides  coefficients  du  polynôme  B' ,  et  le  plus  grand  commun 
diviseur  dt  de  As  et  de  Bj.  Mettez  da  de  côté,  et  divisez  A'  et  B 
respectivement  par  A2  et  par  B2,  ce  qui  vous  donnera  des  quo- 
tients A3  et  B3  dont  tous  les  termes  seront  premiers  entre  eux. 
Cherchez  enfin  le  plus  grand  commun  diviseur  ds  de  ces  deux 
quotients,  d'après  la  règle  du  n*»  107,  et  il  ne  s'agira  plus  ensuite 
que  de  multiplier  entre  elles  les  trois  quantités  di,  da  et  da.  Leur  pro- 
duit résoudra  la  question. 

112.  Dans  le  cas  où  les  deux  polynômes  A'  et  B'  ne  renfer- 
meront que  deux  lettres  x  et  y,  et  c'est  ce  cas  qui  se  présentera 
le  plus  souvent,  on  pourra  simplifier  les  calculs  de  la  manière 
suivante.  On  ordonnera  A'  et  B'  par  rapport  à  y  par  exemple,  et 
on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  X  des  coefficients  de 
cette  lettre  dans  A'  ;  puis  on  divisera  A'  par  X.  On  ordonnera  le 
quotient  A**  par  rapport  à  x,  et  on  cherchera  le  plus  grand 
commun  diviseur  Y  des  coefficients  des  différents  termes  de  A''; 
on  divisera  A"  par  Y,  et  en  appelant  A'"  le  quotient  de  cette  di- 
vision, on  aura 

A'  =  XYA". 

On  mettra  de  même  le  polynôme  B'  sous  la  forme 

B'^X'Y'B'", 
et,  en  formant  ensuite  le  produit  des  plus  grands  communs  di- 
viseurs des  quantités  X  et  X',  Y  et  Y',  A'"  et  B'",  on  obtiendra  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  A'  et  de  B',  comme  il  est  facile 
de  le  démontrer ,  à  l'aide  de  raisonnements  analogues  à  ceux 
qu'on  a  employés  au  n°  110. 

L'avantage  de  cette  méthode  consiste  à  faire  appliquer  la 
règle  du  n°  107  à  des  polynômes  de  degré  plus  faible  que  ceux 
sur  lesquels  on  devrait  opérer  d'après  celle  du  n°  111. 

115.  Il  y  a  encore  un  cas  particulier  que  Ton  peut  traiter 
plus  simplement  que  par  la  règle  générale;  c'est  celui  où  l'un 
des  deux  polynômes,  M  par  exemple ,  renfermera  une  lettre  x 
qui  ne  se  trouvera  pas  dans  l'autre  B'.  On  ordonnera  alors  M 
par  rapport  à  x^  et  le  plus  grand  commun  diviseur  demandé 
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sera  celui  même  qui  existera  entre  B'  et  les  coefficients  de  cette 
lettre  x.  Il  est  évident,  en  effet,  que  B'  étant  indépendant  dex, 
le  plus  grand  commun  diviseur  demandé  ne  peut  contenir 
cette  lettre,  et  divise  en  conséquence  tous  les  coefficients  de  x 
dans  le  polynôme  A'  (64),  qui  est  de  la  forme 

a^c"  +  bx^  +  cx'f  +  etc.  : 

donc  en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  quantités 
B',  a,  b,  c,...  on  aura  celui  de  A'  et  de  B'. 

114.  Exemple.  Chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
deux  polynômes  A=  20.y^x^  —  10}  ^\^  —  4y^x'^  —  2yV  —  4yV 

—  32y^x*— 28y*x3  +  2y«x^+5yV+32yV+8y6x3  +  24y«x*+4y^x^ 
+  6yV^  — 16yV+12yl\^— 2y^x*— Sylx^— 12y^x^— 4y^x^— 2yV 
-|-2y»x*+4y='x*  etB=:=  12y*x^  — 54y*x2+6^8x^— 132y3x*+144ylx3 

—  SOy^x^— 12y'x*  — 30y»x^— 12y'^x^-— 48y«x'  +  108y3x3— ■12yV 
--  78f  X-  +  48f  x=^  —  6y«x^  +  222y*x'  +  24Vx^  —  1 80y*x*  —  ôy^x^ 
+  12yl\^  +  24y'^x^ 

On  verra  d'abord  que  Ai  =  2y^x^,  Bi  =  67/V-  ;  par- 
tant di  ==  2yV.  En  divisant  A  et  B  respectivement  par  Ai  et 
par  Bi,  et  ordonnant  les  quotients  par  rapport  à  a?,  on  trouvera 
A'  =  (27/3  __  2y)x'*+{—i/+hy^--  4)a?^+(~2?/— 2i/*—  8^^  _  1 4^2 
+ 1 0^  —  1  Q]x'+{y'  —  y'  +  Sy'  -  y'—lQy'  +  2^+1 2  )x+y'  +  ky' 
4-6^^— 52/'— 6?/ ,  et  W  =  {2y'+2y)x''-}-i—if—by'-\-k)x'+(—2î/ 
~2i/3—8y'--- 30^  — 22}a;^+(^^ -f4y^+ 8î/3  + 24^/^^+377/ -f  1 8)0; 

—  7/^  — 27/^— 57/— 137/— 9t/. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  de  x  dans 
A'  est  Y =7/  —  1 .  On  le  trouve  plus  simplement  que  par  la  règle 
du  n°  101  en  observant  que  le  plus  simple  de  ses  coefficients 
est  27/3 — 27/ =  27/(7/ —  l)(7/  +  l).  Or,  en  faisant  soit 7/=  1,  soit 
y  =.  —  1 ,  dans  tous  les  autres,  ils  deviennent  nuls  ;  d'où  l'on 
conclut  qu'ils  sont  divisibles  par  y —  1  et  par  y-j-  1  (71,  1"),  et 
partant  par  leur  produit  t/^  —  1  (98).  Quant  au  facteur  mo- 
nôme 7/,  il  ne  peut  pas  diviser  tous  les  autres  coefficients.  Si 
on  remarque  de  même  que  le  coefficient  de  ic*  dans  B'  revient 
à  27/(7/  +  1),  on  verra  que  pour  y  =  —  1  tous  les  autres  coeffi- 
cients de  x  dans  B'  s'évanouissent,  et  qu'ainsi  le  plus  grand 
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commun  diviseur  des  coefficients  de  B'  est  Y'=y-\-\.  Donc  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  Y  et  de  Y'  est  di=:y+l.  En 
divisant  A'  et  B'  respectivement  par  Y  et  par  Y',  on  aura  pour 

quo[ieïi[sk"=2yx'+i—if-  +  ii)x'+(^2y^  —  2y'^—l0y  —  ie>)x^ 
+  (y'— y'  +  ^if  —2y—l2)x+  y'+  by'  +  Qy,  et  B"=2yx' 
+  i—y^  —  ^y  +  ^)a^+i-2y'—Sy  —  22)x'  +  iy'+3y'+by' 
+  \9y+lS)x—y'-y'—ky'-9y, 

J'ordonne  actuellement  ces  polynômes  par  rapport  à  y,  ce 
qui  donne 

A"  =  (x+  1 V+  (—  2x'-^ x)y'  +  (_  0^3  _  2^.  +4^_|_  5^^, 

+  (2x''—l0x^^2x-{-6)y  +  kx^-'lQx'—l2x, 

et  B"  =  (x—l)  y'  +  (—2x^  +3x—  l}y^  +  (_  ^3  _f_  ^x—k)y' 

+  {2x'—kx'  —  8x''  +  l9x  —  9)y  +  kx^  —  22x'-  +  l8x. 

On  voit  immédiatement  que  l'hypothèse  de  0-=—  1  n'anéantit 
pas  le  coefficient  de  y^  dans  A",  et  que  par  conséquent  ce  po- 
lynôme n'est  pas  divisible  par  le  coefficient  x-{- 1  de  son  pre- 
mier terme.  Au  contraire,  en  faisant  a^^l  dans  B",  tous  ses 
termes  s'évanouissent,  de  sorte  que  ce  polynôme  est  divisible 
para;—!.  Ainsi X=  1, X'=a;—1,  et  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur  d^—l.  J'effectue  la  division  de  B''  par  X',  et  je 
trouve  pour  quotient  B"'=y'-^{—2x  +  l}y'+{—x^—x+k)y^ 
+  (2x'—2x''-~lOx+9)y-{-iix'^-^l3x. 

Il  s'agit  actuellement  d'appliquer  la  méthode  des  divisions 
successives  (107)  aux  deux  polynômes  A"  et  B'^ 


1*^^  Division. 

x-\-i 


y'—2x' 

y^-  x^ 

y'+  2x* 

■y-\-  4x3 

+  1      -X 

-2x^ 

— lOo;^ 

—16x2 

+4x 

-  2x 

-12x 

+5 

+  6 

+2x^ 

1/+  a;3 

y'-  2x^ 

ij—  4x3 

+    X 

+2x^ 

+  12x2 

+  14x2 

—i 

—Sx 

+      X 

+  I8x 

-4 

—  9 

quotient. 


y'-2x\if- 
+1 


— y'+  X  \tf-i-  2x'|(/-  2x» 

+1    I    —    X     +  6a; 

-  3 


C. 


+4 


J/2+  2x3 

—  2x2 

—  lOx 
+  9 


y+  4x» 
-18x 


66        DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ALGÉBRIQUE. 

2*  Division. 


1*-2x  t/3—  af» 

+1       -x 

+  4 

y'+  2a;3î/+  4a;^ 
—  2a;^   —18a; 
—10a; 
+  9 

+  X  î/3+2a;' 

+1    -. 

f-  2x' 
+  6a; 

y 

y—  a; 

+2 


quotient. 


-1 


x\y'—2x'^ 
+  a; 
+  3 


V+2X» 
—6a; 


—  x\y^+  a;* 
+2  I    —2a; 
+1 


t/2+  2a^ 

-  W 

—  4a; 
+  9 


—  x^ 
+  se 
+2 

y2_  2a;3 
+  5a;' 
+  a; 
—  6 

—  a; 
+3 

i/^+  a;2 
—  3a; 
+  3 

y+  23? 
—10a;' 
+12a; 


V+  2a? 
—  6a; 


3*  Division. 


«3—  a;  II/'—  205^ 
-1    I    +    a; 
+  3 


y+2a;2 
—  6a; 


y—  a; 
+6 


quotient. 


X  11/' —  a;2 
-3    i    +3a; 
—3 


y—2x? 

+Ga;2 
+6x 


a;  t/3_  a;'  y'-  2a;3 
—3      +2a;      +  Ta;' 
+3       —  9 

y-\-  23? 
-12a;' 
+I8a; 

+  a;'i/'+  20;^ 
—3a?     —  6a;2 
+3       -  6a; 

y 

-  X  f+    a;' 
+6       —  6a; 
—  9 

y 

x\    -X  f+    a? 
—3  1+6       —  9a;2 
+  9a; 
+27 

y+i<^ 

-18a;3 
+54a;' 
-54a; 

—    a;3 
+  9a;' 
—21a; 
+18 

y-  2X' 
+18a;3 
—30a;' 
-36a; 

On  a  multiplié  le  dividende 
par  a;  —  3. 


**  On  a  multiplié  le  reste  par 
a;  — 3. 


;irKl=^<*->^"-v+2x) 
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Ce  dernier  reste  revient  à  —  2>{kx  —  1 5)  (^  —  2x).  On  supprime 
donc  le  facteur  — 3(4a^— 15),  et  il  s'agit  de  diviser  le  polynôme 
diviseur  par  +y—  2x,  Mais,  au  lieu  d'effectuer  cette  division, 
il  sera  plus  simple  de  faire  ij  =  2x  dans  ce  polynôme.  Gomme 
on  trouve  qu'il  se  réduit  à  zéro  par  cette  substitution,  on  en 
conclutqu'il  est  divisible  par  ?/— 2a?  (71,  1°),  et  qu'ainsi  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  A"  et  de  B'"  est  d^=y — 2x,  Le 
plus  grand  commun  diviseur  demandé  est  donc 

d,dM,  =  2ifx\y+l)  (y--2x). 

1 15.  Pour  réduire  une  fraction  algébrique  à  sa  plus  simple  ex- 
pression', on  divisera  ses  deux  termes  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur  (79).  On  verra  ainsi  que 

12a;*— 8aa^-~21aV+23a^a;— 6a*__3a?^— 5aa?4-2a' 
20a;*+8aa;^—23a-a;^+ 13^^07— Sa*  ~"5a;*—3aa;+  a^' 

le  plus  grand  commun  diviseur  de  ses  deux  termes  étant 
kx'-^kax  —  M^. 

116.  Problème.  Trouver  le  plus  simple  multiple  de  plusieurs 
quantités  données  A,  B,  G,  D. 

On  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B, 
on  divisera  B  par  ce  plus  grand  commun  diviseur,  et  en  mul- 
tiphant  A  par  le  quotient  B'  de  cette  division,  on  obtiendra  un 
produit  AB',  qui  sera  le  plus  simple  multiple  de  A  et  de  B.  En 
cherchant  de  même  le  plus  simple  multiple  de  AB'  et  de  G,  on 
aura  le  plus  simple  multiple  des  trois  quantités  A,  B,  G,  et 
ainsi  de  suite  (Ariih,,  95). 

117.  Dans  la  théorie  générale  des  équations,  on  restreint  la 
définition  que  nous  avons  donnée  des  quantités  entières.  On  y 
regarde  comme  entière  toute  quantité  dans  l'expression  de  laquelle 
les  INCONNUES  n'entrent  dans  aucun  dénominateur,  ni  sous  aucun 
radical,  et  pour  qu'une  quantité  soit  dite  divisible  par  vm  autre, 
il  suffit  que  leur  division  ne  donne  pas  de  reste,  et  que  le  quotient 
sait  entier  par  rapport  aux  inconnues ,  de  même  que  les  quantités 

proposées.  Ainsi  x^+^-^6y\  fonction  entière  de  x  et  de  y, 

V2 
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est  divisible  par  -  x — y^2,  parce  que  le  reste  de  cette  divi- 

o 

3 
sion  est  nul,  et  que  le  quotient  -a7-|-3|/v/2  est  aussi  une  fonc- 

tion  entière  de  x  et  de  y. 

En  partant  de  ces  définitions,  on  démontre  facilement  les 
propositions  suivantes  : 

118.  Théorème  I.  Tout  facteur  du  premier  degré  x — a,  qui 
divise  le  produit  AB  de  deux  fonctions  entières  de  x,  divise  néces- 
sairement l'une  d'elles. 

Supposons,  en  effet,  que  le  binôme  x — a  ne  divise  pas  A, 
j'effectue  la  division  de  ces  deux  quantités,  et  je  pousse  l'opé- 
ration jusqu'à  ce  que  je  trouve  un  reste  indépendant  de  x. 
Soient  R  ce  reste  et  Q  le  quotient,  lequel  est  ainsi  une  fonction 
entière  de  x  ;  nous  aurons 

^       Q+     ^ 


X — a  '   X  —  a 


Je  multiplie  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  le  rapport 
^,ce  qui  donne 

AB     __BQ         B 


R(a; — a)       R    'a?  —  a 

Or,  puisque  AB  est  divisible  par  x — a,  et  que  R  est  indé- 
pendant de  X,  on  voit  que  le  premier  membre  de  cette  égalité 

est  entier;  il  en  est  de  même  du  terme  -g-;  donc est 

M.  X  — ~"  a 

aussi  entier  ;  donc  B  est  divisible  par  x —  a. 

119.  Théorème  IL  Si  un  binôme  du  premier  degré  x — a  di- 
vise  un  produit  de  plusieurs  facteurs  entiers  par  rapport  à  Xy  il 
divise  l'un  d'eux. 

Démonstration  du  n°  03. 

120.  Théorème  III.  Toute  fonction  entière  de  x  ne  peut  être 
décomposée  qu'en  un  seul  système  de  facteurs  binômes  du  premier 
degré  par  r  appoint  à  cette  lettre. 
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Soient  A  {x — a)  {x — h){x — c)...  et  A'  [x — a'){x — h')  {x — c')... 
deux  expressions  de  la  fonction  proposée,  A  et  A'  désignant 
des  quantités  indépendantes  de  x  :  puisque  le  binôme  du  pre- 
mier degré  x — a'  divise  le  produit  A'  (x — a')  (x—b')  {x—c')...,  il 
doit  diviser  son  égal  A  (a; — a){x — h){x — c)...,  et  par  conséquent 
un  de  ses  facteurs  a; — a^x  —  h,  x—c,...  (119);  mais  comme  ils 
sont  du  premier  degré,  il  faudra  qu'il  soit  égal  à  l'un  d'eux. 
Supposons  X  —  a'=x — a.  Les  deux  produits  A(rc — a)  {x  —  h) 
(x—c)...  et  A'  {x—a')  (x—b')  {x—c')...  étant  égaux,  si  on  les  di- 
vise respectivement  par  x — a  et  par  x — a',  les  quotients  k{x — b) 
{x — c)...  et  A'  {x — b')  {x—c')...  devront  être  égaux.  Or  x  —  b' 
divise  le  second;  etc.  i^o^e'LY Arithmétique ,  n°  80.) 

121.  On  appelle  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs 
fonctions  entières  de  x  le  produit  de  tous  les  facteurs  du  premier 
degré  en  x  qui  leur  sont  communs,  chacun  d'eux  étant  affecté  du 
plus  petit  exposant  qu'il  a  dans  ces  fonctions. 

122.  Si  l'on  applique  à  deux  pareilles  fonctions  les  rai- 
sonnements du  n"  104,  on  verra  que  pour  trouver  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  il  faudra  les  soumettre  à  la  méthode 
des  divisions  successives,  telle  qu'on  la  pratique  dans  l'arith- 
métique, en  arrêtant  l'opération  quand  on  sera  parvenu  à  un 
reste  indépendant  de  x;  de  telle  sorte  que,  si  ce  reste  est  nul,  le 
dernier  diviseur  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  demandé,  et 
que,  s'il  n'est  pas  nul,  les  fonctions  proposées  n'ont  pas  de  divi- 
seur commun  enx. 

125.  Remarquons  qu'il  ne  sera  pas  nécessaire  d'avoir  re- 
cours aux  modifications  prescrites  dans  le  n"  lOo,  parce  que 
la  démonstration  du  principe  fondamental  {le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  deux  fonctions  entières  dexest  le  même  que  celui 
qui  existe  entre  le  reste  de  leur  division  et  celle  qui  a  servi  de  di- 
viseur) n'exige  pas  que  le  quotient  Q  soit  entier  par  rapport  aux 
coefticients  de  a;  ;  il  suffit  qu'il  le  soit  par  rapport  à  cette  let- 
tre. Toutefois,  il  sera  plus  simple  de  réduire  tous  les  termes 
des  deux  fonctions  proposées  au  même  dénominateur,  de  cher- 
cher ensuite  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  numc- 
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rateurs,  d'après  la  règle  du  n''  107,  et  enfin  de  diviser  le  plus 
grand  commun  diviseur  trouvé  par  le  dénominateur  commun, 
parce  qu'en  le  supprimant,  dans  les  fonctions  proposées,  on 
les  a  multipliées  par  ce  dénominateur.  Dans  la  plupart  des 
applications  il  sera  utile  de  tenir  compte  de  ce  dénominateur. 


CHAPITRE  IV. 

RÉSOLUTIOIV  DES  ÉQUATIOIVS  DU  PREMIER  DEGRE. 


g  I.  DES  ÉQUATIONS  A  UNE  SEULE  INCONNUE. 

124.  Si  Ton  considère,  avec  un  peu  d'attention,  la  méthode 
que  nous  avons  suivie  pour  résoudre  les  problèmes  des  n°*  4 
et  5,  on  verra  qu'elle  se  compose  de  deux  parties  distinctes  : 
dans  la  première,  nous  avons  mis  le  prohlème  en  équation,  c'est- 
à-dire  que  nous  avons  exprimé,  à  l'aide  des  symboles  algébriques^ 
les  relations  que  V énoncé  établit  entre  les  données  et  Vinconnuey  ce 
qui,  pour  le  premier  de  ces  problèmes,  nous  a  conduit  à  éga- 
ler entre  elles  les  deux  quantités  2a;+rfet5;  dans  la  deuxième 
partie,  nous  avons  tiré  de  l'équation  ainsi  formée  la  valeur  de 
l'inconnue,  ce  qu'on  appelle  résoudre  cette  équation, 

125.  Il  n'y  a  pas  de  règle  fixe  pour  mettre  un  problème  en 
équation  :  tout  ce  qu'on  peut  dire  de  plus  général  à  ce  sujet 
revient  au  précepte  suivant  : 

Examinez  â! abord,  avec  soin,  quelles  sont  les  quantités  dont  la 
détermination  pourrait  conduire  à  la  connaissance  de  toutes  cel- 
les que  Von  cherche,  et  ce  seront  là  les  véritables  inconnues  de  la 
question.  Représentez  ces  inconnues  chacune  par  une  lettre  diffé- 
rente (on  emploie  ordinairement,  pour  cela,  les  dernières 
lettres    de   l'alphabet);   puis   sans  faire  aucune  distinction 

ENTRE   LES  DONNÉES  ET  LES  INCONNUES,  cffCCtUeZ  SUr  IcS  UnCS  et 

sur  les  autres  les  mêmes  opérations  qu'il  faudrait  faire  pour  vé- 
rifier les  valeurs  inconnues,  si  elles  étaient  trouvées,  et  vous  ob- 
tiendrez ainsi  autant  d'équations  que  l'énoncé  du  problème  en 
comporte. 

126.  Ces  équations  pouvant  être  plus  ou  moins  compliquées, 
on  les  a  partagées  en  plusieurs  classes  que  l'on  distingue  par 
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leur  degré.  Lorsqu'on  a  ramené  une  équation  à  ne  contenir 
que  des  termes  entiers,  et  on  verra  bientôt  (152)  que  la  chose 
est  toujours  possible,  on  prend  pour  valeur  de  son  degré  la 
plus  forte  somme  des  exposants  des  inconnues  dans  chacun 
de  ses  termes.  Ainsi  l'équation  x^—bx^y^-{-y  —  3  —  0  est  une 
équation  du  quatrième  degré  à  deux  inconnues.  L'équation 
2x-\-d=s,  trouvée  au  n°  4,  est  une  équation  àupremier  degré  k 
une  seule  inconnue. 

IJ127.  RÉSOUDRE  DES  ÉQUATIONS,  c'est  trouver  tous  les  systèmes 
de  nombres  qui,  substitués  dans  ces  équations  à  la  place  des 
inconnues,  y  satisfont,  c'est-à-dire  rendent  identiques  les  deux 
membres  de  chacune  d'elles.  Ces  nombres  sont  ce  qu'on  appelle 
les  VALEURS  des  inconnues,  ou  les  solutions  des  équations  pro- 
posées. 

Il  est  clair  que  les  équations  proposées  seront  résolues,  lors- 
que, par  une  suite  de  transformations  exécutées  sur  elles,  on 
sera  parvenu  à  des  équations  dont  un  des  membres  ne  ren- 
fermera qu'une  inconnue  seulement,  et  dont  l'autre  membre, 
ne  contenant  que  des  quantités  connues,  sera  par  conséquent 
la  valeur  de  cette  inconnue. 

128.  Il  existe,  pour  résoudre  les  équations,  des  méthodes 
générales  dont  l'exposition  est  un  des  objets  principaux  de 
l'algèbre  :  pour  prendre  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  nous 
supposerons  que  l'on  veuille  résoudre  une  équation  du  pre- 
mier degré  à  une  seule  inconnue. 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer,  selon  que  l'équation  aura  tous 
ses  termes  entiers  ou  qu'elle  en  renfermera  de  fractionnaires. 

P""  Cas.  Considérons  l'équation 

ax  —  b=cx-{-d.  [1] 

Puisque  cette  équation  sera  résolue  lorsque  nous  lui  aurons 
fait  subir  une  transformation  telle  que  l'inconnue  sera  seule 
dans  un  membre  et  que  l'autre  membre  ne  contiendra  que  des 
quantités  connues  (127),  il  convient  de  faire  évanouir  le  terme 
— 6  du  premier  membre  et  le  terme  ex  du  second,  ce  qui  se 
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fera  en  ajoutant + 6  — ca;  à  ces  deux  membres,  et  cette  opéra- 
tion n'altérera  pas  l'équation ,  car  il  est  clair  que  les  valeurs 
de  X  qui  vérifiaient  l'équation  avant  ce  changement,  la  véri- 
fieront encore  après.  On  trouvera  ainsi 

ax  —  h  -^-h  —cx=icx-\-d-\'h  —  cx^ 

ou,  en  réduisant  (29), 

ax  —  cx^'b-\-d.  [2] 

Or,  si  l'on  compare  cette  équation  à  la  proposée,  on  reconnaîtra 
que  le  terme— &  a  passé  du  premier  membre  dans  le  second, 
en  y  prenant  le  si^-ne  +,  et  que  le  terme  +  ex,  qui  était  dans 
le  second  membre,  se  trouve  maintenant  dans  le  premier  avec 
le  signe  —  ;  donc 

?ouv  TRANSPOSER  uu  terme  d'un  membre  dans  un  autre,  il  faut 
le  supprimer,  dans  le  membre  où  il  se  trouve,  et  récrire  dans  l'autre 
avec  un  signe  contraire  au  sien. 

Reprenons  maintenant  l'équation  [2];  en  y  mettant  x  en 
facteur  commun  des  quantités  qu'elle  multiplie,  il  viendra 

(a  —  c)  x=b-{-d. 

Mais  celle-ci  signifie  que  b-^d  est  le  produit  de  (a— c)  par  x, 

et  qu'ainsi  on  aura  la  valeur  de  x  en  divisant  b-{-  d  par  a  —  c, 

de  sorte  que 

b  +  d 
x  =  — — . 
a  —  c 

D'où  Ton  voit  que  quand  un  des  membres  d'une  équation  est  un 
monôme  qui  contient  x,  et  que  l'autre  ne  renferme  que  des  quan- 
tités données,  on  dégage  cette  inconnue  de  son  coefficient,  en  divi- 
sant l'autre  membre  par  ce  coefficient. 

129.  L'équation  [1]  ne  peut  être  vérifiée  que  par  la  seule 
valeur  de  x  que  nous  venons  de  trouver,  car  toute  valeur  de  x 
qui  y  satisfait  doit  satisfaire  aussi  à  toutes  les  équafions  trans- 
formées que  nous  en  avons  déduites,  et  la  dernière  de  ces  trans- 
formées ne  peut  être  vérifiée  qu'en  y  remplaçant  x  par  .^ih^. 

a  ^—  c 
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130.  Si  ron  veut  s'assurer  a  posteriori  que      '      est  bien  la 

d  """■  c 

valeur  de  x,  on  substituera  cette  quantité  dans  l'équation  [1], 
et  il  faudra  que  ses  deux  membres  deviennent  ainsi  identiques. 
En  effectuant  cette  substitution,  on  trouvera  successivement 

a  —  c  a  —  c  ' 

ab-\-ad  —  ab-{-bc bc-{-cd-]-ad  —  cd  ^^ 

a  —  c  a  —  c 

ad-\-bc bc-\-  ad 

a  —  c  a — c  * 

égalité  identique. 

131.  2^  Cas.  Considérons  actuellement  le  cas  général,  et 
prenons  pour  exemple  l'équation 

d       ax dx 

Si  tous  les  termes  de  cette  équation  étaient  des  "fractions  de 
même  dénominateur,  il  suffirait  de  le  supprimer  pour  rentrer 
dans  le  cas  précédent,  et  cette  suppression  n'altérerait  pas  l'é- 
quation, puisqu'en  ne  faisant  ainsi  que  multiplier  ses  deux 
membres  par  ce  dénominateur,  les  valeurs  de  x  qui  la  vérifiaient 
avant  cette  multiplication  la  vérifieraient  encore  après*.  Rédui- 


*  Pour  qu'une  équation  ne  soit  pas  altérée  par  la  multiplication  de  ses  deux 
membres  par  une  même  quantité^  il  faut  que  cette  quantité  soit  indépendante 
de  X,  sans  quoi  on  lui  ferait  acquérir  des  solutions  qu'elle  n'avait  pas.  Ainsi 
l'équation  x — 1=2  n'a  pas  d'autre  solution  que  a;=3;  mais  si  l'on  multiplie 
ses  deux  membres  par  a;— 4,  on  obtient  une  équation  {x—l){x—k)=2{x—k), 
qui  est  encore  vérifiée  par  .t=3  ,  mais  qui  l'est  en  outre  par  x=r  4. 

Il  est  de  même  permis  de  diviser  les  deux  membres  d'une  équation  par  une 
même  quantité,  pourvu  que  cette  quantité  soit  indépendante  de  x.  Ainsi  l'é- 
quation (a;— 1)  (a;— 4)  =2  a;— 4)  est  vérifiée  par  «  =  3  et  par  a;  =4*,  mais  si  l'on 
supprime  le  facteur  a;— 4,  Téquation  résultante  x  — 1=2  ne  l'est  plus  que  par 
a;=3. 

Dans  aucun  cas,  le  facteur  par  lequel  on  multiplie  ou  divise  les  deux  mem- 
bres d'une  équation  ne  doit  être  nul;  en  effet,  par  la  première  opération,  elle 
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sons  donc  tous  les  termes  an  même  dénominateur.  Il  viendra, 
d'après  la  règle  connue  (82), 

bd    .afx bcfg cdx 

bc'pTcf~  bcf       bcf 

et,  en  supprimant  le  dénominateur  commun  bcf, 

bd  +  afx  =  bcfg  —  cdx , 
équation,  d'où  Ton  tirera  successivement 

afx  +  cdx  =  bcfg  —  bd , 

en  transposant  les  termes  bd  et  —  cdx; 

iaf+cd]x  =  b{cfg-'d), 

en  mettant  a?  et  6  en  facteurs  communs  ;  et 

b(cfg-d) 
^—   af+cd  ' 

en  dégageant  x  de  son  coefficient. 

152.  En  résumant  les  opérations  que  nous  avons  effectuées, 
pour  résoudre  les  deux  équations  que  nous  venons  de  prendre 
pour  exemples,  on  formera  la  règle  générale  suivante  : 

Pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré  à  une  seule  in- 
connue, commencez  par  faire  évanouir  les  dénominateurs,  en 
multipliant  chaque  terme  entier  par  leur  plus  simple  multiple,  le 
numérateur  de  chaque  fraction  par  le  quotient  obtenu  en  divisant 
ce  plus  simple  multiple  par  son  dénominateur,  et  en  n'écrivant 
aucun  dénominateur.  Effectuez  ensuite  les  opérations  qui  pour- 
raient être  indiquées ,    puis   exécutez  toutes   les  simplifications 


change  tout  à  fait  de  nature,  puisque  cette  équation,  qui  avait  seulement  un 
nombre  limité  de  solutions ,  devient  ainsi  susceptible  d'être  vérifiée  par  tous 
les  nombres  possibles.  Telle  est  l'équation  x — 1=2,  qui  ne  peut  être  vérifiée 
que  para-=:3,  tandis  que  si  l'on  multiplie  ses  deux  membres  par  zéro,  on 
trouve  l'équation  0.(;t—  1)=0,  qui  est  satisfaite  par  tel  nombre  que  l'on  y 
mettra  au  lieu  dex.Et  si  l'on  divise  les  deux  membres  d'une  équation  par  un 
facteur  nul,  elle  n'a  plus  aucun  sens. 
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dont  Véquation  est  alors  susceptible,  soit  en  faisant  les  réductions 
dans  chaque  membre ,  s'ils  contiennent  des  termes  semblables , 
soit  en  les  divisant  Vun  et  Vautre  par  leurs  facteurs  communs 
s'ils  en  ont.  Transposez  tous  les  termes  affectés  de  Vinconnue 
dans  un  même  membre,  et  tous  ceux  qui  en  sont  indépendants 
dans  Vautre  :  faites  encore  la  réduction  des  termes  semblables,  ce 
qui  réduira  chaque  membre  à  être  un  monôme,  si  Véquation  est 
numérique.  Si  elle  est  littérale,  mettez  Vinconnue  en  facteur  com- 
mun des  quantités  quelle  multiplie,  et  dégagez-la  enfin  de  son 
coefficient.  Vous  obtiendrez  ainsi  la  seule  valeur  que  puisse  avoir 
cette  inconnue. 

155.  Exemples.  I.  Résoudre  Véquation 

1 7x__7x !_  ,   8x 

^       100       15  ~  20  ~~  540  "^45* 

On  trouve  que  le  plus  petit  multiple  des  dénominateurs  est 
2^  3^5'' =  2700,  et  qu'en  faisant  évanouir  les  dénominateurs, 
il  viendra 

270007— 27— 180. 7j;=  135.7a;  — 5+  60.8a;, 
ou  bien 

2700a;—  27  —  1 260a;  =  945a;  —  5  +  48Ûa; , 

ou  encore,  en  réduisant, 

1440a;— 27  =  1425a;— 5; 
puis 

1440a;— 1425a;=:27  — 5, 

15a;  =  22, 

22  7 

^^Ï5  =  ^Î5- 

22 
Vérification.  Je  remplace  x  par  —  dans  la  proposée,  ce  qui 

donnera 

22         1  154  77  1      ,      176 


15       100       15^        15.10       540^15.45' 
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En  réduisant  au  même  dénominateur,  on  trouvera 

3960—27—  1848_  1386  — 5  +  704 
2^3'.52  ~         2'.  33.  5^        ' 

puis 

2085    _    2085 
2-.  31  52  ~"  2^  3^  5** 

II.  Résoudre  l'équation 

ax  ax  hx  bab 


2a— b      b{a-{-b)      2a{a—b)       2a +6 
bx         ,   56(2a — b)  ax 


2a{a-\-b)  '      a'— &^         b{a—b) 
Le  plus  simple  multiple  des  dénominateurs  est 
2abi2a—  b){2a  +  5)(a*  —  6*)  ; 
en  les  faisant  évanouir,  il  viendra  : 

(2a  +  6)  S  2a«&(a*  —  b'-)  —  2a\^2a  —  b){a  —  b)  +  b\2a  —  b){a  +  6) 

+  fc^(2a  —  b){a  —b)-\-  2a\2a  —  b^a  +b}x 

=  l0ab''i2a—b){aia'-—b'^)+(2a—b)(2a+b\. 

En  mettant(2a — b)  en  facteur  commun  dans  le  coefficient  de  a?, 
on  trouvera,  après  diverses  transformations, 

2ab  (2a+  b)  {  aia^  —  b')  +  (2a—  6)  2a  +  Z?)  j  a; 
=  \Qab\2a'-b){a[a^  —  b'-)  +  {2a—b){2a-\-b)\. 

En  supprimant  le  facteur  2ab\a{a^—b^)-\-{2a  —  b)(2a-\-b)} 
commun  aux  deux  membres  de  cette  équation ,  et  dégageant 
ensuite  x  de  son  coefficient,  il  viendra  enfin 

_hb[2a-'b) 
^—     2a  +  5    • 

154.  Problème  I.  Un  père  ordonne,  par  son  testament,  que 
l'aine  de  ses  fds  prélèvera  sur  sa  succession  une  somme  de  a  francs 
et  prendra  en  outre  la  n™*  partie  de  ce  qui  restera;  que  le  second 
prendra  ensuite  2n.^  et  la  n^"^  partie  du  reste;  que  le  troisième 
prendra  3a^  plu^  la  n"'  partie  du  reste,  et  ainsi  de  suite.  Il  se 
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trouve  que  de  cette  manière  les  enfants  reçoivent  des  parts  égales. 
On  demande  quel  était  le  bien  du  père,  la  part  de  chaque  enfant  et 
le  nombre  des  enfants. 

Si  le  bien  du  père  était  connu,  il  serait  facile  de  calculer  la 
part  du  premier  enfant,  et,  en  divisant  ce  bien  par  cette  part, 
on  obtiendrait  le  nombre  des  enfants ,  puisque  toutes  leurs 
paris  sont  égales;  ainsi  la  véritable  inconnue  de  la  question  est 
le  bien  du  père.  Je  le  représente  donc  par  x.  Or,  quand  l'aîné 
des  enfants  aura  prélevé  a^  il  restera  x  —  a,  de  sorte  que  sa 

part  sera  exprimée  par 

,  X  —  a 

a-] . 

n 

Il  laissera  en  conséquence  à  ses  frères 

X  —  a      (n — l)(x  —  a) 
a?  — a =-^^ -, 

n  n 

en  réduisant  l'entier  (x  —  a)  et  la  fraction  qui  l'accompagne  en 
une  seule  fraction,  et  mettant  ensuite  (x—a)  en  facteur  com- 
mun des  quantités  qu'elle  multiplie. 
Maintenant,  quand  le  second  aura  prélevé  2a  sur  celte  somme, 

il  ne  restera  plus  que  -  ""  ^^^"^  ^  —  2a,  de  sorte  que  la  part 

de  ce  second  enfant  aura  pour  expression 

n'  n' 

Mais  cette  part  doit  être  égale  à  celle  du  premier,  donc  on  a 
l'équation 

a+^^  =  ^a+(^-^)f-^^_^±,  [3] 

'      n  w  n 

Remarquons,  avant  d'aller  plus  loin,  que  d'après  la  manière 
dont  cette  équation  a  été  formée ,  on  est  sûr  que  si  l'on  par- 
tage la  valeur  de  x  que  l'on  en  tirera,  conformément  aux  con- 
ditions de  la  question,  les  deux  premières  parts  sont  égales, 
mais  on  ne  peut  pas  affirmer  que  les  autres  leur  seront  aussi 


DU  PREMIER  DEGRÉ.  79 

égales,  puisque,  pour  obtenir  l'équation  [3],  on  n'a  eu  au- 
cun égard  aux  conditions  d'après  lesquelles  elles  doivent  être 
formées.  Ainsi  il  faudra  vérifier  qu'elles  sont  effectivement 
égales. 

Je  retranche  a  des  deux  membres  de  l'équation  [3],  et  je  fais 
ensuite  évanouir  les  dénominateurs,  ce  qui  donne 
n{x—a)=an}-\-(n—l)  (x—a)"'2an; 
d'où,  en  transposant, 

X — a=an^ — 2a/i, 
et  par  suite 

x=:an* — 2an+a=a(n—  1)*. 

Ainsi  l'expression  du  bien  du  père  est  a  (n— 1)*. 

La  valeur  de  x—a  étant  an^ — 2an,  il  en  résulte  que  le  pre- 
mier enfant  recevra 

a-A =a4-an  —  2a=a(n — 1  . 

Puis  donc  que  toutes  les  parts  doivent  être  égales,  on  obtien- 
dra le  nombre  des  enfants  en  divisant  (a  —  nf  par  a(n— 1), 
ce  qui  donnera  (n  —  1)  pour  valeur  de  ce  nombre. 

Comment  vérifier  que  si  l'on  partage  la  somme  a(n— 1)% 
conformément  aux  volontés  du  testateur,  tous  les  enfants  au- 
ront des  parts  égales?  Si  la  valeur  numérique  de  n  était  donnée, 
rien  ne  serait  plus  facile,  car  il  suffirait  de  calculer  directement 
les  parts  du  3%  du  4%  du  5\...  enfant.  Mais  ce  procédé  est  im- 
praticable ici,  car  l'opération  ne  pourrait  pas  avoir  de  fin.  Nous 
allons  employer  un  mode  de  raisonnement  dont  nous  avons 
déjà  donné  un  exemple  (67*).  Nous  supposerons  donc  qu'ayant 
calculé  les  parts  des  m  premiers  enfants,  on  les  ait  trouvées 
toutes  égales  à  a{n — 1),  et  nous  examinerons  si  la  suivante 
leur  est  aussi  égale.  S'il  en  est  ainsi,  nous  conclurons  que, 
comme  les  deux  premières  parts  sont  certainement  égales  à 
a(n — l),  il  en  sera  nécessairement  de  même  de  la  troisième  ; 
par  suite,  que  les  trois  premières  parts  étant  égales  à  a(n— 1), 
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il  en  sera  de  môme  de  la  quatrième  et  ainsi  de  suite,  de  sorte 
que  toutes  les  parts  seront  ainsi  égales. 

Les  m  premiers  enfants  ayant  reçu  chacun  a(n— 1),  ils  au- 
ront laissé  à  leurs  frères 

a(n—lf — ma(n — l)=za{n — l)(n — 1 — m), 

de  sorte  que  le  (m  +  l)'""  enfimt  prélevant  (m-{-l)a  sur  cette 
somme,  et  prenant  encore  la  n'"'  partie  du  reste,  sa  part  aura 
pour  expression 

'  n 

=  -^ — — ^ ! -=.a(n — 1). 

n 

Donc  toutes  les  parts  seront  effectivement  égales. 

155.  Problème  II.  Deux  mobiles  partis  en  même  temps  des 
points  A  et  B,  qui  sont  distants  de  a  mètres,  parcourent  la  droite 
AB,  d'un  mouvement  uniforme,  en  allant  dans  le  sens  AB. 
Leurs  vitesses  *  respectives  sont  v  mètres  et  v'  mètres  par  minute. 
On  demande  quelle  est  la  distance  du  point  A  à  leur  point  de 
rencontre. 


R'  A  B  R 

Représentons  par  x  la  distance  du  point  A  au  point  R  de  ren- 
contre des  deux  mobiles;  la  distance  de  B  à  ce  point  sera 
exprimée  par  x — a.  Gela  posé,  puisque  les  deux  mobiles  par- 
tent en  même  temps  des  points  A  et  B  et  qu'ils  arrivent  au 
même  instant  au  point  R,  les  temps  qu'ils  emploient  respecti- 
vement à  aller  des  points  A  et  B  au  point  R  doivent  être  égaux, 
de  sorte  que  nous  mettrons  le  problème  en  équation  en  égalant 
ces  deux  temps.  Or,  dans  le  mouvement  uniforme,  les  espaces  sont 
proportionnels  aux  temps  employés  à  les  parcourir  :  ainsi,  nous 

*  La  vitesse  d'un  mobile  est  l'espace  qu'il  parcourt  dans  l'unité  de 
temps. 
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calculerons  le  temps  que  le  mobile  parti  de  A  met  pour  aller 
de  ce  point  au  point  R,  par  la  proportion 


v:x::  \:t=-. 

V 


On  trouvera  de  même  que  le  second  mobile  emploiera  un  temps 
marqué  par — y-  pour  parcourir  la  distance  BR  =  a;  — a, 
donc 


[4] 


X X — a 

équation  d'où  l'on  tire  successivement 
v'x=.vx — au, 
a'o={v  —  v')x, 

av 
x= ;.  [5] 

Telle  est  la  formule  qui  résout  le  problème. 

Si  les  mobiles  parcouraient  respectivement  15  mètres  et 
8  mètres  par  minute  et  que  la  dislance  AB  valût  14™,  on  ferait 
v  =  ib,  v'=S  et  a=lk  dans  cette  formule,  et  on  trouverait 

14  .  15 
^=^^__g=^30.  Ainsi  le  point  de  rencontre  esta  30  mètres 

du  point  A. 

156.  Nous  allons  actuellement  discuter  la  formule  [5],  c'est- 
à-dire  examiner  si,  d'après  les  différentes  hypothèses  qu'on 
pourra  faire  sur  les  valeurs  des  quantités  a,  v  et  v',  les  résultats 
qu'elle  fournira  seront  d'accord  avec  les  circonstances  phy- 
siques de  la  question,  qui  correspondent  à  ces  différentes 
hypothèses,  et  nous  pourrons  apprécier  ainsi  la  généralité 
dont  l'algèbre  est  susceptible. 

Nous  distinguerons  trois  cas  principaux,  selon  que  v  sera 
plus  grand  que  v\  égal  à  v'  ou  plus  petit  que  v'. 

1"  Cas.  'u>i;'.  Dans  cette  hypothèse,  la  valeur  ôex  est  posi- 
tive, et  V  étant  plus  grand  que  v--v',  cette  valeur  est  plus 
grande  que  a,  comme  cela  doit  être. 

G.  6 
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Si  on  suppose  que  Ton  donne  à  v  des  valeurs  de  plus  en  plus 
petites,  les  deux  termes  de  la  fraction  ——7,  diminueront  en 

même  temps,  et  ainsi  on  ne  voit  pas  immédiatement  comment 
variera  cette  fraction.  Pour  le  découvrir,  je  divise  ses  deux  ter- 
mes par  V,  ce  qui  donne  x= ^ ,  et  on  reconnaît  alors  que, 

V 

r 

V  diminuant,  la  fraction  -  augmentera,  qu'en  conséquence  le 

v' 
dénominateur  1 diminuera,  et  qu'ainsi  la  valeur  de  x  de- 

viendra  plus  grande,  puisque  son  numérateur  a  est  constant. 
Donc  le  point  de  rencontre  est  d'autant  plus  loin  de  A  que  la  vi- 
tesse du  premier  mobile  est  plus  petite,  ce  qui  en  effet  est  évident. 
157.  2^  Cas.  Silavitesse^;devientégale  à 'y',  le  dénominateur 

civ 
V — v'  =  Oy  de  sorte  que  la  valeur  de  x  prend  la  forme  — .    Or 

que  signifie  une  pareille  expression?  Pour  le  découvrir  je  re- 
marque que  si,  laissant  invariable  le  numérateur  d'une  fraction 

r,  je  donne  à  son  dénominateur  des  valeurs  2,  3,  4,  5....  fois 

plus  petites,  cette  fraction  deviendra  2,  3,  4.  5...,  fois  plus 
grande  ;  d'oii  il  est  facile  de  prévoir  qu'en  donnant  à  ce  déno- 
minateur une  valeur  suffisamment  petite,  elle  deviendra  aussi 

grande  que  l'on  voudra.  Posons  en  effet  r>  S,  ^  désignant  une 

grandeur  quelconque.  Si  nous  multiplions  les  deux  membres 
de  cette  inégalité  par  &,  ce  qui  est  permis,  car  ici  a,  betB  sont 
des  nombres  abstraits  absolus,  il  viendra  a>&S;  et,  en  divisant 

les  deux  membres  de  celle-ci  par  S,  on  trouvera  ^>^).  Si  donc 

b  représente  une  quantité  susceptible  de  décroître  indéfini- 
ment, on  pourra  toujours  satisfaire  à  cette  dernière  inégalité, 
et  par  conséquent  à  la  proposée,  dont  elle  n'est  qu'une  trans- 
formée. Ainsi  donc,  en  faisant  décroître  indéfiniment  le  déno- 
minateur d'une  fraction  dont  le  numérateur  est  constant,  on 
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fera  acquérir  à  cette  fraction  une  valeur  plus  grande  que  toute 
quantité  assignable.  On  dit  en  conséquence  qu'une  fraction 
dont  le  dénominateur  est  zéro^  sans  que  son  numérateur  le  soity  est 
infinie.  On  représente  cette  valeur  infinie  par  ce  signe  oo  ;  ainsi 
nous  écrirons  que  a?  =  00  quand  v=v\ 

L'algèbre  nous  apprend,  par  cette  valeur  infinie  de  x\  que 
le  point  de  rencontre  est  alors  infiniment  éloigné  du  point  A, 
de  sorte  que  les  deux  mobiles  ne  se  rencontreront  jamais.  C'est 
en  effet  ce  qui  a  lieu,  car,  dans  l'hypothèse  actuelle  de  v=v', 
ils  doivent  toujours  être  à  la  distance  de  a  mètres  l'un  de 
l'autre. 

L'algèbre,  en  nous  donnant  pour  x  une  valeur  infinie,  nous 
indique  que  quand  v=v',  il  faudrait,  pour  vérifier  f  équa- 
tion [4],  y  remplacer  x  par  une  quantité  plus  grande  que  toute 
grandeur  assignable,  ce  qui  ne  se  peut  pas,  de  sorte  que  cette 
équation  exprime  alors  une  condition  qu'il  est  impossible  de  rem- 
plir, c'est-à-dire  qu'elle  est  absurde.  En  effet,  en  y  faisant -y =d', 

/T>  T»  (1 

elle  devient  -= ,  équation  absurde,  puisque  deux  frac- 
tions qui  ont  des  dénominateurs  égaux  et  des  numérateurs 
différents  ne  peuvent  pas  être  égales. 

138.  En  général,  lorsquen  assignant  certaines  valeurs  aux 
lettres  qui  entrent  dans  l'expression  de  l'inconnue  d'une  équation, 
on  trouvera  une  valeur  infinie  pour  cette  inconnue^  on  devra  en 
conclure  que  cette  équation  est  absurde. 

En  effet,  on  pourra  toujours  ramener  l'équation  proposée  à 

la  forme  Aa;=:B  (132),  d'où  Ton  tire  a?=  r-  Or,  si  A  se  réduit  à 
zéro  et  que  B  prenne  une  valeur  b,  qui  n'est  pas  nulle,  auquel 
cas  on  ^x=:-=zco ,  on  voit  que  l'équation  Aa?=B  ne  peut 


*  Si  toutefois  la  formule  [5]  est  applicable  au  cas  actuel;  et  il  est  permis 
d'en  douter,  car  lorsque  v=v',  il  n'est  plus  possible  de  tirer  la  valeur  de  x  de 
la  transformée  {v  —  v')x=av^  puisque  cette  équation  se  réduit  alors  à 
0  =  av. 
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être  vérifiée  par  aucune  valeur  de  x  ;  car  quelle  que  soit  la 
quantité  finie  que  l'on  substitue  à  x,  le  produit  de  zéro  par 
cette  quantité  sera  toujours  zéro,  et  ainsi  le  premier  membre 
ne  sera  pas  égal  au  second.  Donc  l'équation  Ax  =  B  est  ab- 
surde ;  mais  elle  n'est  qu'une  transformée  de  la  proposée,  donc 
celle-ci  l'est  aussi. 

,    Réciproquement,  si  une  èquatio7i  dément  absurde  pour  cer^ 
laines  valeurs  données  aux  lettres  qui  y  entrent^  la  formule  qui 
donne  la  valeur  de  Vincon7iue  se  réduira  à  Vinfini. 
En  effet,  on  pourra  toujours  ramener  l'équation  proposée  à 

•n 

la  forme  Aa? =B,  qui  donne  a?=^ ,  et  cette  équation  devra  être 

absurde,  comme  la  proposée,  dont  elle  n'est  qu'une  transfor- 
mée. On  ne  doit  donc  pas  pouvoir  en  tirer  de  valeur  pour  x, 
sans  quoi  on  la  vérifierait  en  y  remplaçant  x  par  cette  valeur; 
donc  il  faut  qu'elle  ne  renferme  pas  x,  ce  qui  exige  que  son 
coefficient  A  devienne  nul,  sans  que  B  le  soit,  car  alors  l'équa- 

T) 

lion  serait  identique.  Mais  alors  la  fraction  7  =  oo  ,  et  c'est  pré- 
cisément ce  que  nous  voulions  démontrer. 

159.  Si,  les  vitesses  des  deux  mobiles  étant  toujours  égales, 
on  suppose  qu'ils  partent  en  même  temps  du  môme  point  A, 
on  aura  alors  a  =  0,  et  par  conséquent  la  valeur  de  x  devien- 
dra g.  Ainsi,  pour  avoir  x,  il  faut  trouver  un  nombre  qui,  mul- 
tiplié par  zéro,  donne  pour  produit  zéro;  et  comme  tous  les 
nombres  satisfont  à  cette  condition,  on  est  porté  à  en  conclure 
que  S  est  en  général  le  symbole  d'une  quantité  indéterminée . 

Je  dis  en  général^  parce  qu'il  y  a  des  cas  où  une  fraction  peut 
avoir  une  valeur  déterminée,  bien  qu'elle  se  présente  sous  la 
forme  %.  Considérons  en  effet  l'expression 

x^  —  a^ 


a{x — a) 

qui  se  réduit  à  g,  lorsqu'on  suppose  que  x==a.  Nous  observe- 
rons que  le  numérateur  revient  à  {X'\-a){x—a') ,  de  sorte 
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qu'en  supprimant  le  facteur  x  —  a,  qui  est  commun  à  ses  deux 
termes,  on  aura 

X-  —  a^    __^  +  ^ ^J-i 

a{x  —  a)  a  a~^    ' 

Or,  si  en  partant  d'une  valeur  de  x  autre  que  a,  plus  grande 
par  exemple  que  cette  quantité ,  on  suppose  que  x  décroisse 
d'une  manière  continue ,  et  tende  à  s'approcher  de  a  d'aussi 

près  que  Ton  voudra,  les  quantités—- et  -+ 1  varieront, 

*•  -^  CL  \X~~^Cl}  Oj 

mais  en  restant  toujours  égales,  et  par  conséquent  leurs  limites 
seront  égales  (AritJi.,  257)  ;  or  on  peut  assigner  à  x  une  valeur 

X 

assez  rapprochée  de  a  pour  que  la  fraction -diffère  de  l'unité 
d'aussi  peu  qu'on  le  voudra,  de  sorte  que  la  limite  du  binôme 

-+1  est  1  +  1  =2;  donc 

cl 

a  {x  —  a) 

La  fraction  proposée  n'est  donc  pas  indéterminée;  sa  véritable 
valeur  est  2  quand  x  =  a,  et  on  voit  que  si,  pour  cette  valeur 
de  X,  elle  s'est  présentée  sous  la  forme  g,  c'est  parce  que  ses 
deux  termes  ont  un  facteur  commun  x  —  a,  qui,  s'anéantis- 
sant  dans  l'hypothèse  x  =  «,  masque  ainsi  la  véritable  valeur 
de  cette  fraction. 

140.  Il  suit  de  là  que,  si,  pour  une  certaine  hypothèse  faite 
sur  les  quantités  qui  entrent  dam  ses  deux  termes ,  une  fraction 
se  réduit  à  g,  on  ne  devra  rien  conclure  de  ce  résultat  ,  mais 
il  faudra  examiner  avec  soin  si  ses  deux  termes  n'ont  pas  un  fac- 
teur commun  qui  s'évanouisse  par  l'hypothèse  dont  il  s'agit.  Si 
l'on  découvre  un  pareil  facteur ^  il  faudra  le  supprimer,  et  faire 
ensuite  dans  la  fraction  simplifiée  V hypothèse  qui  avait  donné^^, 
et  on  aura  la  véritable  valeur  de  la  fraction  proposée.  Si  l'on  ne 
reconnaît  pas  la  présence  d'un  pareil  facteur ,  il  faudra  remonter 
à  V équation  dont  l'inconnue  est  exprimée  par  cette  fraction,  y 
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faire  les  hypothèses  qui  Vont  réduite  à  ^  et  résoudre  ensuite  la 

nouvelle  équation.  Si  cette  équation  est  une  identité  ,  comme  serait 

ax  +  b  =  ax  +  b ,  elle  est  indéterminée  ,  c'est-à-dire  qu'elle 

sera  satisfaite  par  toutes  les  valeurs  possibles  de  x  ;  donc  alors  g 

sera  effectivement  un  symbole  d'indétermination*» 

i41.  D'après  cela,  comme  il  n'y  a  pas  de  facteur  commun 

av 
aux  deux  termes  de  la  fraction „  nous  ferons  a=Oetv=:v' 

V — v 

dans  l'équation  [4],  et  comme  elle  se  réduira  à  l'identité  -  =-, 

nous  en  conclurons  que  la  valeur  de  x  est  complètement  in- 
déterminée. En  effet,  lorsque,  en  faisant  varier  aeiv,  a  tend 

av 
vers  zéro  et  v  vers  v',  les  deux  termes  de  la  fraction „ 

'  V — V 

tendant  chacun  vers  zéro,  indépendamment  l'un  de  l'autre,  on 
peut  assigner  à  ces  quantités  des  valeurs  aussi  peu  différentes 
de  zéro  que  l'on  voudra ,  et  de  sorte  que  leur  rapport  soit  en 
même  temps  égal  à  telle  quantité  que  l'on  aura  donnée. 

De  cette  détermination  de  x ,  nous  devons  conclure  que 
tous  les  points  de  la  route  sont  des  points  de  rencontre,  puis- 
qu'on peut  prendre  la  dislance  de  chacun  d'eux  au  point  A 
pour  une  solution  de  l'équation  [4].  Ce  résultat  est  d'accord 
avec  les  conditions  physiques  de  la  question,  car  les  hypothèses 
a=-Oeiv  =  v'  signifient  que  les  deux  mobiles  partent  en  môme 

*  Si  dans  les  expressions 
1 
a  111 

h 

on  suppose  que  les  quantités  a  et  &  deviennent  nulles ,  ces  expressions  se  ré- 
duiroîit  respectivement  à 

-g,       O.OO       et       OO—  00. 

Mais  si ,  avant  de  faire  a  =  0  et  b=rO,  on  commence  par  effectuer  les  opéra- 
lions  indiquées,  on  trouvera  qu'elles  se  présenteront  toutes  trois  sous  la 
forme  J):  de  sorte  que^l-,  O.oo  et  oo— oo  peuvent  aussi  être  des  symboles 
d'indétermination. 


DU  PREMIER  DEGRÉ.  87 

temps  du  même  point  et  avec  la  même  vitesse,  et  que  par  con- 
séquent ils  ne  pourront  jamais  se  séparer. 

Si,  les  vitesses  des  deux  mobiles  n'étant  plus  égales,  on  sup- 
pose encore  a  =  0,  la  valeur  de  a;  deviendra  ^^^^^  =0,  car  un 

produit  ne  peut  être  nul  à  moins  que  Tun  de  ses  facteurs  ne 
soit  zéro.  La  rencontre  se  fait  donc  au  point  A,  ce  qui  est 
évident. 

142.  3«  Cas.  Supposons  maintenant  'd<:o'.  Le  dénominateur 
de  la  valeur  de  x  est  alors  négatif  ;  et  comme  le  numérateur  est 
positif,  cette  valeur  est  négative.  C'est  donc  à  dire  que  la  distance 
du  point  A  au  point  de  rencontre  doit  être  comptée  à  gauche 
de  A,  sur  le  prolongement  de  BA  (22).  Or  ce  résultat  ne  peut 
s'accorder  avec  l'énoncé  du  problème,  puisqu'on  y  a  supposé 
que  le  mouvement  des  mobiles  était  dirigé  dans  le  sens  AB.  Il 
nous  indique  donc  1"  qu'i^  y  a  dans  cet  énoncé  une  condition 
impossible  à  remplir;  et,  en  effet,  il  est  évident  que  si  le  mo- 
bile parti  de  A  a  une  vitesse  moindre  que  l'autre,  il  ne  pourra 
jamais  l'atteindre,  s'ils  se  dirigent  de  gauche  à  droite  ;  2°  que 
pour  rectifier  l'énoncé  du  problème ,  il  faut  supposer  que  les^  deux 
mobiles  aillent  dans  le  sens  AB ,  et  dire  en  conséquence  :  Deux 
mobiles  partis  en  même  temps  des  points  k  et  B  parcourent  la 
droite  AB,  en  allant  dans  le  sens  BA;  leur  vitesse,  etc. 

Il  est  au  reste  facile  de  démontrer  que  pour  que  la  formule  [5] 
puisse  déterminer,  dans  tous  les  cas,  le  point  de  rencontre  des 
deux  mobiles,  il  est  indispensable  de  convenir,  comme  nous 
l'avons  fait  aun°  22,  que  des  quantités  affectées  de  signes  con- 
traires doivent  avoir  des  modes  d'existence  directement  con- 
traires. 

Revenant  en  effet  à  l'équation  [4] ,  j'observe  d'abord  que 
cette  équation  n'est  pas  absurde ,  bien  qu'elle  donne  pour  œ 
une  valeur  qui,  étant  négative,  n'a  aucun  sens,  si  l'on  ne 
veut  pas  admettre  a  priori  les  idées  que  nous  avons  émises 
sur  les  quantités  positives  et  négatives  ;  puisque  la  substitu- 
tion de  cette  valeur  négative  à  la  place  de  x  rendra  certai- 


88  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS 

nement  ses  deux  membres  identiques.  Il  faut  donc  que  l'énoncé 
du  proMème  renferme  quelque  condition  impossible  à  remplir 
par  une  valeur  positive  de  Xy  ou  bien  qu'en  mettant  le  pro- 
blème en  équation,  nous  ayons  fait  quelque  hypothèse  erronée 
sur  la  position  du  point  de  rencontre.  Or,  si  dans  l'équation  [4] 
on  change  xen  —  x,  on  ne  trouvera  plus,  en  la  résolvant,  un 
résultat  vide  de  sens ,  car  la  valeur  de  x  qu'on  en  tirera  sera 
égale  et  de  signe  contraire  à  celle  exprimée  par  la  formule  [5], 
c'est-à-dire  positive.  En  effet,  il  est  clair  que  changer  dans  une 
équation  rr  en  —  x,  puis  faire  dans  la  transformée  rc  =  a,  c'est 
la  môme  chose  que  de  substituer  immédiatement — a  à  la  place 
de  X  dans  la  proposée  ;  donc  û  x  =^  —  a  satisfait  à  celle  -  ci , 
X  z=:  -\-  a  satisfera  à  celle-là-  Par  conséquent ,  si  l'énoncé  du 
problème  est  vicieux,  il  suffira,  pour  le  rectifier,  de  changer  x 
en  —  X  dans  l'équation,  et  de  modifier  cet  énoncé  de  manière 
que  la  nouvelle  équation  en  soit  la  traduction  fidèle.  Cette  nou- 

velle  équation  est = -, — ,  ou,  en  changeant  les  signes 

des  deux  membres, 

""-  =  ^±f .  [6] 

Dans  cette  équation,  -  représente,  comme  nous  l'avons  vu,  le 
temps  qu'il  faut  au  mobile  parti  de  A  pour  aller  au  point  de  ren- 
contre :  donc       ,     représente  le  temps  qu'emploiera  l'autre 

mobile  pour  aller  du  point  B  à  ce  môme  point.  Mais  ce  temps 
se  calcule  en  divisant  l'espace  à  parcourir  par  la  vitesse;  donc, 
puisque  v'  est  cette  vitesse,  a;-)- a  est  cet  espace,  ce  qui  exige  que 
le  point  de  rencontre  soit  situé  à  gauche  de  A,  sur  le  prolonge- 
ment de  BA,  et  à  une  distance  de  A  marquée  par  la  valeur  de  a? 
tirée  de  l'équation  [6] ,  c'est-à-dire  par  la  valeur  absolue  de  x 
donnée  par  la  formule  [5].  Donc,  pour  rendre  cette  formule 
applicable  au  cas  o\iv<^v'  aussi  bien  qu'à  celui  oiiv'^v',  il 
faut  convenir  que  la  valeur  de  x  devant  être  portée  à  droite  du 
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point  A  sur  la  ligne  indéfinie  AB,  quand  elle  est  positive,  cette 
même  valeur  devra  être  portée,  au  contraire ,  à  gauche  du  point  A, 
lorsqu'elle  sera  négative,  c'est-à-dire  que  des  quantités  affectées 
de  signes  contraires  doivent  avoir  des  modes  d'existence  direc^ 
tement  contraires^  et  ce  sont  là  les  conventions  mêmes  que  nous 
avons  faites  au  n°  22. 

Quant  à  l'énoncé  du  problème,  il  est  erroné  en  ce  qu'il 
suppose  que  le  mouvement  des  mobiles  est  dirigé  de  gauche  à 
droite,  tandis  qu'il  doit  l'être  de  droite  à  gauche,  pour  que  leur 
rencontre  soit  possible,  et  il  est  en  conséquence  facile  de  recti- 
fier cet  énoncé. 

143.  Si,  au  lieu  de  faire  partir  les  deux  mobiles  des  points  A 
et  B,  on  suppose  qu'ils  se  meuvent  depuis  un  temps  indéfini, 
dans  le  sens  AB,  mais  qu'ils  arrivent  en  même  temps  aux  points 
A  et  B ,  /a  valeur  négative  trouvée  pour  x ,  lorsque  v  <!  v' ,  n'in- 
diquera plus  une  absurdité  dans  l'énoncé  du  problème;  car  on 
conçoit  que  les  deux  mobiles  étant  en  mouvement  depuis  un 
temps  indéfini,  dans  la  direction  AB,  celui  qui  arrive  en  B  à 
l'instant  où  l'autre  atteint  le  point  A,  a  dû,  à  une  certaine  épo- 
que, se  trouver  en  arrière  de  celui-ci,  dont  la  vitesse  est  moindre 
que  la  sienne,  et  le  rencontrer  par  conséquent  avant  son  arrivée 
au  point  A.  Cette  valeur  négative  provient  de  ce  qu'en  mettant 
le  problème  en  équation  nous  avons  fait  une  fausse  hypothèse, 
en  plaçant  le  point  de  rencontre  à  droite  de  A,  tandis  qu'il  doit 
être  à  gauche.  Et ,  en  effet ,  si  R'  représente  la  position  de  ce 
point  et  que  x  désigne  toujours  sa  distance  au  point  k,  x  -{-  a 
exprimera  la  distance  BR' ,  de  sorte  qu'en  écrivant  encore  que 
les  deux  mobiles  ont  mis  des  temps  égaux  pour  aller  de  ce 
point  R'  aux  points  A  et  B,  on  obtiendra  pour  l'équalion  du 
problème  actuel 

X  X  -\-  a 

V  d'     ' 

qui  n'est  que  l'équation  [6]  elle-même;  par  conséquent,  en  la 
résolvant,  nous  trouverons  une  valeur  égale  et  de  signe  contraire 
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à  celle  que  nous  avons  tirée  de  Téquation  [4],  c'est-à-dire  une 
valeur  positive,  puisque  v  est  supposé  <  v'. 

144.  Enfin  nous  observerons  qu'il  est  facile  de  rendre  la 
formule  [5]  applicable  au  cas'où  les  deux  mobiles  se  mouvraient 
en  sens  contraire  ;  car,  puisque  nous  regardons  comme  positives 
les  distances  mesurées  dans  le  sens  AB ,  il  est  clair  que  si  les 
mobiles  vont  à  la  rencontre  l'un  de  l'autre,  la  vitesse  de  celui 
qui  part  de  B  devra  être  actuellement  affectée  du  signe  — ,  et 
qu'ainsi  il  suffira  de  changer  dans  [4]  v'  en  —  v' ,  ce  qui  don- 
nera 

av 

CO    •—  j  7» 

C'est  effectivement  là  ce  ce  que  l'on  trouverait  en  traitant 
directement  la  nouvelle  question. 

145.  Concluons  donc  1°  que  la  valeur  négative  trouvée  pour 
l'inconnue  d'un  pi^oblème  peut  provenir  de  ce  que  son  énoncé 
renferme  une  condition  impossible  à  remplir  ;  que,  pour  recti- 
fier cet  énoncé,  il  faudra  changer  ^  en  —  x  dans  l'équation,  et 
modifier  Vénoncé  de  sorte  que  la  nouvelle  équation  en  soit  la 
traduction  fidèle;  et  qu  enfin  on  obtiendra  la  solution  du  pro- 
blème, en  attribuant  a  Vinconnue  un  mode  d'existence  directe- 
ment contraire  à  celui  qu'on  lui  avait  supposé. 

Si,  d'après  la  nature  des  conditio^is  physiques  de  la  question, 
Vinconnue  ne  pouvait  pas  admettre  ces  deux  modes  d'existence 
opposés ,  il  faudrait  rejeter  la  valeur  négative  trouvée ,  et  en 
conclure  que  le  problème  est  tout  à  fait  impossible. 

2"  Que  la  valeur  négative  trouvée  pour  Vinconnue  d'un  pro- 
blème peut  provenir,  non  d'une  absurdité  dans  Vénoncé,  mais 
d'une  fausse  hypothèse  qu'on  aurait  faite  en  le  mettant  en 
équation;  mais  qu'on  obtiendra  encore  la  solution  cherchée,  en 
attribuant  à  Vinconnue  un  mode  d'existence  directement  con- 
traire à  celui  qu'on  lui  avait  supposé. 

3°  Que  si  dans  Vénoncé  d'un  problème ,  renfermant  des  quan- 
tités qui  peuvent  avoir  des  modes  d'existence  directement  con- 
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traires,  quelques-^nes  d'entre  elles  viennent  à  être  comptées  duns 
un  sens  opposé  à  celui  qu'elles  avaient,  quand  V équation  de  ce  pro- 
blème a  été  établie,  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  former  directement 
une  nouvelle  équation  pour  le  nouveau  problème,  il  suffira  de 
changer,  dans  la  première,  le  signe  de  chacune  des  quantités,  dont 
le  mode  d'existence  aura  changé. 

On  n'a  pas  démontré  directement  et  d'une  manière  générale 
cette  propriété  des  signes  +  et  —  ;  on  ne  s'en  est  assuré  que 
par  un  grand  nombre  de  vérifications,  qui  heureusement  sont 
assez  variées  pour  qu'il  ne  puisse  exister,  dans  un  esprit  juste, 
aucun  doute  sur  l'exactitude  de  cette  propriété  essentielle. 

i46.  Nous  avons  vu  que  quand  v<C,v',  la  formule  [5]  donne 
pour rc une  valeur  négative  :  or,  si  l'on  suppose  quet^'  diminue, 
les  valeurs  correspondantes  de  x  restent  négatives,  mais  aug- 
mentent numériquement  jusqu'à  l'intini,  ce  qui  a  lieu  quand 
v'=^v.  Ainsi,  suivant  que  v'  décroîtra  jusqu'à  devenir  égal  à  v, 
ou  que  c'est  v  qui  diminuera  jusqu'à  devenir  égal  à  v',  la  valeur 
de  X  tendra  vers  Vinfini  négatif  ou  vers  Vinfini  positif.  Mais  si 

av 
l'on  considérait  l'une  ou  l'autre  des  deux  expressions  .   ,.^ 

et  — /-^TTTaî  îa  valeur  de  la  première,  correspondante  à  l'hy- 
pothèse V  =  v',  serait  +  co  ,  et  celle  de  la  seconde  —  oo  ,  car 
l'une  reste  toujours  positive  et  l'autre  toujours  négative,  quel- 
que valeur  que  l'on  attribue  à  v\ 

147.  Nous  insistons  sur  ces  valeurs  infinies  de  l'inconnue 
d'un  problème  ;  car,  bien  qu'elles  soient  un  signe  certain  de 
l'impossibihté  de  l'équation  d'où  elles  dérivent  (158),  il  peut 
arriver,  au  contraire,  qu'elles  fournissent  la  seule  solution  dont 
la  question  proposée  soit  susceptible.  Les  problèmes  de  géomé- 
trie, résolus  à  l'aide  des  méthodes  algébriques,  en  fournissent 
de  nombreux  exemples. 

Supposons  que  l'on  veuille  mener  une  droite  qui  touche  exlé- 
rieurement  deux  cercles  donnés  :  si  l'on  prend  pour  inconnue  la 
distance  x  du  centre  de  la  plus  grande  circonférence  au  point 
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OÙ  la  droite,  qui  joint  les  centres,  est  rencontrée  par  cette  tan- 
gente commune,  on  trouvera  facilement 

dK 


X- 


R 


en  désignant  par  d  la  distance  des  deux  centres  et  par  R  et  r  les 
deux  rayons.  Or,  si  l'on  suppose  R=:r,  il  vient  ic=  co  .  C'est 
donc  à  dire  que  la  tangente  demandée  ne  rencontre  pas  la 
droite  qui  joint  les  centres  et  que  par  conséquent  elle  lui  est 
parallèle.  Donc,  pour  résoudre  le  problème  proposé,  lorsque 
les  deux  circonférences  sont  égales,  il  suffit  de  mener  à  l'une 
d'elles  une  tangente  parallèle  à  la  droite  qui  passe  par  les  cen- 
tres. Ainsi  la  valeur  infinie  trouvée  pour  x  a  fourni  la  seule 
solution  dont  le  problème  fût  susceptible. 

148.  Problème  III.  Deux  robinets  peuvent  remplir  un  bassin j 
le  premier  en  a  heures,  et  le  second  en  b  heures,  et  un  orifice,  pra- 
tiqué dans  sa  partie  inférieure,  peut  le  vider  en  c  heures.  On  ouvre 
en  même  temps  les  robinets  et  V orifice,  et  on  propose  de  trouver  en 
combien  d'heures  le  bassin  sera  rempli. 

Soit  X  le  nombre  d'beures  cherché.  Il  est  clair  que,  si  de  la 
partie  du  bassin  qui  serait  remplie  par  les  deux  robinets  en 
X  heures,  nous  retranchons  celle  qui  est  vidée  par  l'orifice, 
dans  le  même  temps,  le  reste  devra  être  égal  à  la  capacité  du 
bassin. 

Or  les  parties  du  bassin  qui  sont  remphes  par  chaque  ro- 
binet sont  proportionnelles  aux  temps  employés  à  les  remplir; 
ainsi,  en  prenant  la  capacité  du  bassin  pour  unité,  on  calculera 
la  partie  y  du  bassin  que  le  premier  robinet  remplira  en  x 
heures,  en  posant  la  proportion 

'^      a 
On  verra  de  même  qu'eue;  heures  le  second  robinet  remplira 
une  partie  du  bassin  marquée  parp  et  que  l'orifice  en  videra 
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x 
une  partie  représentée  par  -.  L'équation  du  problème  sera 

c 

donc 

d'où  l'on  tirera  facilement 

abc  ^^^ 

x= r-T T.  [8] 

ac-\'bc — ab 

Si  l'on  veut  déduire  de  cette  formule  le  temps  qu'il  faudrait 
aux  deux  robinets  pour  remplir  le  bassin,  s'il  n'y  avait  pas 
d'orifice,  on  supposera  que  les  dimensions  de  cet  orifice  dimi- 
nuent graduellement  jusqu'à  devenir  nulles,  et  il  est  clair  que 
c  augmentera  au  contraire  indéfiniment,  et  vice  versa.  Donc 
il  faudra  chercher  vers  quelle  hmite  tend  la  formule  [8],  lorsque 
c  tend  à  devenir  plus  grand  que  toute  quantité  assignable.  Pour 
y  parvenir,  j'observe  que  c  entrant  à  la  fois  dans  les  deux  ter- 
mes de  cette  fraction,  on  ne  pourrait  pas  reconnaître  comment 
elle  varie,  lorsque  c  augmente  :  en  conséquence  je  divise  ces 
deux  termes  par  c,  ce  qui  donne 

a4-b 

'  c 

et,  sous  cette  forme,  on  voit  que,  c  croissant  sans  cesse,  le  terme 

ab  ,.    . 

—  diminue  constamment.  Or  on  peut  assigner  à  c  une  valeur 

c 

assez  grande  pour  qu'il  devienne  plus  petit  que  toute  quantité 
donnée  ;  sa  limite  est  donc  zéro  ;  donc  la  limite  de  la  fraction  [9] 

est  -377.  Telle  est  donc  l'expression  du  temps  que  les  deux 

robinets  mettraient  à  remplir  le  bassin,  en  coulant  ensemble, 
s'il  n'y  avait  pas  d'orifice. 

149.  Ainsi,  quand  on  voudra  trouver  la  limite  vers  laquelle  tend 
une  fraction  lorsque  l'une  des  quantités  qui  entrent  dans  ses  deux 
termes  tend  vers  V infini ,  on  les  divisera  par  cette  quantité ^  à  laquelk 
on  donnera  ensuite  une  valeur  infinie. 
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150.  Il  suit  du  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  que  si 

c<— — 7,  le  bassin  ne  pourra  pas  être  rempli,  puisqu'il  aura 

été  vidé  par  l'orifice  en  moins  de  temps  que  les  robinets  ne 
mettront  à  le  remplir.  C'est  ce  qu'indique  la  formule  [8],  car 

de  l'inégalité  c<     ,  i^on  tire  évidemment  ac-\-hc<iah\  ainsi 

le  dénominateur  de  la  valeur  de  x  étant  négatif,  tandis  que 
son  numérateur  est  positif,  cette  valeur  est  négative.  Or  x  re- 
présente une  quantité  qui,  dans  la  question  actuelle,  ne  peut 
pas  avoir  des  modes  d'existence  opposés,  de  sorte  qw'um  va- 
leur négative  de  x  n'ayant  point  de  sens,  elle  est  un  signe  de  impos- 
sibilité du  problème,  lorsque  c  <[  — j-r- 

Toutefois  si  l'on  veut  savoir  de  quel  problème  analogue  à 
celui  que  nous  traitons  la  valeur  absolue  de  x  fournit  la  solution, 
on  changera  a;  en  —  x  dans  l'équation  [7],  qui  deviendra  ainsi 

X X ^__ 

c      a       b         ' 

1,   ,  abc 

•1°"  «'=aT=^ïï3ï-,;  [10] 

puis  on  modifiera  l'énoncé  de  manière  que  la  nouvelle  équation 
en  soit  la  traduction  exacte.  La  formule  [10]  résout  donc  cette 
question  :  Un  robinet  peut  remplir  un  bassin  en  c  heures,  et  deux 
orifices ,  pratiqués  dans  sa  partie  inférieure,  peuvent  le  vider,  Vun 
en  a  heures  et  Vautre  en  b  heures.  En  combien  de  temps  sera-t-il 
rempli ,  si  Von  ouvre  en  même  temps  le  robinet  et  les  deux  ori- 
fices? 

%  II.  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  PLUSIEURS 
INCONNUES. 

151.  Il  arrive  souvent  que  les  problèmes  renferment  plu- 
sieurs inconnues,  qui  sont  liées  les  unes  aux  autres  par  des  re- 
lations assez  faciles  à  saisir  pour  que,  l'une  d'elles  étant  connue, 
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on  puisse  facilement  calculer  toutes  les  autres  ;  dans  ce  cas, 
le  problème  peut  être  traité  comme  s'il  n'y  avait  réellement 
qu'une  seule  inconnue.  C'est  ce  que  nous  avons  fait  pour  les 
problèmes  qui  ont  été  résolus  auxn"  4,  3  et  154.  Mais  il  n'en 
est  pas  toujours  ainsi,  et  les  relations  dont  il  s'agit  sont  quel- 
quefois très-difficiles  à  démêler  ;  dans  ce  cas,  il  est  préférable 
de  faire  entrer  toutes  les  inconnues  dans  le  calcul,  en  repré- 
sentant chacune  par  une  lettre  particulière.  De  cette  manière 
on  est  conduit  à  résoudre  un  système  composé  de  plusieurs 
équations  entre  plusieurs  inconnues.  Nous  allons  examiner 
comment  on  y  peut  parvenir. 

lo2.  Nous  supposerons  d'abord  que  les  inconnues  soient  en 
môme  nombre  que  les  équations,  et  pour  commencer  par  le 
cas  le  plus  simple,  nous  nous  proposerons  de  résoudre  deux 
équations  à  deux  inconnues  x  et  y. 

Quelle  que  soit  une  pareille  équation,  on  pourra  toujours  la 
ramener  à  la  forme 

ax-{-bij=k, 

car  il  suffira,  pour  cela,  après  avoir  fait  évanouir  les  dénomi- 
nateurs(iô2),  s'ily  en  a,  de  transposer  danslesecond  membre 
tous  les  termes  indépendants  des  inconnues,  et  dans  le  premier 
tous  ceux  qui  renferment  ces  inconnues;  puis  de  faire  la 
réduction,  ce  qui  ramènera  l'équation  proposée  à  la  forme 
ax-{-bij  =  k,  si  elle  est  numérique  ;  et  si  elle  est  littérale,  il  n'y 
aura  qu'à  mettre  a;  et  y  en  facteurs  communs  des  quantités 
qu'elles  multiplient,  pour  la  réduire  à  la  forme  dont  il  s'agit. 
Soient  donc 

ax-{-by  =  k,  [11] 

a'x-{-b'y=k',  [12] 

les  deux  équations  à  résoudre.  Il  est  clair  que  si  l'on  connaissait 
la  valeur  de  x  par  exemple,  qui,  conjointement  avec  une  cer- 
taine valeur  de  y  satisferait  à  ces  équations,  on  n'aurait  qu'à 
remplacer  x  par  cette  valeur  dans  l'une  ou  l'autre  des  équa- 
tions [11]  et  [12],  et  on  en  tirerait  facilement  la  valeur  corres- 
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pondante  de  y,  puisque  cette  équation  étant  du  premier  degré 
ne  peut  déterminer  qu'une  seule  valeur  de  y  correspondante  à 
une  valeur  donnée  de  x.  Toute  la  difficulté  est  donc  ainsi  rame- 
née à  déduire  des  deux  équations  proposées  une  équation  qui,  ne 
renfermant  pas  l'inconnue  y,  détermine  toutes  les  valeurs  dont 
l'autre  inconnue  x  est  susceptible.  C'est  ce  qu*on  appelle  éliminer 
Vinconnue  y  entre  ces  équations.  L* élimination  d'une  inconnue 
entre  deux  équations  peut  s'effectuer  par  trois  procédés  que 
nous  exposerons  successivement,  et  qui  sont  connus  sous  les 
noms  de  méthode  d' élimination  par  substitution,  par  réduction 
Qipar  LES  facteurs  indéterminés. 

155.  Méthode  d'élimination  par  substitution.  Si  l'on  re- 
garde pour  un  instant  x  comme  connue,  on  pourra  tirer  de 
l'une  des  équations  proposées ,  de  la  première  par  exemple, 

la  valeur  de  y  (152), 

k—-ax  r,_-i 

y=-—Y-y  [13] 

et  il  est  clair  qu'en  substituant  cette  valeur  de  y  dans  l'autre 
équation  [12],  l'élimination  de  y  sera  effectuée.  L'équation  ré- 
sultante est 

a'x  +  h',^^^:^  =  k',  [14] 

et  je  dis  que  le  système  des  équations  [13]  et  [14]  est  équivalent 
à  celui  des  équations  [11]  et  [12],  c'est-à-dire  que  les  solutions 
de  l'un,  sont  les  mômes  que  celles  de  l'autre.  En  effet,  soient 
a;  =  a  et  y  =  p  un  couple  de  valeurs  de  a;  et  de  y  qui  satisfont 
aux  équations  [11]  et  [12]  :  ce  couple  vérifiera  évidemment 
l'équation  [13]  qui  n'est  qu'une  transformée  de  l'équation  [11], 

de  sorte  qu'en  faisant  a;  =  a  la  quantité  — r— se  réduira  à  (3  ; 

par  conséquent,  en  remplaçant  x  par  a  dans  l'équation  [14], 
on  trouvera  le  même  résultat  qu'en  faisant  a;  =  a  et  7/  =  /3  dans 
l'équation  [12]  ;  mais  la  substitution  de  ces  valeurs  a  et  p,  à  la 
place  de  a;  et  de  y  dans  [12],  vérifie  cette  équation  ;  donc  l'équa- 
tion [14]  sera  aussi  vérifiée,  lorsqu'on  y  remplacera  x  par  a. 
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Donc  toute  solution  des  équations  [11]  et  [12]  satisfait  aux  équa- 
tions [13]  et  [14].  Je  dis  maintenant  que  la  réciproque  est  vraie  : 
car  si  x  =  c(.  et  y=,S  sontim  couple  de  ^aleu^s  qui  vérifient  les 
équations  [13]  et  [14],  ce  couple  satisfera  nécessairement  à 
l'équation  [11]  qui  n'est  qu'une  transformée  de  l'équation  [13]. 

Mais  nous  supposons  que  la  fraction — r —  se  réduit  à  p  quand 

onyremplaceojpara  :  donc  en  faisant  ir=a  dans  l'équation  [14], 
on  trouvera  le  même  résultat  qu'en  remplaçant  x  et  y  par  a 
et  S  dans  [12];  or  l'équation  [14]  est  vérifiée  par  a;  =  a,  donc 
l'équation  [12]  le  sera  par  x=ciet  y  =  ^;  donc  les  solutions  des 
équations  [11]  et  [12]  sont  identiquement  les  mêmes  que  celles 
des  équations  [13]  et  [14];  de  sorte  qu'au  lieu  de  résoudre  le 
premier  système,  il  n'y  a  qu'à  résoudre  le  second,  ce  qui  est 
facile. 

L'équation  [14]  ne  renfermant  que  la  seule  inconnue  x,  on 
en  tirera  successivement  (152) 

ba'x-\-kb'  — ab'x  =.  bk\ 

{ba' — ab')x=bk' — kb\ 
bk'-^kb' 

^-Wllâb"  f^^î 

Je  substitue  maintenant  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  [13], 
ce  qui  donnera 

,      abk' — akb'      bka' — akb' — abk' -\- akb' 


ba'  —  ab'  ba' — ab 

y= 6 = —b • 

En  faisant  les  réductions,  le  numérateur  de  cette  dernière 
expression  de  la  valeur  de  y  devient  bka'  —  abk\  quantité  qui 
est  divisible  par  b.  On  aura  donc  enfin 

ka' — ak'  ..^^ 

On  ne  trouve  ainsi  qu'un  seul  couple  de  valeurs  pour  x  et 
pour  y,  parce  que  l'équation  [14],  qui  est  du  premier  degré 
G.  7 
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par  rapport  à  x,  ne  peut  donner  qu'une  seule  valeur  pour  cette 
inconnue,  et  que  l'équation  [13]  ne  fournit,  par  la  même  rai- 
son, qu'une  seule  valeur  pour  y  ;  de  sorte  que  le  système  des 
équations  [13]  et  [14]  ne  pouvant  admettre  qu'un  seul  couple 
de  valeurs  de  x  et  de  y,  il  en  est  nécessairement  de  même  du 
système  des  équations  [1 1]  et  [12],  qui  lui  est  équivalent. 
154.  Exemple.  Résoudre  les  deux  équations 

3^__  j/ ^__£     y 

10       15        9~12       Î8' 

3         12       15^     10 

Je  commence  par  les  ramener  à  la  forme  des  équations  [11]  et 
[12],  et,  pour  cela,  je  fais  d'abord  évanouir  les  dénominateurs, 
ce  qui  donne 

bkx  —  Uy  —  SO^lhx—lOy, 
l20x  —  lQ0z=^x—ky  -f-66. 

Ces  équations  reviennent  aux  suivantes  : 

39a;— 2i/==   80^ 
115a7+4y  =  226)  '■^'^^ 

Je  tire  de  la  première  de  ces  deux  équations 

39a?  — 80 

y= — 2 — , 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  y  dans  la  seconde,  je  trouve 

11557+780;  — 160  =  226,   d'où   x=2. 

Je  remplace  i»  par  2  dans  l'expression  précédente  de  y,  et  il  en 
résulte  y= — 1,  de  sorte  que  a?  =^2  et  y= —  1  forment  la 
solution  des  équations  proposées. 

lo5.  On  pourrait  encore  résoudre  les  deux  équations  numé- 
riques que  nous  venons  de  considérer,  à  l'aide  des  formules 
générales  [15]  et  [16].  En  comparant  en  effet  leurs  transfor- 
mées [17]  aux  équations  littérales  [11]  et  [12],  on  verra  que, 
pour  identifier  celles-ci  avec  elles,  il  n'y  aura  qu'à  faire 

a=39,  6=— 2,  k=80,  a'==llb,  b'=k,  fe'=226, 
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et  substituer  ensuite  ces  valeurs  dans  [15]  et  dans  [16],  ce  qui 
donnera 

__  — 2.226— 4.80_         _       80.115— 39. 226_ 
^""—2.115  —  4.39""   '^"^    —2.115—   4.    39"""   * 

lo6.  MÉTHODE  d'Élimination  PAR  RÉDUCTION.  Si  les  coefficients 
de  l'inconnue  y,  que  nous  voulons  éliminer,  étaient  égaux,  il 
est  évident  qu'en  additionnant  ou  en  soustrayant  les  équations 
proposées,  membre  à  membre,  suivant  que  ces  coefficients 
seraient  affectés  de  signes  contraires  ou  de  signes  semblables, 
l'élimination  de  y  serait  effectuée.  Tachons  donc  de  rendre  égaux 
les  coefficients  de  cette  inconnue. 

Si  les  coefficients  de  y  sont  premiers  entre  eux,  nous  multi- 
plierons chacune  des  équations  proposées  par  le  coefficient 
que  cette  inconnue  a  dans  l'autre,  et  nous  aurons  évidemment 
atteint  notre  but. 

Si  les  coefficients  de  y  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  nous 
chercherons  leur  plus  simple  multiple  (Arithmétique ,  95),  et  il 
suffira  de  multiplier  chaque  équation  par  le  quotient  obtenu 
en  divisant  ce  plus  simple  multiple  par  le  coefficient  que  y  a 
dans  cette  équation. 

Supposons  donc,  pour  fixer  les  idées,  que  b  et  ?>' soient  deux 
nombres  premiers  entre  eux;  nous  mulfiplierons  réquation[ll] 
par  5',  l'équation  [12]  par  b,  et,  en  soustrayant  membre  .à 
membre  les  deux  équations  résultantes,  on  trouvera 

iab'—ba']  x=  kb'—  bk\  [18] 

et  je  dis  q\ïau  système  des  équations  [11]  et  [12]  on  peut  substi- 
tuer le  système  des  équations  [11]  et  [18].  Pour  le  faire  voir  fa- 
cilement, supposons  que,  dans  chacune  des  équations  propo- 
sées, on  ait  fait  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre, 
et  représentons  par  A  =  0  et  par  A'  =  0  ce  que  deviennent 
ainsi  les  équations  [11]  et  [12];  l'équation  [18]  pourra  ainsi  être 
ramenée  à  kb' — A'5  =  0,  et  il  s'agira  de  démontrer  que  le 

A  =0  'i 
système  des  équations  .  ,__q  [est  équivalent  à  celui  des  équa- 
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tions  .,f A'/,_o  r  ^^  ^^  ^^*  ^^^^^  ^^^  ^^^*  couple  de  valeurs 

de  a;  et  de  y  qui  vérifiera  les  équations  du  premier  système, 
vérifiera  aussi  celles  du  second,  puisque,  par  la  substitution  de 
ces  valeurs  au  lieu  de  x  et  de  y,  les  polynômes  A  et  A'  deve- 
nant nuls,  Ab'  —  A'b  le  deviendra  aussi.  Réciproquement,  tout 
couple  de  valeurs  de  x  et  de  y  qui  satisfait  au  second  système, 
anéantissant  A,  ne  pourra  satisfaire  à  l'équation  Ab' — A'b  =  0, 
sans  anéantir  A'b  et  par  conséquent  A',  puisque  b  est  un  nom- 
bre; donc  ce  couple  vérifiera  les  équations  A  =  0  et  A'=0  du 

A  =  0  "i 
premier  système.  Donc  enfin  les  solutions  du  système  *-  __a  ( 

sont  les  mêmes  que  celles  du  système  a  /  '_  a'/)  —  o  !  * 

On  tirera  donc  de  l'équation  [18]  la  valeur  de  x,  et,  en  la 
substituant  dans  l'équation  [11],  on  en  déduira  la  valeur  cor- 
respondante de  y.  Nous  n'entrerons  pas  dans  les  détails  de  ce 
calcul,  qui  ne  saurait  présenter  de  difficultés. 

157.  Dans  la  pratique,  il  sera  souvent  plus  commode,  pour 
avoir  y,  d'éliminer  a;  entre  les  deux  équations  proposées,  et  de 
tirer  de  l'équation  résultante  ^pà  otîs 

(ab'  —  ba')y  =  ak''--ka'  fl9] 

la  valeur  cberchée  de  y.  Mais  il  faut  alors  démontrer  que  le 
système  des  équations  [18]  et  [19]  est  équivalent  à  celui  des 
équations  [11]  et  [12].  Pour  le  faire  le  plus  simplement  possi- 
ble, nous  observerons  qu'en  ramenant  les  proposées  à  la  forme 

A=0    et    A'=0, 
les  équations  [18]  et  [19]  reviendront  aux  suivantes 
Ab'  —  A'b  =  0    et   A'a— Aa'=0. 
D'abord  il  est  évident  que  tout  couple  de  valeurs  de  x  et  de  y, 
qui  satisfait  au  premier  système,  satisfait  aussi  au  second.  On' 
voit  ensuite  que  tout  couple  de  valeurs  qui  vérifie  les  équations 
Ab'—  A'b  =0  et  A'a —  Aa'  =  G  satisfait  aussi  à  l'équation 
a(Afe'— A'6)  +  6(A'a  — Aa')=0, 
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que  l'on  obtient  en  les  traitant  comme  si  on  voulait  éliminer  le 
polynôme  A'  entre  elles  (loGj  ;  donc  ce  couple  doit  aussi  véri- 
fier l'équation  ...0,0^ 

A{ab'  —  ba')  =  0 

à  laquelle  celle-ci  se  réduit  :  mais  comme  nous  supposons  ex- 
pressément  que  ab'  —  ba'  n'est  pas  nul,  sans  quoi  on  ne  pourrait 
pas  tirer  des  équations  [18]  et  [19]  les  valeurs  de  x  et  de  y,  il 
faut  que  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  A  anéantisse  ce  po- 
lynôme. Par  conséquent,  ce  même  couple  ne  peut  vérifier  Tune 
ou  l'autre  des  équations  A6'  —  K'b  =  0  et  X'a — Aa  =  0  sans  anéan- 
tir A'  ;  donc  il  satisfait  au  système  A  ==  0  et  A':=f  O^;:conc,,etc.{ 
lo8.  Exemple.  Résoudre  les  équations        .'?m  ;tissoKï.'iii-^<x'^v*Y. 

kx  —  3y  -—  7  _  5^  _  2^  _  5  '  ' 

5  "~"  TÔ~~T5  ~~6' 
y—l        X        3|/  _y—x    j    ^    I     1 

3      "^  2    .    20  15     "^  6  "■    10'  '^'^''^ 

En  faisant  évanouir  les  dénominateurs,  réduisant  et  transpo- 
sant, on  trouvera  .  -    ,      . 

15:r-14y=17| 

240-+     7î/=86J  *-     ^ 

J'élimine  y  entre  ces  deux  équations ,  et  comme  14  est  lui- 
même  le  plus  petit  multiple  des  coefficients  de  cette  inconnue, 
il  suffira,  pour  y  parvenir,  d'ajouter  aux  deux  membres  de  la 
première  les  produits  respectifs  des  deux  membres  de  la  se- 
conde par  2,  ce  qui  donnera 

63a;  =  189,     d'où    x  =  3. 

Je  substitue  cette  valeur  de  x  dans  Tune  des  équations  [20], 
dans  la  première  par  exemple,  et  il  vient  ainsi 

45  —  17 


45  — 14?/ =17,     d'où     y  = 


14 


Au  lieu  de  substituer  ainsi  la  valeur  trouvée  pour  x  dans  Tune 
des  équations  [20],  on  aurait  pu  éliminer  x  entre  elles  (i37). 


102  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS 

Le  plus  petit  multiple  des  coefficients  de  cette  inconnue  étant 

120 
120,  on  multipliera  la  première  équation  par  -— -  =  8,  la  se- 

120 
conde  par  -^  =  5,  et  en  retranchant  membre  à  membre  les 

équations  résultantes,  on  trouvera 

(U2  +  35)y  =  430— 136, 
ou  bien 

294 
147y  =  294,     d'où    ^=—=2. 

.^  159.  Il  esjl  maintenant  facile  de  résoudre  m  équations  du 
prenû&  Hcgfépûtre  m  inconnues.  Pour  cela  ,  on  commencera  par 
--'  ^çiire^' évanouir  les  dénominateurs  ^  s'il  y  en  a,  puis  on  transpo- 
"  "'Vëra  dans  un  sevl  membre  tous  les  termes  qui  contiennent  les 
inconnues  f  et  on  fera  passer  tous  ceux  qui  en  sont  indépendants 
dans  Vautre  membre,  de  sorte  que  les  équations  proposées  seront 
ramenées  à  la  forme 

ax  -{-  by  -{-  cz -{-  du -{- .  . , .  =  k. 
Cela  fait ,  on  éliminera  l'une  des  inconnues  successivement 
entre  Vune  de  ces  équations  et  chacune  des  autres,  ce  qui  don- 
nera (m  —  1  )  équations  entre  les  (m  —  1  )  autres  inconnues  ;  on 
éliminera  de  même  une  de  ces  (m  —  1)  inconnues  successivement 
entre  Vune  des  (m  —  1)  équations  que  l'on  vient  d'obtenir  et 
chacune  des  autres,  ce  qui  donnera  (m  —  2)  équations  entre  les 
(m  —  2)  autres  inconnues;  et,  en  continuant  ainsi,  on  parvien- 
dra à  3  équations  à  trois  inconnues,  puis  à  2  équations  à 
deux  inconnues ,  et  enflai  à  une  équation  à  une  seule  inconnue. 
On  résoudra  cette  dernière  équation,  et,  on  substituera  la  valeur 
trouvée  pour  son  inconnue,  dans  Vune  des  deux  équations  à 
deux  inconnues ,  ce  qui  fera  connaître  la  valeur  d'une  seconde 
inconnue.  En  substituant  ensuite  les  deux  valeurs  trouvées, 
dans  Vune  des  trois  équations  à  trois  inconnues,  on  obtiendra  la 
valeur  d'une  '^oisième  inconnue  ;  puis  on  trouvera  de  la  même 
manière  celle  d'une  quatrième  inconnue,  et  ainsi  de  suite  en 
remontant. 
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Pour  justifier  cette  règle,  il  suffit  de  démontrer  que  le 
système  des  équations  proposées  est  équivalent  au  système 
formé  de  l'une  d'elles,  de  l'une  des  (m —  1)  équations  à  (m  —  1) 
inconnues,  de  l'une  des  (m  —  2)  équations  à  (m  —  2)  incon- 
nues,.... de  l'une  des  deux  équations  à  deux  inconnues,  et 
enfin  de  l'équation  à  une  seule  inconnue.  Supposons,  pour  le 
faire  voir,  qu'on  ait  fait  passer  tous  les  termes  dans  le  premier 
membre,  ce  qui  réduira  le  second  à  zéro,  et  représentons  les 
équations  résultantes  par 

A=:0,  Ai  =  0,  A2=0,....A^_i  =  0.  [21] 

Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  effectue  l'éfimination 
de  l'une  des  inconnues  entre  l'équation  A  =  0  et  chacune  des 
autres,  par  la  méthode  de  réduction,  et  j'appelle  a^  a^  a,,.... 
a,»_i,  les  coefficients  de  cette  inconnue  dans  les  proposées.  Les 
(m — 1)  équations  à  (m — 1)  inconnues,  qui  proviendront  de  cette 
éUmination,  seront  ainsi  représentées  par 
Aai — Aia  =  0,  Aoa — Aa^^O, —  Aa„_i — A^_ia  =  0;  [22] 
et  je  dis  qu'au  système  des  équations  [21]  on  peut  substituer  le 
système 

A=:0,  Agi — Aia=:0,  Aûfa — As^^O, 

Aa,n-i  —  Am-ia  =  0,  [23] 

formé  de  l'une  des  proposées  et  des  (m —  1)  équations  qu'on 
vient  d'obtenir.  Il  est  évident  en  effet  que  tout  système  de  va- 
leurs des  inconnues  qui  satisfait  aux  équations  [21]  satisfait  aussi 
aux  équations  [23];  réciproquement,  tout  système  de  valeurs 
des  inconnues  qui  vérifie  les  équations  [23],  devant  anéantir 

les  polynômes  A  et  Aû^i  —  Aia,  Aag  —  Aga, Aa^_,  —  A«_ia, 

devra  nécessairement  réduire  A,,  A,, A;„_i  à  zéro,  car  a 

n'est  pasnul;  donc  le  système  [23]  est  équivalent  au  système  [21]. 
Si  maintenant  on  éfimine  une  des  inconnues  qui  entrent  dans 
les  équafions  [22]  entre  l'une  d'elles  et  chacune  des  autres,  on 
obtiendra  (m  —  2}  équations  à  (?7i  —  2}  inconnues 

B  =  0,    Bi=0,  B2=:0,....  B«_3=r0, 
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et  on  prouvera,  comme  tout  à  l'heure,  que  le  système  des 
équations  [22]  peut  être  remplacé  par  celui  des  équations 

Afli-— Aia=:0,  B=:0,  Bi  — 0,.,..  B^_3  =  0, 

et  que,  par  conséquent,  celui  des  équations  proposées  est  équi^ 
valent  au  système  des  équations 

A  =  0,   Aai  — Aia=0,  B  =  0,   Bi=:0, . . ..  B„»_3=0, 

et  en  continuant  ainsi,  on  parviendra  à  démontrer  la  proposi- 
tion que  nous  voulons  établir. 
160.  Exemple  I.  Bésoudre  les  équations 

7  14"*~6       2l"^3* 

Je  fais  évanouir  les  dénominateurs,  je  transpose,  et  il  vient 

10iC+  15^  —  24^  =  41, 
15^— 12y+16^=10, 
18a;— 14?/—   7^  =  — 13. 

J'élimine  actuellement  x  entre  la  première  et  la  seconde,  ce  qui 
se  fait  en  multipliant  l'une  par  6,  l'autre  par  4,  et  en  les  re- 
tranchant membre  à  membre;  puis  entre  la  seconde  et  la  troi- 
sième, et  pour  cela  je  multiplie  la  seconde  par  6,  la  troisième 
par  5,  et  je  retranche  ensuite  les  deux  équations  résultantes 
membre  à  membre.  De  cette  manière  je  remplace  le  système 
des  équations  proposées  par  le  système  suivant  : 

10a;+15y—  24^=  41, 
138?/  — 208ir  =  206, 
—  2î/  +  13U  =  125. 

L'élimination  de  y  entre  les  deux  dernières  donne 

9831:S=:9831,     d'où     z=:l. 

En  substituant  cette  valeur  dans  la  troisième  des  équations  pré- 
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132 125 

cédentes,  on  trouvera  y  — =3,  et  enfin,  au  moyen 

de  la  première,  on  obtiendra  3  pour  valeur  de  x. 
Exemple  II.  Résoudre  les  équations 

Zx—ky-\-  35  +  3U  — 6w=  11, 
3a? — 5î/  +  2:r — 4tt:=ll, 
lOy—  2>z-\-^u —  2u  =  2, 
^z+ku  +  2v  —  2a;=  3,  ^  q^  ^Hikil 

6i4— 3i'+ 4a;— 2i/=6. 

Comme  la  première  de  ces  équations  est  la  seule  qui  renferme 
les  cinq  inconnues,  nous  allons  tâcher  d'éliminer  une  d'elles,  u 
par  exemple,  entre  la  première  et  les  trois  dernières,  et  nous 
pourrons  ainsi  remplacer  le  système  des  équations  proposées 
par  le  système  formé  des  trois  équations  ainsi  obtenues,  de  la 
seconde  et  de  l'une  des  autres.  J'élimine  donc  i)  successivement 
entre  la  première  et  la  dernière,  entre  la  troisième  et  la  qua- 
trième, et  entre  la  quatrième  et  la  cinquième,  de  sorte  que  je 
substitue  au  système  des  équations  données,  le  suivant  : 

2,x--  5?/+2i?--4i6=ll, 
7a;--6^  +  3z=  17, 
\0y-{-  2z-^lu—2x=  5, 
\bz-  +  2ku  +  2x—ky  =  2l, 
10?/—    3z  +  3u—2v=    2. 

Comme  la  seconde  de  ces  équations  ne  renferme  que  x^y  eiz, 
j'éliminerai  if  successivement  entre  la  première  et  la  troisième, 
et  entre  la  première  et  la  quatrième,  et  je  formerai  ainsi  le 
système  d'équations 

by-\-22z+  130^  =  97, 
27i?  +  20a7— 34y  =  87, 

7a;—  6y+  3xr:=17, 
3x—  by-\'  2z —  iiu=ll, 
lOy—  3;r+   Zu—    2v=    2. 

J'élimine  actuellement  z  entre  la  première  et  la  troisième, 
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pais  entre  la  seconde  et  la  troisième,  et  j'obtiens  le  nouveau 
système 

147|/  — ii5a;  =  — 83, 

430?—    20î/  =  66, 

7x—Ç,y-{-      3^=17, 

Sz—by-{-2z—     ku  =  ll, 

I0y^3z  +  3u—     2v=    2. 

Enfin,  en  éliminant  y  entre  les  deux  premières  de  ces  équa- 
tions, le  système  proposé  sera  remplacé  par  le  suivant 


4021^  =  8042  >^ 

/  œ=2 

4337—     20y=     66  1 

\y=i 

707—    6|/+        3^=      17  > 

d'où 

<  z=S 

Sa;— 5y+   2z—       ku=      11  \ 

j  w  =  — 1 

Oy—Zz+  Su—       2v~        2  / 

'  t;=— 2 

Exemple  III.  Résoudre  les  équations 

2x-\-3y  —  kz  =  3, 
3y—'hz-{-2u=:  —  k, 
z-{^2u  —  3^7  =  —  7, 
407  —  3y4-  7^  —  6t*=6, 

J'élimine  y  successivement  entre  la  première  et  la  seconde,  et 
entre  la  première  et  la  quatrième,  ce  qui  me  fournit  le 
système 

207+   z^2u  =  7, 
6o? +3^—61^=9, 

^:   w;i:..o  î,v;  ;:v  z -{-2u—3x  =='— 7, 

2x  +  3y  —  iiZ—3.  •;{^ 

J'élimine  actuellement  ^  entre  la  première  et  la  troisième,  puis 
entre  la  première  et  la  seconde  ;  mais  le  résultat  de  cette  seconde 
élimination  est  l'égalité  absurde 

0  =  21—9=12; 

donc  il  n*y  a  aucun  système  de  valeurs  deo7,  i/,  z,  w,  qui  puisse 
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vérifier  le  système  proposé  ;  car,  s'il  y  en  avait,  il  faudrait  que 
ces  valeurs  de  x,  y,  z,  «,  pussent  vérifier  cette  équation 

^iuntm^  ni  htm.  •■)  Mon 

0  =  12. 

An  reste,  on  reconnaît  facilement  l'incompatibilité  des  équa- 
tions par  lesquelles  on  a  remplacé  le  système  proposé,  car  en 
divisant  la  seconde  par  3,  il  vient 

2a;  +   z  —  2u=S, 
z-\-2u—3x  =  —7, 
2x-\-3y  —  kz  =  S; 

or  il  est  évident  que  si  les  équations  proposées  admettaient  une 
solution,  celles-ci  en  admettraient  aussi  une,  et  il  faudrait  pour 
cela  que  2x-\-z  —  2u  fût  à  la  fois  égal  à  7  et  à  3,  ce  qui  est 
absurde. 

IGl.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  l'on  avait  autant 
d'équations  que  d'inconnues  :  mais  si  l'on  n'en  avait  pas  le 
même  nombre  qu'arriverait-il? 

Supposons  que  l'on  ait  moins  d'équations  que  d'inconnues, 
et  pour  prendre  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  que  l'on  ait  une 
seule  équation  à  deux  inconnues, 

ax-\-by  =  k. 

Si,  en  regardant  y  comme  connue,  on  résout  cette  équation  par 
rapport  à  x,  on  en  tirera 

a 

et  si  l'on  substitue  cette  expression  de  x  dans  la  proposée ,  il 
est  clair  que  l'équation  résultante  se  réduira  à  une  identité  (127), 
de  sorte  qu'elle  sera  vérifiée  sans  qu'il  soit  besoin  d'assigner 
aucune  valeur  particulière  à  y.  On  pourra  donc  donner  à  cette 
inconnue  telle  valeur  qu'on  voudra,  et  la  substitution  dans 
ax-{-by=:  k,  de  celte  valeur  et  de  la  valeur  correspondante  de 
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X,  déterminée  par  la  formule  x  =  ^,  vérifiera  cette  équa- 

tion, qui  admet  ainsi  une  infinité  de  solutions. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  m  équations  entre  m+n 
inconnues.  Si  l'on  regarde  n  quelconques  de  ces  inconnues 
comme  déterminées,  on  pourra  déduire  des  m  équations  pro- 
posées les  valeurs  des  m  autres  inconnues,  en  fonction  des  n 
premières  ;  et  il  est  évident  que  si  l'on  substitue  les  fonctions 
ainsi  trouvées  dans  les  m  équations,  les  équations  résultantes 
seront  des  identités,  de  sorte  qu'elles  seront  satisfaites  d'elles- 
mêmes  et  par  le  seul  jeu  des  signes,  et  cela  indépendamment 
d'aucune  hypothèse  particuhère  faite  sur  les  valeurs  des  n  pre- 
mières inconnues.  Donc, quelques  valeurs  arbitraires qu'onleur 
assigne,  les  valeurs  correspondantes  des  m  autres  inconnues 
satisferont  toujours  aux  équafions  proposées  conjointement 
avec  elles.  Donc  ces  équations  admettent  une  infinité  de  systè- 
mes de  valeurs  pour  les  inconnues  qu'elles  renferment;  donc 
elles  sont  indéterminées  .    -  ^ .  ^  ^  : 

162.  Exemple  I.  Résoudre  les  deux  équations 

^x  +  3y  —  kz-{-2u  =  --Q, 
kx  —  3y  +  2^  —  2>u  =  7. 

Je  regarde  z  etu  comme  des  quantités  connues,  et  je  tire  en 
conséquence  de  ces  deux  équations  les  formules 

___2^4-tt+l  10Z  —  7U  —  19 


6 


y= 


de  sorte  qu'en  donnant  kzethu  des  valeurs  arbitraires  quel- 
conques, on  en  déduira  des  valeurs  correspondantes  pour  x  et 
pour  ^.  Si  l'on  suppose,  par  exemple,  z=:3  etu  =  — 1,  on 
trouvera  que  a;=  1  et  que  ?y  =  2.  Ainsi  les  équations  proposées 
admettront  la  solution 

x  =  lf  y=2^  z  =  3,  u=^  —  1. 

On  en  trouvera  de  même  autant  d'autres  que  l'on  voudra. 


p>^<  DU  PREMIER  DEGRÉ.     Tfl  109 

Exemple  II.  Résoudre  les  équations 

2a;  +    3y  —  4:r  =  3, 
,1  3y  +     5:r  — 21^=  10, 

kx--2>y  —  23:r  +  6i^  =  —  24. 

En  éliminant  y  entre  la  première  et  la  deuxième  de  ces  équa- 
tions, puis  entre  la  première  et  la  quatrième,  on  pourra  rem- 
placer leur  système  par  le  suivant  : 

2x—    9^-f  2u  —  —    7, 
6a;  — 27^+ 6it  =  —  21, 

z  +    2iA— 3a;  =  —    7,    ,,,„,._ 
2a; -f    3î/  —  4:r  =  3.  .,,,,..,  ., 

Mais  je  remarque  que  la  deuxième  équation  de  ce  système 
étant  le  produit  de  la  première  par  3 ,  si  on  divise  tous  ses 
termes  par  3,  on  retombera  sur  cette  première.  On  n'a  donc 
ainsi  que  les  trois  équations 

2a;  —  9:ï  +  2u  =  —  7, 
s  +  2u  —  3a;  =  —  7, 
2a;  +  3î/  — 4^=3,  jisil  aiK| 

entre  les  quatre  inconnues  a;,  y,  r,  tt,  de  sorte  que  le  système 
proposé  est  indéterminé.  Si  on  veut  en  trouver  des  solutions, 
on  éliminera  u  entre  la  première  et  la  deuxième,  ce  qui  don- 
nera 

5a;— 10:r=0, 
s  +  2i^  —    3a;  =  —  7, 
2a;  +  3y  —    kz  =  3. 

On  tire  de  la  première  x  =  2z,  et  en  substituant  cette  valeur 

7  -f-5;r 

dans  les  deux  autres,  elles  donnent  ii= et  y  =  1  ; 

ainsi  en  faisant,  par  exemple,  z  =i  —  1 ,  on  aura  a;  =  —  2 
et  u  =  —  6;  de  sorte  quea;  =  —  2,  y=^\,  -  =  —  1  et  ii  =  — 6 
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forment  une  solution  des  équations  proposées.  Si  on  feit 
^  =  1 ,  on  trouvera  un  autre  système  de  valeurs,  savoir 

x=^1,  y=  1, 5r  =  1  et  w  =  —  1, 
etc.,  etc. 

165.  On  voit ,  par  cet  exemple ,  qu'un  système  d'équations 
peut  être  indéterminé  ,  quoique  le  nombre  des  inconnues  ne 
soit  pas  supérieur  à  celui  des  équations  ;  mais  aussi  une  de  ces 
équations  est  une  conséquence  de  deux  ou  de  plusieurs  des 
autres.  Ainsi  la  quatrième  a  été  formée  en  ajoutant  membre  à 
membre  les  équations  obtenues  en  multipliant  la  première  par  2 
et  la  deuxième  par  —  3. 

164.  Si  Von  a  plus  d'équations  que  d'inconnues  ,  par  exemple 
(m  +  n)  équations  entre  m  inconnues,  les  équations  proposées 
sont  en  général  incompatibles;  car,  pour  qu'un  système  de  va- 
leurs de  m  inconnues  puisse  satisfaire  aux  équations  proposées, 
il  faut  et  il  suffit  qu'en  tirant  ces  valeurs  de  m  quelconques 
des  équations  proposées  et  en  les  substituant  dans  les  n  autres, 
c'est-à-dire  en  éliminant  les  m  inconnues  entre  les  équations 
proposées,  les  équations  résultantes  soient  satisfaites  d'elles- 
mêmes  et  par  le  seul  jeu  des  signes.  Or  on  conçoit  que  cela 
n'aura  pas  lieu,  si  les  équations  proposées  ont  été  prises  au 
hasard. 

Mais  si  les  (m  +  n)  équations  à  m  inconnues  renferment  des 
coefficients  indéterminés ,  on  pourra  se  proposer  d'assigner  les 
conditions  que  doivent  remplir  ces  coefficients  pour  que  les 
équations  proposées  soient  compatibles.  Il  suffira  évidemment, 
d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  d'éliminer  les  m  inconnues 
entre  les  (m  +  n)  équations,  et  les  équations  résultantes  expri- 
meront les  conditions  demandées.  Si  le  nombre  des  coefficients 
indéterminés  est  n,  on  aura  précisément  n  équations  pour  les 
déterminer  ;  s'il  est  plus  grand  que  n,  on  pourra  disposer  arbi- 
trairement de  plusieurs  d'entre  eux  ;  mais  s'il  est  moindre  que  n, 
les  équations  de  condition  seront  en  général  incompatibles,  et 
par  conséquent  les  proposées  le  seront  aussi.  ^^' 
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465.  Exemple.  Déterminer  a ,  b  ,  c ,  de  manière  que  les  quatre 
équations  {jH  ^-r^^x^ 

aa?H-  2y  =  —  1, 
X —  by  =  2, 

2ax  -\-  cy  =  —  2, 
soient  compatibles. 
On  tirera  des  deux  premières  1 

_    4  — 6  _        2a+l. 

^—  ab  +  2'    '^  ~~       ab  +  ^' 

on  substituera  ces  valeurs  de  a;  et  de  ^  dans  les  deux  autres,  et 
il  viendra,  après  avoir  fait  évanouir  les  dénominateurs, 

5  —  2?>  —  6a  —  c{ab  +  2)  =  0, 
8a  +  4  — c(2a+  1)=  0. 

Nous  n'avons  donc  que  deux  équations  pour  déterminer  a ,  b 
et  c,  de  sorte  qu'on  pourra  disposer  arbitrairement  de  l'un  de 
ces  coefficients.  En  éliminant  c  entre  ces  deux  équations,  il 
viendra 

12a2  +  8a^6  +  8a&  +  12a  +  26  +  3  =  0,  >'^ 

d'où  Ton  tire 

12a5+12a+3 
^  =  -    8a-  +  8a  +  2>  -'^^^^ 

et  en  faisant  a  =  —  1 ,  cette  formule  donnera  b  =  —  f ,  et  par 
suite  on  trouvera  c  =  4.  Ainsi  les  équations  proposées  de- 
viendront -  .-^ 
— a;  +  2y  =  — 1  ^^<ô^ 

2x  -{-2>y  =  k 
—  2a;  +  4y=  — 2, 

qui  effectivement  sont  compatibles  ,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le 
vérifier,  en  tirant  de  deux  de  ces  équations  les  valeurs  de  x  et 
de  ^,  et  en  les  substituant  dans  les  deux  autres,  ou  mieux  en- 
core en  divisant  tous  les  termes  des  deux  dernières  par  2. 
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100.  Problème  I.  Hier  on,  roi  de  Syracuse,  avait  donné  a  un 
orfèvre  20  livres  d'or,  pour  faire  une  couronne  quil  voulait 
offrir  à  Jupiter.  La  couronne  se  trouva  peser  effectivement  20  li- 
vres ;  cependant  le  roi  soupçonna  Vorfévre  d'avoir  soustrait 
une  partie  de  Vor  quil  lui  avait  remis,  et  il  pria  Archimède 
de  vérifier  la  chose,  sans  endommager  la  couronne.  Ce  grand 
géomètre  détermina  le  poids  spécifique  de  la  couronne ,  et  trouva 
16  pour  sa  valeur,  tandis  que  celui  de  Vor  est  19,64.  Il  en 
conclut  aussitôt  que  la  couronne  était  formée  d'or  allié  à  un 
métal  moins  dense.  La  facilité  avec  laquelle  Vargent  s'allie 
avec  Vor  lui  fit  soupçonner  que  Vargent  était  cet  autre  métal. 
Or  le  poids  spécifique  de  Vargent  étant  10,5,  Archimède  en  con- 
clut que  la  couronne  était  composée  de  \'^,11  d'or  et  de  5^,23 
d'argent,  ce  dont  Vorfévre  convint.  Trouver  comment  Archimède 
a  pu  découvrir  la  composition  de  cette  couronne. 

Le  poids  spécifique  cVun  corps  est  le  rapport  du  poids  d'un 
volume  quelconque  de  la  substance  de  ce  corps  à  celui  d'un  pa- 
reil volume  d'eau  ;  d'où  il  suit  qu'en  divisant  le  poids  d'un  cer- 
tain volume  d'un  corps  par  son  poids  spécifique,  on  obtiendra  ce 
volume. 

Cela  posé ,  soient  x  et  y  les  poids  des  quantités  d'or  et 
d'argent  qui  entraient  dans  la  couronne ,  on  aura  immédiate- 
ment l'équation 

x^y=20. 

On  voit  ensuite  que  19,64  étant  le  poids  spécifique  de  l'or, 

ce 

sera  le  volume  occupé  par  l'or  qui  entrait  dans  la  cou* 


19,64 


ronne  ;  que  de  même  — ^  représente  le  volume  de  l'argent 

1  U,0 

20       5 
qu'elle  renfermait,  et  que    Tr  ~  ïï   ^^^^^  ^^  volume  de  la  cou- 
ronne. On  aura  donc  la  seconde  équation 
X     _.     y    _b 


19,64^  10,5         4' 
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OU,  en  faisant  évanouir  les  dénominateurs, 

10,5a;  +  19,64?/=:  257,775. 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  résoudre  le  système  formé  de  cette 
équation  et  de  la  première  x  -\-  y  =  20.  En  effectuant  les  cal- 
culs on  trouvera  facilement  que 

135,025        ,,   ^^       ,  47,775 

0.=-^-^  =14,77     et  que     ^=-^-^=5,23. 

167.  Problème  II.  Un  homme  s*est  chargé  de  transporter  des 
vases  de  porcelaine^  à  condition  de  payer  autant^  jjour  chaque 
vase  qiCil  casserait,  quil  recevrait  pour  celui  de  mêmes  dimensions 
qu'il  rendrait  en  bon  état.  On  lui  donne  d'abord  2  petits  vases , 
4  moyens  et  9  grands  ;  il  casse  les  moyens,  rend  tous  les  autres 
intacts  et  reçoit  28^  —  On  lui  donne  ensuite  7  petits  vases, 
3  moyens  et  5  grands;  il  rend  les  moyens  et  les  petits  en  bon 
état  :  mais  il  casse  les  grands  et  ne  reçoit  que  3^.  —  On  lui  remet 
enfin  9  petits  vases,  10  moyens  et  11  grands;  il  casse  encore 
tous  les  grands,  rapporte  les  autres  en  bon  état  et  reçoit  4^  On 
demande  combien  on  a  payé  pour  le  transport  d'un  vase  de  chaque 
grandeur. 

Je  représente  par  a? ,  t/ ,  et  -r  les  prix  respectifs  du  transport 
d'un  petit  vase,  d'un  moyen  et  d'un  grand.  Il  est  évident  que 
X  notre  homme  aura  reçu  l'excès  de  ce  qui  lui  est  dû  pour  les 
I  vases  qu'il  remet  en  bon  état ,  sur  ce  qu'on  lui  retient  pour 
ceux  qu'il  casse;  de  sorte  que,  dans  le  premier  cas,  où  il  casse 
les  moyens  et  remet  les  autres  intacts,  il  doit  recevoir  2a;  +  9r 
et  payer  ky  ;  donc 

2a;  +  92— 4t/  =  28. 

On  verra  de  même  que,  pour  les  deux  autres  circonstances  du 
problème,  on  aura  les  équations 

7a;  +    3î/  —    5;r  =  3, 
et  9a;  +  lOî/— llr  =  4. 

En  résolvant  ces  équations,  on  trouvera  qu'on  a  payé  2^  pour 

G,  8 
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le  transport  d'un  petit  vase  ,  3^  pour  celui  d'un  moyen ,  et  4^ 
pour  un  grand. 

168.  MÉTHODE  d'Élimination  de  Bézout  ou  par  les  facteurs 
INDÉTERMINÉS.  Bézout  a  douné  une  troisième  méthode  d'élimi- 
nation dont  on  fait  usage,  même  dans  la  haute  analyse,  et  qui 
a  l'avantage  de  faire  évanouir  à  la  fois  toutes  les  inconnues 
moins  une.  Pour  en  bien  faire  saisir  l'esprit,  nous  allons  l'ap- 
phquer  successivement  à  un  système  de  deux  équations  à  deux 
inconnues,  puis  à  trois  équations  à  trois  inconnues,  et  nous 
générahserons  ensuite. 

Soient  donc  les  équations 

ax -\- by  =  k,  >         [11] 

a'x  +  b'y  =  k';  [12] 

je  les  multiplie  respectivement  par  deux  facteurs  indétermi- 
nés m  et  m',  et  j'ajoute  membre  à  membre  les  équations  résul- 
tantes ;  il  viendra 

(am  -\-  a'm')  x  +  (bm  +  b'm')  y  =  km-{-  k'm\      [24] 

Comme  les  facteurs  m  et  m'  sont  indéterminés  nous  pourrons 
en  disposer  de  manière  à  rendre  nul  le  coefficient  de  l'inconnue 
que  nous  voudrons  éliminer,  de  sorte  que  si  cette  inconnue 
est  X  il  faudra  poser 

am-]-  aW  =  0;  [25] 

de  cette  manière,  l'équation  [24]  se  réduira  à 

,1.      I   z./    /x         7       I   7/    ;      j»   ^  km-\-k'm' 

{bm  +  bW)y  =  km  +  k'm',    dou    1/=^^_|_^>^r 

Ainsi ,  pour  avoir  la  valeur  de  y  ,  il  n'y  aura  qu'à  remplacer , 

dans  celte  dernière  formule,  m  et  m' par  un  couple  de  valeurs 

qui  vérifie  l'équation  [25]. 

Mais  celte  équation  est  indéterminée  puisqu'elle  renferme 

deux  inconnues  (161)  ;  nous  allons  donc  regarder,  pour  un  in- 

a'm'  ^         , 
slant,m'comme  connu,  et  nous  en  tirons  m= —-.  Pourcna- 

que  valeur  donnée  arbitrairement  à  m',  cette  formule  nous  fera 


I 
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connaître  une  valeur  correspondante  de  m;  mais  pour  éviter  les 
fractions,  nous  poserons  m  =  a,  et  il  en  résultera  m=  —  a'; 
de  sorte  que  la  valeur  cherchée  de  y  sera* 

ak'  —  ka' 

Il  est  évident  qu'en  disposant  de  m  et  de  m'  de  manière  à 
rendre  nul  le  coefficient  de  tj  dans  l'équation  [24],  on  parvien- 
dra à  déterminer  la  valeur  de  x,  et  on  trouvera,  en  faisant  les 
calculs , 

kb'-^bk' 

Il  s'agit  actuellement  de  justifier  cette  méthode  d'élimina- 
tion. Supposons,  comme  précédemment,  que  l'on  ait  fait  pas- 
ser dans  le  premier  membre  tous  les  termes  de  chacune  des 
équations  proposées,  et  représentons  par 
A=:0  et  A'  =  0, 
les  équations  résultantes.  Si  nous  désignons  par  n  et  par  n'  les 
valeurs  qu'on  a  dû  attribuer  à  m' et  à  m' pour  rendre  nul  le  coef- 
ficient de  X  dans  l'équation  [24],  et  par;?  etp'  celles  qu'il  a  fallu 
attribuer  à  ces  mêmes  indéterminées  pour  faire  évanouir  le 
coefficient  de  y,  les  valeurs  [16]  et  [15]  de  ces  deux  inconnues 
y  eXx  auront  été  déduites  des  deux  équations 

An  +  A'n'  =  0    et    A_p  +  Ay  =  0,  [26] 

de  sorte  qu'il  s'agit  de  démontrer  que  ce  second  système  d'équa- 
tions est  équivalent  au  premier  A  =  0  et  A'=0. 

Or  il  est  évident  que  tout  couple  de  valeurs  de  x  et  de  y, 
qui  vérifie  les  équations  A  =  0  et  A'  =  0,  vérifie  aussi  les  équa- 
tions [26].  Pour  démontrer  la  réciproque,  je  traite  ces  équa- 


*  Il  n'est  pas  inutile  d'observer  que  le  rapport  de  w  à  m'  est  constant,  d'où 
il  résulte  que  y  n'a  qu'une  seule  valeur,  quoique  m  et  m'  en  admettent  une 
infinité,  parce  que  la  formule 

fc-  4-  hf 
^,      km  +  k'm!        .    ^  ,  m' 

y  =  h^^T.'.^,  revient  a  y. 


hm -\-  b'm'  ^     ^m 

0—  +5 
m' 
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tiens  [26]  comme  si  A'  était  une  inconnue  que  je  veuille  en 
éliminer,  ce  qui  donne  (lo6) 

p{kn  +  k'n')  —  n'(kp  +  A'p')  =  0. 

Tout  couple  de  valeurs  de  a?  et  de  ^  qui  vérifie  les  équations  [26] 
vérifie  évidemment  celle-ci,  c'est-à-dire  l'équation 

k(np'  —  pn')  =  0 , 

à  laquelle  elle  se  réduit.  Et  comme  nous  supposons  expressé- 
ment que  np' — pn'  n'est  pas  nuP,  il  s'ensuit  que  ce  couple 
anéantit  A  ;  donc  il  anéantit  aussi  A',  en  vertu  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  équations  [26]  ;  donc  enfin  les  solutions  des  équa- 
tions A  =  0  et  A'  =  0  sont  identiques  avec  celles  des  équations 
kn  +  k'n  =  0  et  kp  +  k'p'  =  0. 

•  169.  Considérons  maintenant  le  système  de  trois  équations 
à  trois  inconnues , 

ax  -\-by  -\-cz  =k   \ 

a'x+b'y+c'z=:k'  \  [27] 

a'x  +  b"y  +  c'z  =  k"  ) 

Je  les  multiplie  respectivement  par  les  facteurs  indéterminés 
m,  m',  m'\  j'ajoute  membre  à  membre  les  équations  résultantes 
et  je  trouve 

{am+a'm'+a'W)x+{bm+bW+b'W)y-{-{cm+c'm'-\-c'W)z 
=  km+kW+k"m'\  [28] 

Si  nous  voulons  obtenir  la  valeur  de  z,  il  nous  faudra  disposer 
des  indéterminées  m,  m',  m'^  de  manière  à  rendre  nuls  les  coef- 
ficients des  deux  autres  inconnues  x  et  y,  c'est-à-dire  poser 

am  -\-  a'm'  -f  a'W—0,     bm+bW  +  b'W  =  0,     [29] 

ce  qui  réduira  l'équation  [28]  à 

km-}-k'mf-\-k'^m" 


{c7n-{-c''m!-{-c"7n'^)z=km-\-k'm'-^k'^m",  d'où , 


cm-\-c'm'-\-c"m" 


*  Les  valeurs  de  n  et  den'  sont,  d'après  ce  qui  précède,  —a'  et  a,  et  celles 
de  p  et  de  p'  sont  —h'  et  b;  de  sorte  que  si  on  avait  np'—pn'=0^  aV  —-ha' 
serait  nul,  et  nous  avons  exclu  formellement  ce  cas-là  (lî»7). 
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(le  sorte  que  pour  avoir  :î  ,  il  ne  s'agit  que  de  substituer  dans 
cette  dernière  formule  à  m,  m'  et  m"  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  [29].  Pour  obtenir  ces  valeurs,  nous  regarderons, 
pour  un  instant,  m'  comme  connue,  et  nous  appliquerons  à  la 
résolution  des  équations  [29]  les  formules  générales  [15]  et  [16], 
comme  nous  l'avons  indiqué  précédemment  (loo).  En  compa- 
rant les  équations  [29]  aux  équations  [11]  et  [12],  nous  verrons 
que  pour  les  identifier  avec  elles,  il  suffira  de  poser 

x  =  m,  y  =  m',  b  =  a',  k  =  -'a"m\  a'  =  b,  k'  —  —  b"m'\ 
de  sorte  qu'en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  [15J 
et  [16],  on  trouvera 

_(a'b"-^b'a"]m"         ,  _(ba' —  ab")m" 
'"-      ab'  —  ba'     *     '"'"~     ab'-^ba'    '     i 

Mais  le  facteur  m"  étant  encore  indéterminé ,  nous  pourrons , 
pour  rendre  entières  les  valeurs  de  m  et  de  m',  l'égaler  à  leur 
dénominateur  commun,  ce  qui  donnera 

m'=zab'^ba',     m=a'b" —b'a!',    m' z=zbo!' --ab", 

et  par  suite 

_  Ua'i)"  ^  U'a"  4-  bk'o!'  —  ak'b"  +  ab'h!'  —  baV 
^  —  ca'b"  —  cb'a!'  +  bc'a!'  —  ac'b"  +  ab'c"  —  ba'd'* 

Il  est  évident  que  si ,  au  lieu  d'égaler  à  zéro  les  coefficients 
de  a;  et  de  1/,  on  égalait  à  zéro  ceux  àe  x  et  de  :r,  on  obtien- 
drait ,  par  un  calcul  semblable  au  précédent ,  la  valeur  de  y, 
et  qu'on  trouverait  ensuite  celle  de  x,  en  posant 

brn  +  b'm'  +  b"m'  =  0 ,     cm  +  c'm'  +  cV  =  0 . 

Mais ,  dans  le  cas  actuel ,  où  les  équations  proposées  sont  litté- 
rales ^  on  peut  avoir  bien  plus  rapidement  les  valeurs  de  y  et 
de  X.  Il  suffît,  pour  cela,  d'observer  que  si  l'on  permute  y  eiz, 
b  et  c,  et  que  l'on  conserve  les  accents,  les  équations  [27]  ne  se- 
ront pas  altérées,  et  que  par  conséquent'le  calcul  qui  donnera 
la  valeur  de  y  ne  différera  de  celui  qui  a  conduit  à  celle  de  z  que 
par  ce  seul  échange  des  lettres  b  et  c  l'une  dans  l'autre.  On  per- 
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mutera  donc  b  et  c  dans  la  valeur  de  ;s,  et  on  obtiendra  ainsi 
la  valeur  dey.  On  trouvera  de  même  celle  de  x  en  permutant  a 
et  c  dans  l'expression  de  z. 
Les  formules  qui  résolvent  les  équations  [27]  sont  donc 

__  kb'c"  —  kc'b'  +  ck'h"  —  hk'c"  +  hd'h!'  -^ch'k"  ' 
^  ~  ab'c"  —  ac'b"  -f  ca'b"  —  ba'd'  +  bc'a!'  —  cb'a!' | 

_  ak'c"^aclf-\-  ca'k!'  •—  ka'c"  +  kc'a" — ck'a"  I 
^  —  a5'c"  —  ac'b"' +  ca'b"  —  ôc'a"  +  bc'a!'  —  c^'aV     '-^^■' 

__  ah'k!'  —  ak'b"+ka'b"  —  fea^F -f  ^/^^^^^--  fe^^^a^^ | 
^  ■-  ab'c"  —  ac'6"  +  ca'ft"  ~  ba'c"  +  &c'a"  --  cb'a!' 

Dans  les  valeurs  trouvées  pour  x  et  pour  i/,  d'après  la  méthode 
que  nous  venons  d'indiquer,  on  a  changé  les  signes  des  deux 
termes,  afin  de  leur  faire  acquérir  le  même  dénominateur  qu'à 
la  valeur  de  z, 

170.  Il  est  maintenant  facile  de  voir  que  pour  résoudre  m 
équations  entre  m  inconnues,  il  faudra  multiplier  chacune 
d'elles  par  un  facteur  indéterminé,  et  ajouter  membre  à  membre 
les  équations  résultantes;  on  obtiendra  ainsi  une  équation  qui 
renfermera  les  m  inconnues  et  les  m  coefficients  indéterminés. 
On  égalera  ensuite  à  zéro  les  coefficients  que  les  (m  —  1)  incon- 
nues que  l'on  voudra  éhminer  auront  dans  cette  équation ,  ce 
qui  permettra  d'en  tirer  la  valeur  de  l'inconnue  restante,  en  fonc- 
tion des  facteurs  indéterminés.  Pour  avoir  les  valeurs  de  ces  fac- 
teurs, on  regardera  comme  connue  l'une  des  m  indéterminées, 
puis,  à  l'aide  des  formules  trouvées  précédemment  pour  ré- 
soudre (m  —  1)  équations  à  (m —  1)  inconnues,  on  tirera  des 
(m —  l)  équations  de  condition,  auxquelles  on  les  a  assujetties, 
les  valeurs  des  (m —  1)  inconnues  qu'elles  renferment,  en  fonc- 
tion de  la  m™%  et  pour  rendre  ces  valeurs  enfières ,  on  égalera 
cette  m™-^  indéterminée  à  leur  dénominateur  commun.  Enfin, 
il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  les  valeurs  de  ces  m  indétermi- 
nées dans  l'expression  de  l'inconnue  que  l'on  a  conservée ,  et 
on  obtiendra  sa  valeur. 

171.  Bézout  n'employait  que  (m — 1)  indéterminées;  ainsi 
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il  multipliait  (m —  1)  des  équations  proposées  chacune  par  un 
facteur  indéterminé,  et  de  la  somme  des  équations  résultantes 
il  retranchait  la  m"»*^  des  proposées.  Cela  était  suffisant,  car, 
en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  (m—  1)  inconnues  que  Ton 
veut  éhminer,  on  forme  un  système  de  (m —  1}  équations  entre 
(r)i  —  1)  inconnues,  et  un  pareil  système  est  en  général  suscep- 
tible d'une  solution.  Ce  qui  nous  a  engagé  à  employer,  avec 
M.  Oergonne,  m  indéterminées,  c'est  d'abord  parce  que  les  cal- 
culs deviennent  ainsi  plus  symétriques  ;  ensuite  parce  qu'on 
peut  faire  en  sorte  que  les  valeurs  des  indéterminées  soient 
entières,  et  enfin  parce  qu'il  y  a  des  cas  où  la  méthode  de 
Bézout  est  en  défaut. 
Soient,  par  exemple,  les  équations 

2x+ky—z  =  b,  5a;+10y— 2:?  =  13,  kx  — '2ij -]- z  =  S  :  3 

si,  pour  déterminer  z,  on  leur  applique  la  méthode  même  de 
Bézout,  on  posera  les  deux  équations  de  condition 

2m  +  57/1  —  4  =  0,  4m  +  10m'  +  2=0, 

équations  évidemment  incompatibles,  car  la  seconde  se  réduit 
à  2m  +  57n'+l— 0.  Il  faudrait  alors  recommencer  le  calcul, 
en  multiphant  la  première  et  la  troisième  par  m  et  par  m'. 

Mais  si  l'on  applique  la  règle  du  n°  170,  on  posera  les  équa- 
tions de  condition 

2m  +  5?7i'  4-  4m"  =  0,  4m.  +  10?7i'  —  27ri"  =  0. 

Cette  dernière  se  réduit  à  277i  +  5m'— m"=0,  d'où  l'on  voit 
que,  pour  qu'elle  puisse  s'accorder  avec  la  première,  il  faut 
que  m"  =  G.  Les  deux  équations  se  réduisent  alors  à  une  seule 
2m  +  5m'  =  0,  desquelles  on  tire  7?i  = —  5  et  m'=  2. 

172.  En  examinant  avec  soin  les  formules  [15]  [16]  et  [30], 
et  se  laissant  ensuite  guider  par  Yinduction,  Cramer  a  trouvé 
une  règle  pratique  pour  construire,  sans  calcul,  les  formules 
qui  résolvent  un  nombre  quelconque  d'équations  entre  pareil 
nombre  d'inconnues. 
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Soient  les  m  équations  à  m  inconnues 

ax  +by  +CZ  -\-dt  -{-..,, -\.gv  =1^, 
ayx  -\~biy  +Ciz  -{-dit  -f . . . , -f- ^^^  — /c^ 
«2^?    +hy     +c.^z     -{-d^t    +..,.-}-g^v     =k^     )     [31]: 

\°  Ala  droite  du  coefficient  a  de  la  première  inconnue^  écrivez 
celui  h  de  la  seconde;  intervertissez  l'ordre  des  lettres  et  interposez 
le  signe — entre  les  deux  produits  ab  et  ba;  vous  formerez  ainsi  le 
binôme 

ab  —  ba. 

A  la  droite  de  chacun  de  ses  termes  écrivez  le  coefficient  c  de  la 
troisième  inconnue,  et  faites  passer  ensuite  le  coefficient  par  toutes 
les  places,  en  allant  de  la  droite  vers  la  gauche,  et  en  ayant  soin  de 
changer  de  signe  chaque  fois  que  c  changera  de  place  ;  vous  forme- 
rez ainsi  le  polynôme  de  trois  lettres 

abc  —  acb  ~\-  cab — bac  +  bca — cba. 

Ecrivez  de  même  le  coefficient  d  de  la  quatrième  incomiue  à 
la  droite  de  chacun  des  termes  de  ce  polynôme;  puis  faites -le 
passer  successivement  par  toutes  les  places^  en  ayant  soin  de 
changer  de  signe  chaque  fois  que  d  changera  de  place;  vous 
trouverez 

abcd  —  ahdc  -\-  adbc  —  dabc  —  acbd  -f-  acdb  — ....  ; 

et  vous  continuerez  ainsi  jusqu'à  ce  que  vous  ayez  employé  le  coef- 
ficient de  la  m"""  inconnue.  Donnez  alors,  dans  chaque  terme  du 
polynôme  que  vous  aurez  formé  de  cette  manière,  l'indice  1  à  la 
secoîide  lettre,  l'indice  2  à  la  troisième,  V indice  3  à  la  quatrième,  etc., 
et  vous  obtiendrez  le  dénominateur  commun  des  valeurs  de  toutes 
les  inconnues. 

2°  Pour  obtenir  le  numérateur  de  chacune,  remplacez,  dans  le 
dénominateur  commuri,  le  coefficient  de  l'inconnue  que  vous  cher- 
chez par  le  terme  connu,  en  conservant  d'ailleurs  les  indices. 
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En  appliquant  cette  règle  aux  équations  [11]  et  [12],  puis 
aux  équations  [27],  on  trouvera  les  formules  qui  les  résolvent, 
si  ce  n'est  que  les  accents  seront  remplacés  par  des  indices. 

175.  Nous  allons  donner  la  démonstration  de  cette  rèrjle  de 
Cramer,  en  modifiant  légèrement  celle  que  M.  Gergonne  en  a 
donnée,  d'après  La  place,  dans  ses  Annales  de  mathématiques. 

Si,  dans  un  mot  composé  des  m  premières  lettres  a,  b,  c,...g, 
et  dans  lequel  chacune  n'entre  qu'une  fois,  deux  lettres  sont 
disposées  dans  un  ordre  contraire  à  celui  qu'elles  suivent  dans 
l'alphabet,  nous  dirons  que  ces  deux  lettres  forment  une  inver- 
sion, et  que  ce  mot  présentera  autant  d'inversions  qu'il  y  aura 
de  systèmes  de  deux  lettres  qui  satisferont  à  cette  condition. 
Ainsi,  dans  le  mot  cgfbead,  la  lettre  c,  qui  précède  les  lettres 
b  et  a,  forme  une  inversion  avec  chacune  d'elles,  et  ily  a  qua- 
torze inversions  dans  ce  mot. 

174.  1"  Principe.  Dans  le  polynôme  qui  doit  servir  de  dénomi- 
nateur commun  aux  valeurs  des  m  inconnues,  et  que,  pour  abré- 
ger, je  désignerai  parR,  les  termes  positifs  présentent  un  nombre 
pair  d'inversions,  et  ceux  qui  sont  négatifs  en  ont  un  nombre  im- 
pair. 

On  vérifie  immédiatement  la  vérité  de  ce  principe  pour  le 
polynôme  de  deux  lettres 

car  on  considère  zéro  comme  un  nombre  pair.  En  consé- 
quence, je  vais  démontrer  que,  si  cette  loi  est  vraie  pour  un 
polynôme  de  n  lettres,  elle  le  sera  aussi  pour  le  polynôme  de 
{n-\~  1)  lettres,  formé  d'après  la  règle  du  n°  172  1°,  et  j'en  con- 
clurai qu'elle  est  générale,  puisqu'ayant  été  vérifiée  pour  le 
polynôme  de  2  lettres,  elle  sera  vraie  pour  celui  qui  en  ren- 
fermera 3,  et,  l'étant  pour  celui-ci,  elle  sera  aussi  vraie  pour 
le  polynôme  de  4  letti'es,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  former  le  polynôme  de  (n+1)  lettres,  il  faudra  écrire 
la  (n-f-l)""  lettre,  que  j'appellerai  e,  à  la  droite  de  chacun  des 
termes  du  polynôme  de  n  lettres,   ce  qui  n'altérera  pas  le 
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nombre  des  inversions  de  ces  termes,  puisque  e  suit,  dans 
Tordre  alphabétique,  toutes  celles  qui  entrent  dans  ce  poly- 
nôme; puis  on  devra  la  faire  passer  successivement  par  toutes 
les  places,  en  ayant  soin  de  changer  de  signe  à  chaque  chan- 
gement de  place  de  e  ;  or,  lorsque  cette  lettre  avance  d'un  rang 
vers  la  gauche,  le  nombre  des  inversions  de  chaque  terme 
augmente  d'une  unité  et  change  par  conséquent  d'espèce,  c'est- 
à-dire  devient  impair  ou  pair  s'il  était  pair  ou  impair;  mais  le 
signe  de  ce  terme  change  en  même  temps;  donc  si  la  loi  était 
vraie  pour  le  polynôme  de  n  lettres,  elle  le  sera  aussi  pour  le 
polynôme  de  (n+1)  lettres.  Donc  elle  est  générale. 

173.  2«  Principe.  Le  polynôme  R  se  réduira  à  zéro,  si  Von 
remplace  une  quelconque  des  lettres  qui  y  entrent  par  une  autre 
lettre,  en  conservant  les  indices  tels  qu'ils  sont.  Ainsi  le  polynôme 
de  deux  lettres 

abi — bai  dexient  bbi, — bbi=o, 

lorsqu'on  y  remplace  a  par  b. 

J'observe  que,  d'après  la  règle  par  laquelle  nous  l'avons 
formé  (172,  1°),  le  polynôme  R  doit  renfermer  tous  les  termes 
que  l'on  obtiendra  en  échangeant  entre  elles,  de  toutes  les 
manières  possibles,  les  lettres  a,  b,  c,....g;  de  sorte  que  s'il  y 
a  un  terme  ..„b.^...ds....  dans  lequel  les  lettres  b  et  d,  par 
exemple,  aient  les  indices  respectifs  p  et  5,  il  y  en  aura  un 
autre  ....c?^.. ..&$....*  où  ces  lettres  auront,  au  contraire,  la  pre- 
mière l'indice  §,  et  la  seconde  l'indice  p  (la  seconde  lettre  de 
chaque  terme  porte  l'indice  1  ;  la  troisième,  l'indice  2  ;  la  qua- 
trième, l'indice  3,  etc.).  Alors  il  est  évident  que  si  l'on  rem- 
place b  par  d,  ces  deux  termes  deviendront  identiques  en  va- 
leur absolue,  puisqu'ils  seront  alors  composés  des  mêmes 
lettres,  affectées  des  mêmes  indices  ;  si  donc  je  prouve  qu'ils 
ont  des  signes  contraires,  ils  s'cntre-détruiront,  et  comme  il  en 


*  Ces  peints  tiennent  la  place  de  toutes  les  autres  lettres  qui  sont  commu- 
nes aux  deux  termes  que  nous  comparons. 
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sera  évidemment  de  même  de  tous  les  autres  termes  de  R  pris 
deux  à  deux,  il  sera  prouvé  que  ce  polynôme  se  réduira  à  zéro, 
lorsque  Ton  y  remplacera  b  par  d.  Or,  le  terme 

....d^....b^.,., 
se  déduit  du  l'^'  .,..b^....d8.... 

en  y  permutant  d  et  b.  Mais,  pour  faire  cette  permutation,  on 
pourra  transporter  la  lettre  5  à  la  droite  de  la  lettre  d,  puis 
amener  cejle-ci  à  la  place  où  b  était  d'abord.  De  cette  manière, 
s'il  y  avait  n  lettres  entre  b^  et  ds,  la  lettre  b  aura  passé  par 
(n  +  1)  places,  et  la  lettre  d  en  aura  occupé  n,  ce  qui  fait  en 
Xoui(2n+ 1)  changements  de  place.  Or,  quand  on  permute  une 
lettre  avec  sa  voisine,  le  nombre  des  inversions  diminue  ou 
augmente  d'une  unité,  selon  que  ces  deux  lettres  formaient  une 
inversion  ou  qu'elles  n'en  présentaient  pas  ;  donc  ce  nombre 
change  d'espèce  ;  donc,  en  passant  du  premier  terme  au  se- 
cond, le  nombre  des  inversions  de  ce  premier  terme  a  changé 
un  nombre  impair  de  fois  d'espèce,  et  par  conséquent  si  le 
premier  présente  un  nombre  pair  ou  impair  d'inversions,  le 
second  en  aura  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair;  donc  ces 
deux  termes  ont  des  signes  contraires  (i74):  donc,  lorsqu'on  y 
remplacera  b  par  d,  ils  s'entre-détruiront  ;  donc  R  deviendra  nul. 
176.  Ces  principes  étabhs,  il  va  être  facile  de  démontrer  la 
règle  de  Cramer.  J'observe  d'abord  que  R  renfermant  chacune 
des  771  lettres  a,  5,  c....g  avec  les  indices  1,  2,  3...(m— 1},  on 
pourra  ordonner  ce  polynôme  par  rapport  aux  indices  de  l'une 
quelconque  de  ces  lettres,  par  rapport  aux  indices  de  a  par 
exemple,  ce  qui  le  mettra  sous  la  forme 

R  =  Aa + Aiûi + AsCfâ  +....+ A^n-i  dm-i- 

Si  R  ne  renfermait  que  les  trois  lettres  a,  b,  c,  on  aurait 

K=abiCi — acifeg+cfli^â — baiCi-\-bci(h — cb^at, 
et  en  mettant  a,  Oj,  a,  en  facteurs  communs,  il  viendrait 

R==  {biC^—Cxbi)a-\-(cbi — bc-^,ai-\- (bci—  cbi]ai, 
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de  sorte  qu'ici  A,  Ai,  Ag  représenteraient  respectivement  les 
binômes   IhCi — c^b^,   ch — ^Cg,   hd  —  chu 

Cela  posé,  multiplions  la  première  des  équations  [31]  par  A, 
la  deuxième  par  Ai,  la  troisième  par  Aa,...  la  7n™^  par  A^.i, 
et  ajoutons  membre  à  membre  les  équations  résultantes,  il 
viendra 


+Aiai 

-\-k.m-\Clm-\ 


x+kh 
+kA 

+A„,_i5,„_i 


î/+Ac 

+A1C1 


^+...+Ar/ 
+Ai^i 

— p- . .  .Am—iOin—i 


v=kk 

+A1/C1 
-\-km-ik„ 


x= 


-f-km-  iCr 

Or  le  coefficient  de  x  est  précisément  le  polynôme  R,  et  les 
coefficients  des  autres  inconnues  ne  sont  que  les  résultats  de 
la  substitution  de  6,  de  c,...  de  ^  au  lieu  de  a  dans  ce  polynôme  ; 
donc  ces  coefficients  sont  nuls  (17o);  donc  on  tire  de  l'équa- 
tion précédente 

kk  4-  Ai/i'i  +  As/^a  +  —  +  A„i_i/i,„_i 
Afi+Ai^i-I- A2<22+  —  +A^_i«to_i* 

On  voit  par  là  que  le  dénominateur  de  x  est  le  polynôme  R 
formé  d'après  la  règle  du  n°  172  1%  et  que  le  numérateur  se 
déduit  de  ce  dénominateur  en  y  remplaçant  a  par  k. 

Ce  qu'on  vient  de  reconnaître  pour  x,  on  le  démontrerait 
pour  y,  en  ordonnant  R  par  rapport  aux  indices  de  b,  ce  qui 
donnerait 

et  en  multipliant  les  équations   [31]    respectivement    par 

B,  Bi,  B2, B^_i  :  et  de  même  pour  les  autres  inconnues  ; 

donc  la  règle  est  démontrée. 


CHAPITRE  Y. 

DISCUSSION  DES  EQUATIOXS  DU  PREMIER  DEGRÉ 
A  PLUSIEURS  INCONNUES. 


177.  Dans  les  trois  méthodes  d'élimination  que  nous  avons 
exposées,  nous  avons  été  obligé  de  soumettre  les  valeurs  des 
coefficients  des  inconnues  à  cerlaines  restrictions  ;  ainsi,  dans  le 
cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues,  nous  avons  supposé 
que  {ah'  —  ba')  n'était  pas  nul.  On  conçoit,  d'après  cela,  que  si 
pour  certaines  valeurs  attribuées  aux  lettres  qui  entrent  dans  les 
formules  que  nous  avons  obtenues,  tous  les  calculs  qui  y  ont 
conduit  ne  pouvaient  pas  être  répétés,  on  devrait  craindre  que 
ces  formules  ne  convinssent  pas  à  ces  cas  particuliers.  Il  est  donc 
important  d'examiner  si  elles  sont  générales  ou  si  elles  ne  le 
sont  pas,  et  c'est  là  l'objet  de  la  discussion  à  laquelle  nous  al- 
lons nous  livrer. 

178.  Considérons  d'abord  le  cas  des  deux  équations  à  deux 
inconnues  : 

a'x+b'y  =  k'y  ^  J 

desquelles  on  a  tiré 

_kb'—bk'        _ak'  —  ka' 
^-ab'^ba"     y-ab'^ba"  i-2] 

et  supposons  que  l'on  donne  aux  lettres  a,  b,  a',  b\  etc. ,  des 
valeurs  telles  que  le  dénominateur  commun  ab' — ba'  se  réduise 
à  zèro^  sans  que  les  numérateurs  deviennent  nuls  ;  il  en  ré- 
sultera 

0;=:  00      et    7/=  00  , 

Si  les  formules  [2]  étaient  applicables  au  cas  actuel,  ces  va- 
leurs infinies  de  a;  et  de  ]/  nous  indiqueraient  que  les  équa- 
tions [1]  ne  peuvent  être  vérifiées  par  aucun  couple  de  valeurs 


126  DISCUSSION 

finies  de  x  et  de  y,  et  qu'en  conséquence  ces  équations  sont  in- 
compatibles. Mais  nous  ne  savons  pas  si  ces  formules  convien- 
nent au  cas  où  ah' — ha' =^  0,  puisque,  pour  les  obtenir,  nous 
avons  supposé  que  ce  binôme  ah'  —  ha'  n'était  pas  nul.  Pour  le- 
ver cette  difficulté,  il  faut  écrire  dans  les  équations  [1]  que 
a&'— 6a'=0,  [3] 

et  si  nous  trouvons  que  ces  équations  expriment  alors  des  con- 
ditions contradictoires^  nous  en  conclurons  que  les  formules  [2] 
sont  applicables  au  cas  que  nous  examinons ,  puisqu'elles  nous 
indiquent  ce  qui  a  effectivement  lieu,  l'incompatibilité  des 
équations  [1]. 

De  l'équation  [3],  je  tire  V=  — ,  et  je  substitue  cette  valeur 

dans  la  deuxième  des  équations  [1],  ce  qui  exprimera  dans  cette 
équation  la  condition  [3]  *  ;  il  viendra  ainsi 

a'x-{-—y=k', 

d'où,  en  chassant  le  dénominateur  et  divisant  ensuite  par  a\ 

\   u        ah' 
ax+hy  =  -^, 

de  sorte  que  les  équations  à  résoudre  sont 

ax-{-hy=k, 

ax  +  hy=^-^. 

Mais  quelque  valeur  que  l'on  donne  kx  eiky,  jamais  ces  deux 

équations  ne  pourront  être  vérifiées  en  même  temps,  puisque 

leurs  premiers  membres  sont  identiques  et  que  les  seconds  sont 

ak' 
différents,  car  si  on  avait  k=—r,  il  en  résulterait  afe' — ka'=0, 

a 

ce  qui  n'est  pas. 

Donc  les  formules  [2]  s'appliquent  au  cas  où  ab'  —  ba'  =  0, 


*  Car  si  h'=: — >  il  s'ensuit  nécessairement  que  ab'  —  5a'  =  0. 
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en   ce    sens    qu'elles     indiquent    Vincompatihilité     des     équa- 
lions  [1]. 

179.  Supposons  actuellement  que  l'on  ait  à  la  fois  ah' — 6a'=0 
et  kh' — hk'=  0,  la  valeur  de  x  se  réduira  à  g  et  celle  de  y  sem- 
blera devenir  infinie  ;  mais  il  est  facile  de  voir  qu'elle  se  réduit 
aussi  à  g.  En  effet,  des  équations  de  condition 

ah'^ha':=0  et   kh'—hk'=0, 

on  tire  facilement 

-,  =  T7  =  7-, ,     d'où     ak'  =  ka'     et     ak'  —  ka'=0. 
a       b      k 

Ainsi  les  valeurs  de  x  et  de  y  deviennent  toutes  deux  g.  En 
conclura-t-on  que  ces  inconnues  admettent  une  infinité  de  va- 
leurs? Non;  car,  d'abord  nous  ignorons  si  les  formules  [2]  con- 
viennent aux  hypothèses  que  nous  avons  faites,  et,  en  second 
lieu,  nous  avons  prouvé  qu'une  fracfion,  qui  se  présente  sous 
la  forme  g,  peut  n'être  pas  indéterminée  (140).  Nous  allons  donc 
écrire  dans  les  équations  [1]  les  conditions 

ab'  —  ba'=0     et     kb'—bk'  =  0, 

et  nous  verrons  ce  qui  en  résultera.  Mais  ces  conditions  revien- 
nent à  la  suite  de  rapports  égaux 

a b ft. 

â'~b''^k'' 

si  donc  nous  représentons  par  m  la  valeur  commune  de  ces 
rapports,  il  viendra 

a=:ma'f    b=::mb\    k  =  mk\ 

et  en  conséquence  la  première  des  équations  à  résoudre  est 

ma'x  +  mb'y  =  mk\ 

qui,  n'étant  que  le  produit  de  la  deuxième  par  m ,  se  réduit  à 
cette  deuxième,  par  la  suppression  du  facteur  m.  On  n'a  donc 
ainsi  qu'une  seule  équaUon  entre  les  deux  inconnues  x  et  t/,  et 
par  conséquent  ces  inconnues  sont  indéterminées. 
Donc  lorsque  Vune  des  valeurs  de  x  et  de  j,  données  par  les 
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formules  [2],  se  présentera  sous  la  forme  g,  on  devra  en  conclure 
1°  que  celle  de  l'autre  se  présentera  aussi  sous  la  même  forme  g  ; 
2°  que  ces  inconnues  sont  indétermmées. 

180.  Cette  conclusion  ne  souffrira  jamais  d'exception,  lorsque 
les  deux  inconnues  x  et  y  entreront  effectivement  dans  les  équa- 
tions proposées  ;  mais  elle  cesserait  d'être  vraie,  si  on  voulait 
appliquer  les  formules  [2]  à  deux  équations  à  une  seule  incon- 
nue. Ainsi  lorsque  a  et  a'  sont  nuls,  on  a  a;  =  oo  et  i/=S,  elles 
équations  [1]  se  réduisant  à  by  =:=  /v  et  à  b'y  =  k',  on  voit  qu'elles 
sont  incompatibles,  puisque  kb'  —  bk'  n'est  pas  nul,  sans  quoi 
la  valeur  de  x  ne  deviendrait  pas  infinie. 

Si  on  a  à  la  fois  a=o,  a  =  0  et  kb'—bk'=0,  les  formules  [2] 
se  réduisent  toutes  deux  à  g,  et  cependant  la  valeur  seule  de  x 

est  indéterminée,  et  celle  de  y  est  égale  à  -X  C'est  au  reste  ce  que 
Ton  déduit  de  la  formule  y  =   l'ZLi  ''  ^^^'  ^^  ^^  ^  ^^^^^  ^"^ 

kb' — bk'=z  0,  il  viendra  y  •=  Tj-n — r-K  =  r- 
'  ^      b[ab'^ba')       b 

181.  Considérons  actuellement  un  système  de  m  équations 
littérales  à  m  inconnues,  et  représentons  par 

__A        _B        _G 
^^-R'    ^-R'    ^-"îî' 

les  formules  générales  qui  servent  à  les  résoudre,  et  dont  nous 
avons  donné  la  construction  au  n*  172.  Supposons  qu'en 
appliquant  ces  formules  à  la  résolution  d'un  système  de  ??i  équa- 
tions numériques  à  m  inconnues,  il  en  résulte  R=  0.  Il  pourra 
alors  arriver  deux  cas  :  ou  les  numérateurs  A,  B,  C, ....  se 
réduiront  aussi  tous  à  zéro,  ou  il  n'en  sera  pas  ainsi.  Exa- 
minons successivement  ces  deux  cas ,  en  commençant  par  le 
second. 
Supposons  donc  que  R  étant  nul,  A  ne  le  soit  pas,  de  sorle 

que  la  valeur  de  x  se  réduise  à  -  =^  oo  ;  je  dis  que  les  équations 
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proposées  sont  inco^iipatlbJei-  En  effet,  on  pourra  toujours  sup- 
poser que,  pour  obtenir  les  formules  ci-dessus,  on  ait  éliminé 
d'abord  toutes  les  inconnues,  à  l'exception  de  x,  entre  les  m  équa- 
tions littérales,  et  l'équation  finale  en  a;  aura  été  nécessairement 

Rx  =  A, 
puisque  nous  supposons  que  l'expression  générale  de  x  est 

Or  cette  équation  est  absurde,  lorsque  R  devient  nul  sans  que 
A  le  soit,  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n°  158  ;  mais  si  un  même  sys- 
tème de  valeurs  de  x^y^z,....  pouvait  satisfaire  aux  équations 
proposées,  la  valeur  de  x,  qui  en  fait  partie,  devrait  vérifier 
l'équation  Ra;=A  (lo9);  donc,  puisque  cette  équation  ne  sau- 
rait être  satisfaite  par  aucune  valeur  de  x,  il  faut  nécessairement 
en  conclure  qu'aucun  système  de  valeurs  de  rc,  y,  z,  ....  ne 
peut  vérifier  les  équations  proposées,  et  qu'ainsi  elles  sont  in- 
compatibles. 

182.  Supposons  maintenant  que  tous  les  numérateurs  soient 
nuls  en  même  temps  que  le  dénominateur  commun  R;  alors  les 
inconnues  se  présenteront  toutes  sous  la  forme  g.  Donc,  pour 
connaître  leurs  véritables  valeurs,  on  devra  remonter  aux  équa- 
tions numériques  proposées  (140),  y  faire  les  hypothèses  qui  ont 
réduit  les  formules  générales  à  g,  et  les  résoudre  en  leur  ap- 
pliquant directement  les  méthodes  d'élimination.  Si  Von  par- 
vient à  une  équation  identique,  on  en  conclura  qu* elles  sont  indé- 
terminées ;  mais  si  Von  arrive  à  une  équation  absurde,  telle  que 
0  =  A,  ce  sera  un  signe  certain  qu'elles  sont  incompatibles. 

185.  ExERTPLE  I.  Si  dans  les  formules  [30]  du  n°  169,  on 
suppose 

a"=ma-\-na\  b"=mb-{-nb',  c"=mc-\-nc',k"=zmk-{-nkf 

elles  se  réduiront  à  g  ;  et  il  est  facile  de  voir,  sans  se  donner  la 
peine  de  les  résoudre,  que  les  équations      '^^=^^T'^-r  - 
ax  +  by  +  cz  =  k,  a'x-}-b'ij+c'z=k',  a"X'l-b"y'}-c"z  —  k" 
G.  9 
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sont  alors  indéterminées.  Car,  si  l'on  représente  les  deux  pre- 
mières par  A=0  et  par  A'=0,  la  troisième  le  sera,  en  vertu 
des  hypothèses  que  nous  avons  faites,  par  mA+nA'=0  ;  or  tout 
système  de  valeurs  de  x,  y,  z  qui  satisfait  aux  deux  équations 
A  =  0  et  A'=0,  vérifie  la  troisième  mA+nA'=:0,  et  récipro- 
quement tout  système  de  valeurs  de  ces  inconnues  qui  vérifient 
les  équations  A=0  et  mA+nA'=0  satisfait  à  A'  =  0;  donc  les 
solutions  du  système  proposé  seront  données  par  les  deux 
équations  à  trois  inconnues  A=:0  et  A'=0. 

Le  système  des  équations  que  nous  avons  pris  pour  deuxième 
exemple  au  n°  162  est  dans  ce  cas  :  la  quatrième,  en  effet,  a 
été  formée  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  obte- 
nues en  multipliant  la  première  par  2  et  la  seconde  par  — 3. 

Exemple  IL  Considérons  les  trois  équations 
x+y-\-z='k,  a'x-^-a'y+a'z^k',  o!'x-\-a!'y-\-a!'z=k"  : 
on  fera,  dans  les  formules  [30]  du  n°  169, 

et  on  verra  qu'elles  se  réduisent  toutes  trois  à  g  ;  on  se  reportera 
en  conséquence  aux  équations  proposées,  et,  en  retranchant 
de  la  seconde  le  produit  de  la  première  par  a\  on  trouvera 

l'égalité  absurde 

'0  =  k'-^a'k, 

donc  ces  équations  sont  contradictoires. 
Exemple  IIL  Soient  encore  les  équations 

x-\'y-j-cz=:^k,  x+y  +  c'z—k\  x+y+c"z=zk' : 
on  trouvera,  en  leur  appliquant  les  formules  générales. 


X=co,yz=zco^  r—  ^ 


u» 


de  sorte  que  les  équations  proposées  sont  incompatibles.  En 
effet,  si  on  les  retranche  membre  à  membre,  on  remplacera 
leur  système  par  le  suivant  : 

x-\-y+cz=k,    {c-^c')z=k^k',    {c--'cy=k—k\ 
or  ces  deux  dernières  équations  ne  seront  compatibles  que  si 
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^ jj       ^ ^f 

Ton  a ;  = ;;,  et  comme  nous  n'avons  pas  fait  cette 

C  ^~'  C         C  ^~"  c 

hypothèse,  il  faut  en  conclure  que  les  proposées  sont  contra- 
dictoires. 

Mais  si -7-  = -jj,  les  valeurs  générales  de  x  et  àeyse 

c  —  C       c^^  c 

réduiront  à  g  *  comme  celle  de  z.  Mais  tandis  que  z  est  déter- 

minée  et  égale  à    „  x  et  y  restent  indéterminées;  carie 

système  des  équations  proposées  est  équivalent  à  celui  des  deux 
équations 

x-\-y-\-cz  =  k,      {c — c')z=k — k', 

de  sorte  que  Tonn'a  plus,,  pour  déterminer  a;  et  y,  que  la  seule 
équation 

,       ,     k  —  k'      ,  ,  ck' — /ce' 

On  pourra  donc  assigner  une  valeur  arbitraire  à  l'une  d'elles, 
et  la  valeur  de  l'autre  sera  déterminée. 

184.  Il  est  bon  de  remarquer  le  cas  où,  les  seconds  membres 
de  trois  équations  à  trois  inconnues  étant  nuls,  le  dénomina- 
teur commun 

K=ab'c"—ac'b"+ca'b"—ba'd'-\-bc'a'—cb'a" 

des  valeurs  de  x,  y,  z  le  sera  aussi,  auquel  cas  les  formules 
générales  se  réduiront  à  {}.  On  résoudra  donc  alors  directement 
les  proposées 

ax+by+cz=:0,     a'x+  b'y-\-c'z=0,     a"x+b"y+c^'zz=0  ; 

pour  cela,  on  tirera  des  deux  premières 

bc'  —  cb'  _ca'  —  ac'  ^  -, 

^-a^'-W^'    y-ab'-ba-^'  ^^^ 


*  On  tire,  en  effet ,  de  cette  équation  de  condition 

k"—k':c''-cf::k—W:c-cf::k-k":c'~d'. 
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et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  troisième,  il  viendra 

R^=0; 

de  sorte  que  le  système  de  ces  trois  dernières  équations  rem- 
placera le  système  des  proposées.  Or  l'équation  R^  =  0  est  véri- 
fiée, quelle  que  soit  la  valeur  de  z,  puisque  nous  supposons 
que  R  est  nul  ;  donc  x  eiy  admettent  aussi  une  infinité  de  va- 
leurs. 

Mais,  ce  qui  est  très-remarquable,  c'est  que  si  R  est  nul,  sans 
qu'aucune  des  trois  différences  aV — ha\  ac^  —  ca'  et  hc'  —  ch' 

X    V       X 

soit  égale  à  zéro,  les  rapports  -,  -  ef  -  seront  constants^  quoique 

z   z      y 

chacune  des  trois  inconnues  admette  une  infinité  de  valeurs.  Cela 

résulte  évidemment  des  équations  [4]. 


CHAPITRE  VL 

THÉORIE  DES  IXÉGALITÉS. 


§  I.  PRINCIPES  GÉNÉRAUX. 

18o.  La  théorie  des  inégalités  repose  sur  ce  principe,  sa- 
voir :  que 

5^a>b,  on  «wma  — b>0,  quels  que  soient  les  signes  de  a  et 
deh. 

Trois  cas  peuvent  se  présenter,  selon  que  a  et  b  sont  tous 
deux  positifs,  tous  deux  négatifs,  ou  que  a  est  positif  et  b  né- 
gatif. On  ne  peut  pas  supposer  a  négatif  et  b  positif,  car  on 
aurait  alors  a<6(26). 

I*'  Si  a  et  6  sont  positifs,  et  que  a  soit  >6,  il  est  évident  que 
a— 6>0. 

2^  Si  a  et  6  sont  négatifs,  et  que  a  soit>6,  la  valeur  absolue 
de  a  sera  moindre  que  celle  de  6,  et  par  conséquent  a— &  sera 
positif,  puisque  le  signe  b  doit  changer  en  retranchant  cette 
quantité  de  a. 

3"  Si  a>0  et  &<0,  il  est  évident  que  a— 6  est  la  somme 
de  deux  quantités  positives,  donc  a  —  6>0. 

Réciproquement,  si  a— b>0,  àest  >b.  La  démonstration 
est  la  même  que  la  précédente. 

18G.  Il  suit  de  ce  principe  qu'on  n'altère  pas  une  inégalité,  en 
ajoutant  à  ses  deux  membres  ou  en  retranchant  une  même  quan- 
tité; ainsi  de  a>è  on  lire  a ±c>èd=c.  En  effet,  puisque  a>6, 
on  a  a  — 6>0,  et  par  conséquent  fl—6dzcqzc>0,  ou,  ce  qui 
revient  au  même, 

a=bc—(6±c)>0;  donc(18f>)a±c>6dic. 
187.  Il  suit  de  là  que,  pour  transposer  un  terme  d'un  membre 
dune  inégalité  dans  un  autre,  il  faut  le  supprimer  dans  le  membre 
où  il  se  trouve,  et  récrire  dans  Vautre  avec  un  signe  contraire  à  ce- 
lui quil  avait,  car  cela  revient  à  retrancher  ce  terme ,  pris 
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avec  son  signe,  des  deux  membres  de  l'inégalité.  Ainsi  de 
a-\-b^c — d,  on  tire  a-\-d^c—b. 

188.  Si  Von  change  les  signes  de  tous  les  termes  d'une  inéga- 
lité^ il  faudra  renverser  en  même  temps  le  signe  qui  indique  Vinè" 
galité,  car  cela  revient  à  faire  passer  tous  les  termes  du  pre- 
mier membre  dans  le  second  et  réciproquement.  Ainsi  de 
a — b^c — c?  on  tire — a-\-b<l — c-\-d. 

189.  On  n  altère  pas  une  inégalité  en  multipliant  ou  en  divisant 
ses  deux  membres  par  une  même  quantité  positive,  mais  si  cette 
quantité  est  négative,  il  faut  renverser  le  signe  de  Vinègalité. 

1°  Supposons  m>>0;je  dis  que  de  a>>  6  résulte  ma  >»m& 

ou— > — .  En  effet,  puisque  a>5,  on  a  a — 6>0  et  par  con- 

m     m  ^      ^ 

séquent  ma — mb'^O  (56)  ou >0  (35);  donc  ma^mb 

a  ^    b 
ou — >— . 

m      m 

2°Sim<0,   de  a'^b   on  tirera  ma<^mb  ou — < — .  La 
^   '  mm 

démonstration  est  la  même  que  celle  du  cas  précédent. 

190.  On  peut  ajouter  membre  à  membre  plusieurs  inégalités 
qui  ont  lieu  dans  le  même  sens;  ainsi  de  a;>6  et  de  c^d,  on 
tire  a-|-c>&+c?;  car  ces  inégalités  reviennent  à  a —  fe>0  et 
àc— c?>0,  d'où  a  —  b  +  c^d'>0,   d'où  a+c>fc  +  d  (i87). 

191.  On  peut  retrancher  membre  à  membre  deux  inégalités  qui 
ont  lieu  en  sens  contraires,  en  donriant  à  la  nouvelle  inégalité  le 
signe  qu'a  celle  dont  on  retranche;  ainsi  des  inégalités  a^b  et 
c<c?,  on  tire  a — c>6 — d.  En  effet,  elles  reviennent  à  a — &>0 
et  à  c — c?<0;  or,  si  de  la  quantité  positive  a — b  on  retran- 
che la  quantité  négative  c  —  d,  on  aura  évidemment  un  résul- 
tat positif;  donc  a — b — c+c?>0,  d'oùa — c^b—d. 

En  général,  il  n'est  point  permis  de  retrancher  membre  à 
membre  deux  inégalités  qui  ont  lieu  dans  le  même  sens.  Ainsi 
de  8>7  et  de  6>2,  on  ne  lire  pas  8— 6>7  — 2. 

192.  On  peut  multiplier  membre  à  membre  plusieurs  inéga- 
lités qui  ont  lieu  dans  le  même  sens,  pourvu  que  les  deux  mem- 


THÉORIE  DES  IINÉGALITÉS.  135 

bres  de  chacune  soient  positifs;  c'est-à-dire  que  si  a,  b,  c,  d 
sont  quatre  quantités  positives  et  que  l'on  ait  a>  6  et  c>rf,  on 
en  déduira  ac^hd.  Gela  est  évident,  puisque  les  facteurs  du 
produit  ac  sont  plus  grands  que  ceux  du  produit  bd. 

Des  inégalités  5  >  3  et  —  6  >  —  7,  on  ne  tirerait  pas 
5  X  (—6)  >  3  X  (—7),  car  cela  reviendrait  à  — 30>  —  21. 

195.  IL  suit  de  là  que  Von  peut  élever  à  la  même  puissance  les 
deux  membres  d'une  inégalité^  quand  ces  deux  membres  sont 
des  quantités  positives.  Ainsi  5>  3  donne  5^  >3-;  mais  de 
5>  — 7,  on  ne  tirerait  pas  5->(— 7)^ 

194.  On  peut  élever  à  une  puissance  de  degré  impair,  les  deux 
membres  de  toute  inégalité;  ainsi  de  a^b  on  tire  par  exem- 
ple  tt«"+^>6-'*+^ 

En  effet,  si  a  est  positif  et  b  négatif,  la  chose  est  évidente, 
puisque  toute  puissance  de  degré  impair  d'une  quantité  néga- 
tive est  négative  (38:.  Si  a  et  b  sont  négatifs,  a-*''-^*>6-"-^-*, 
puisque  ces  deux  puissances  sont  négatives  et  que  la  valeur 
absolue  de  la  première  est  moindre  que  celle  de  la  seconde. 

19o.  Avant  d'aller  plus  loin,  observons  que  si  Ton  élève  deux 
quantités  égales  et  de  signes  conîraires,  -{-  a  et  —  a,  à  une 
puissance  de  degré  pair,  2m,  on  trouvera  le  môme  résultat 
-f-  a-"'  (58}  ;  d'où  il  suit  que  si  l'on  demande  d'extraire  une  racine 
de  degré  pair  2m  d'une  certaine  quantité,  et  qu'on  ignore  si 
cette  quantité  provient  d'une  grandeur  positive  ou  d'une  quan- 
tité négative,  on  doit,  dans  le  doute  où  Von  est,  affecter  cette 
racine  du  double  signe  =h*.  Ainsi  on  dira  que  la  racine  carrée 
de  25  est  ±5;  que  la  racine  quatrième  de  81  estzb  3. 

Mais,  si  le  degré  de  la  racine  à  extraire  est  impair,  on  donnera 
à  cette  racine  le  signe  même  de  la  quantité  dont  on  l'extrait,  car 
toute  puissance  de  degré  impair  d'une  certaine  quantité  porte  le 
signe  de  cette  quantité  (58). 

196.  On  peut  extraire  une  racine  de  degré  pair  des  deux 
membres  d'une  inégalité  ^pourvu  que  Von  prenne,  j)Our  ces  racines, 

*  Prononcez  plxis  ou  moins. 
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des  quantités  positives.  Ainsi  de  l'inégalité  (a  —  W^{c — df, 
on  tirera  a  —  &>c — d,  si  (a — h)  et  (c — d)  sont  des  quantités 
positives;  mais  si  {a  —  b)  par  exemple  était  négative,  comme 
le  carré  de  (6  — a)  est  le  même  que  celui  de  (a — 6),  l'inégalité 
proposéerevenantà(6— a)^>(c— 6?/,onenlirerait6 — a^c^d. 

197.  On  peut  extraire  une  racine  de  degré  impair  des  deux 
membres  de  toute  inégalité;  ainsi  de  a>6  on  déduit  par  exem- 
ple v^a >  v^  ^,  car  toute  racine  de  degré  impair  d'une  quantité 
négative  est  aussi  négative  (193). 

198.  On  peut  diviser  membre  à  membre  deux  inégalités  qui 
ont  lieu  en  sens  contraires^  et  entre  deux  quantités  positives,  en 
donnant  à  Vinégalitè  résultante  le  signe  de  celle  qu'on  a  divisée. 

Ainsi  df3  a>ô  et  de  c<(i,  on  tire  ->  ;^;  cela  est  évident  puis- 

c      a 

que  le  premier  dividende  est  plus  grand  que  le  second,  tandis 
que  le  premier  diviseur  est  au  contraire  moindre  que  le  second. 

199.  Si  l'on  a  une  suite  de  fractions  r,  j^,  -r^,  -''—.dont 

b    bi    b^         bnJ 

les  numérateurs  sont  quelconques  et  dont  les  dénominateurs  sont  tous 

positifs,  et  que  l  on  forme  une  fraction  -r^ — r—, — H-» 

dont  les  deux  termes  sont  les  sommes  qu'on  obtient  en  ajoutant 
d'une  part  tous  les  numérateurs,  et  de  l'autre  tous  les  dénomina^ 
leurs  des  fractions  proposées,  cette  fraction  sera  comprise  entre 
la  plus  petite  et  la  plus  grande  de  celles-ci. 
Supposons-les  en  etïet  rangées  par  ordre  de  grandeur,  de 

manière  que  -r  soit  la  plus  petite  et  que  r^  soit  la  plus  grande; 

0  Ofn 

on  aura  évidemment 

di  >  h,  -, 

«2  >  ^2-  y 
am>bm'    y 
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Or,  si  l'on  additionne  toutes  ces  relations  membre  à  membre, 
il  viendra 

donc  a+a.+a.+  -..+am      a 

En  partant  au  contraire  deTégalité  am=bm.-j^,  on  trouverait 
c[m-i<^m-i--p  etc.,  et  on  arriverait  ainsi  à  conclure  que 

%  II.   DES  INÉGALITÉS  DU  PREMIER  DEGRÉ 
A  UNE  SEULE  INCONNUE. 

200.  Quelle  que  soit  Finégalité  proposée,  on  pourra  tou- 
jours faire  évanouir  les  dénominateurs,  s'il  y  en  a  (132),  en 
ayant  égard  au  principe  du  n°  189,  et  la  ramener  ainsi  à  la 
forme 

ax-\-h^o-\'dx.  [1] 

On  en  tire,  en  transposant, 

[a — d)x^c — h, 

dou  X  ^  r,     selon  que  a — rf'^O. 

^ 5 

Dans  le  premier  cas,  la  quantité ——%  est  une  limite  infé- 
rieure de  X,  c'est-à-dire  que  pour  vérifier  l'inégalité  proposée, 
on  pourra  assigner  à  x  toutes  les  valeurs  imaginables  plus  gran- 

des  que  r^^,  en  n'oubliant  pas  ce  que  nous  avons  dit  au 

n°  26  sur  les  grandeurs  relatives  des  quantités  positives  et 
négatives. 

*  Prononcez  plus  grand  ou  plus  petit  que. 
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Q  5 

Dans  le  second  cas,  où  a — é?<0, est  une  lim\tt  supé- 

Heure  de  x,  de  sorte  que  l'on  peut  donner  à  cette  inconnue 
toutes  les  valeurs  plus  petites  que  cette  limite. 

Lorsque  l'inconnue  x  sera  assujettie  à  satisfaire  à  deux  iné- 
galités différentes,  on  pourra  lui  assigner  une  infinité  de  va- 
leurs, si  elles  déterminent  à  la  fois  deux  limites  inférieures,  ou 
deux  limites  supérieures  de  cette  inconnue;  seulemeut  il  fau- 
dra partir  de  la  plus  grande  limite  inférieure  ou  de  la  plus 
petite  limite  supérieure.  Mais  si  l'on  tire  des  deux  inégalités 
une  limite  inférieure  et  une  limite  supérieure  de  a?,  on  ne  sau- 
rait donner  à  cette  inconnue  que  les  valeurs  comprises  entre 
ces  deux  limites,  de  sorte  qu'il  pourra  être  impossible  de  satis- 
faire aux  inégalités  proposées,  si  la  limite  inférieure  trouvée 
n'est  pas  moindre  que  la  limite  supérieure. 

201.  Problème.  Un  berger^  interrogé  sur  le  nombre  de  ses  mou- 
tons, répond  :  Si  vous  diminuez  de  7  unités  les  |  deleur  nombre,  le 
reste  que  vous  trouverez  sera  plus  grand  que  k;  et  si  au  tiers  de  ce 
nombre  vous  ajoutez  une  unité,  vous  trouverez  une  somme  qui  sur- 
passera V excès  de  la  moitié  du  nombre  de  mes  moutons  sur  4.  Quel 
est  le  nombre  de  ces  moutons? 

En  le  désignant  par  x,  on  trouvera  facilement  les  deux  iné- 
galités 

On  en  tire  successivement 

55 
207— 35  > 20,  d'où     x>Y   ^^    2^2? 

2a;-f  6>3a?— 24,       d'où    a;<30. 

Or,  a;  devant  être  un  nombre  entier,  on  ne  pourra  prendre  pour 
sa  valeur  que  les  seuls  nombres  28  et  29.  Il  est  facile  de  véri- 
fier que  ces  nombres  satisfont  à  la  question. 

Mais,  si  le  reste  obtenu  en  retranchant  7  des  f  du  nombre  des 
moutons  eût  dû  être  plus  grand  que  5,  on  aurait  trouvé  30  pour 
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limite  inférieure  de  x,  et  comme  la  limite  supérieure  est  aussi 
30,  le  problème  n'aurait  pas  admis  de  solution. 

$  III.  DES  INÉGALITÉS  ENTRE  PLUSIEURS  INCONNUES. 
202.  Considérons  deux  inégalités  entre  deux  inconnues 

ax  -\-  by^  k,     a'x  +  i>'y  >  k'. 

On  en  tire 

>k—by  ,  >^ 

X  ^ -,    selon  que    a  ^0  , 

et  ar  ^ r-^,    selon  que    a  '^  0 . 

Si  a  et  a'  sont  deux  quantités  positives,  on  a  ainsi  deux  limites 
inférieures  de  a?,  et  alors  on  pourra  assigner  à  y  une  valeur  ar- 
bitraire p,  et  donner  en  même  temps  à  x  toutes  les  valeurs  plus 

grandes  que  la  plus  grande  des  deux  quantités et 


a  a 

Si  a  et  a!  sont  négatifs ,  on  pourra  encore  donner  à  y  une 
valeur  arbitraire  p,  et  x  recevra  en  même  temps  toutes  les  va- 
leurs moindres  que  la  plus  petite  des  deux  quantités et 

a'      ' 

Si  a  et  a'  sont  de  signes  contraires,  et  si  par  exemple  a>  0 
et  a' <0,  on  aura 

^  k  —  by      ,         ^k'  —  Vy 
X  > ^    et    ic  < r-^, 

et  cela  exige  que  Ton  ait 


k  —  byk'  —  b'i 


a  a 

ce  qui  détermine  une  limite  de  y.  Alors  on  assignera  à  y  toutes 
les  valeurs  plus  grandes  que  cette  limite,  si  c'est  une  limite  in- 
férieure ;  plus  petites  qu'elle,  si  c'est  une  limite  supérieure  ;  et 
on  accouplera,  avec  chacune  de  ces  valeurs  de  y,  toutes  les  va^r 
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leurs  de  x  comprises  entre  les  deux  limites  correspondantes  de 
cette  inconnue. 

En  résolvant  les  inégalités  proposées  par  rapport  à  y,  on  ob- 
tiendrait semblablement  la  limite  de  x. 

205.  Les  mêmes  considérations  conduiront  à  la  détermina- 
tion des  limites  des  deux  variables  x  et  j  dans  un  système  quelcon- 
que d'inégalités  à  deux  inconnues. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  propose  de  satisfaire  aux 
trois  inégalités 

2y  —  07  >  0,     1  —  2a;  —  3y  >  0,     7  ^  kx  +  y  >  0, 

par  des  valeurs  entières  de  x  et  de  y.  On  en  tirera,  en  les  résol- 
vant par  rapport  à  x. 


x<^y,   ^<^^, 

->  ^t"; 

il  faut  donc  que  l'on  ait  à  la  fois 

7  +  1/ 
^<22/        et  - 

7+2/^l-3y 
4^2' 

On  en  déduit 

y>-h    et 

y<l. 

Ainsi,  puisque  y  doit  être  une  quantité  entière,  on  ne  peut  pas 
lui  assigner  d'autres  valeurs  que  0  et  1 . 

Or,  pour  1/  =  0,     on  a    a;  <  0,  a?  <  |,    a?  >  —  J. 

Donc  à  y  =  0  on  ne  peut  faire  correspondre  que  —  1,  puisque 
c'est  là  le  seul  nombre  entier  compris  entre  0  et  —  f . 

Pour        y  =  1,     on  a    a;<  2,  a;  <— 1,  o;>  —  2; 

or  il  n'y  a  point  de  nombres  entiers  compris  entre  —  1  et  —  2  ; 
donc  à  y  =  1  ne  répond  aucune  valeur  de  a?;  de  sorte  que  les 
inégalités  proposées  ne  peuvent  être  vérifiées  que  par  le  seul 
couple  y  =  0  et  a?  =  —  1 . 

Il  est  bon  de  remarquer  que  l'on  peut  quelquefois  éliminer 
une  inconnue,  entre  deux  inégalités,  par  la  méthode  d'élimination 
par  réduction;  ainsi  en  ajoutant  à  la  troisième  des  inégalités 
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proposées,  d'une  part  le  produit  de  la  première  par  4,  d*autre 
part  le  produit  de  la  deuxième  par  2,  a;  disparaîtra  et  il 
viendra 

9?/  +  7>0    d'où    y>—h    et    9  — 5î/>0    d'où    y<l. 

Mais  ce  procédé  est  en  général  moins  commode  que  le  pré- 
cédent. 


CHAPITRE  VIL 

DE  L'ANALYSE  INDÉïERMIIVÉE  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


g  I.  ÉQUATION  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  DEUX  INCONNUES. 

204.  Nous  avons  vu  que  lorsque  le  nombre  des  inconnues 
surpasse  celui  des  équations  à  résoudre,  ces  équations  sont  in- 
déterminées, c'est-à-dire  qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  de  ces  inconnues  qui  peuvent  les  vérifier  (161).  Mais 
si  l'on  demande  que  les  valeurs  des  inconnues  soient  toutes  en- 
tières, le  nombre  des  solutions  pourra  ne  plus  être  infini,  et 
quelquefois  même  la  question  deviendra  impossible,  surtout  si 
l'on  exige  encore  que  ces  valeurs  soient  non-seulement  entières, 
mais  encore  positives,  La  détermination  de  ces  sortes  de  valeurs 
est  l'objet  de  Y  analyse  indéterminée.  Pour  prendre  d'abord  le 
cas  le  plus  simple,  nous  allons  nous  occuper  de  la  résolution, 
en  nombres  entiers,  d'une  équation  du  premier  degré  à  deux 
inconnues. 

205.  Toute  équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues 
peut,  comme  nous  l'avons  vu,  être  ramenée  à  la  forme 

Arc  +  Bî/  =  K, 

dans  laquelle  A,  B  et  K  représentent  trois  membres  entiers. 
Tachons  de  la  réduire  à  la  forme  la  plus  simple  possible.  En 
conséquence,  si  ces  trois  nombres  ne  sont  pas  premiers  entre 
eux,  on  les  divisera  par  leur  plus  grand  commun  diviseur,  ce 
qui  donnera  une  équation  plus  simple 

k'x  +  B'i/  ==  K'. 

Maintenant ,  il  pourra  se  faire  que  deux  des  trois  quantités  A',  B' 
et  R'  aient  un  facteur  commun  ;  je  suppose  d'abord  que  A'  et  B' 
jouissent  de  cette  propriété  et  que  leur  plus  grand  commun 
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diviseur  soit  d  ;  je  divise  tous  les  termes  de  l'équation  ci- 
dessus  par  dj  et  il  viendra 

équation  qui  ne  pourra  être  satisfaite  par  aucun  couple  de  va- 
leurs entières  de  x  et  de  y,  puisque  A"  et  B"  sont  des  nombres 

R' 

entiers,  et  que  -r  n'en  est  pas  un.  Donc 

Pour  qu'une  équation  à  deux  inconnues  soit  soluble  en  nombres 
entiers  ,  il  faut  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  leitrs  coeffi- 
cients divise  le  terme  tout  connu. 

206.  Supposons  maintenant  que ,  A'  et  B'  étant  premiers 
entre  eux,  l'un  de  ces  coefficients,  A'  par  exemple,  ait  un  fac- 
teur commun  davec  R'  :  en  divisant  tous  les  termes  de  l'équa- 
tion A'o;  +  B'y  =  K'  par  ce  facteur  commun,  on  trouvera    ^ 

A"a;+Ç=K"; 

R'îv 
or  A"  et  R"  soiit  des  nombres  entiers,  donc  -j-  doit  aussi  être 

un  nombre  entier  ;  mais  B'  et  d  sont  premiers  entre  eux,  donc 
y  doit  un  être  multiple  de  d,  et  est  ainsi  de  la  forme  dy' ,  de 
sorte  que  l'équation  proposée  sera  ramenée  à 

A''^+By  =  R^ 

et  celle-ci  sera  elle-même  susceptible  d'être  simplifiée  si  B'  et  R" 

ne  sont  pas  premiers  entre  eux.  On  voit  parla  que  l'on  pourra 

toujours  réduire  toute  équation  à  deux  indéterminées  à  la  forme 

ax  -\-  by  =  k,  [1] 

dans  laquelle  les  nombres  a,  b  e?  k  sont  premiers  entre  eux  deux 
à  deux. 

207.  Occupons -nous  donc  de  la  résolution  de  cette  équa- 
tion. Rien  ne  serait  plus  facile  ,  si  l'un  des  coeflicients,  a  par 
exemple,  était  égal  à  l'unité,  car  alors  on  en  tirerait  immé- 
diatement 

x  =  k  —  6y, 
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et  on  voit  ainsi  qu'à  chaque  valeur  entière  de  y  correspondrait 
une  pareille  valeur  de  x.  En  conséquence,  nous  allons  tâcher 
de  faire  dépendre  la  résolution  de  l'équation  [1]  de  celle  d'une 
équation  dans  laquelle  le  coefficient  de  l'une  des  inconnues 
serait  l'unité. 

a  ei  b  étant  deux  nombres  premiers  entre  eux  sont  néces- 
sairement inégaux  :  soit  a  <C  b.  3e  résous  l'équation  [  1  ]  par 
rapport  à  x,  c'est-à-dire  par  rapport  à  l'inconnue  qui  a  le  plus 
petit  coefficient,  ce  qui  donne 

k  —  by 

X  —  • 

a 

J'effectue  la  division  de  b  par  a,  j'appelle  q  le  quotient  et  r  le 

reste,  de  sorte  que 

b  =^  aq  -^  r, 

et  je  substitue  cette  valeur  de  b  dans  celle  de  ic  ;  il  viendra 

k — aqy — ry  ,    k — ry 

Pour  que  cette  valeur  de  x  soit  entière,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  valeurs  entières  que  l'on  pourra  attribuer  à  y  rendent 

^  égal  à  un  nombre  entier  quelconque  ï,  de  sorte  qu'on 

aura 

k  —  ry 

— ^=t,    et    œ=z-^qy+t. 

La  résolution  de  l'équation  [1]  se  trouve  donc  ramenée  à 
celle  de  l'équation 

/f ijry 

i  =  tj    qui  revient  à    ry  -^-  at  =  k,  [2] 

(i 

et  nous  nous  sommes  approchés  du  but  vers  lequel  nous  ten- 
dons ,  car  les  coefficients  r  et  a  des  inconnues  y  et  t  sont  respec- 
tivement moindres  que  ceux  a  et  & ,  que  les  inconnues  x  eiy 
ont  dans  la  proposée.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  nous  nous  en 
serons  d'autant  plus  rapprochés  que  r  sera  plus  petit.  Si  donc,  en 
faisant  la  division  de  b  par  a,  en  dedans ^  comme  à  l'ordinaire, 
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on  trouverait  un  reste  r'^^a,  il  serait  avantageux  d'effectuer 
cette  division  en  dehors  {Arithmétique,  92),  car  alors  le  reste 
serait  plus  petit  que  {a,  en  valeur  absolue*.  Nous  supposerons 
désormais  que  l'on  ait  toujours  fait  les  divisions  en  dedans  ou 
en  dehors,  selon  qu'il  sera  nécessaire  pour  obtenir  un  reste 
moindre  que  la  moitié  du  diviseur. 

Remarquons  encore  que ,  si  A:  et  r  avaient  un  facteur  com- 
mun m,  la  fraction     ~"  ^^  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

^  ,  et  m  étant  une  quantité  première  avec  a,  sans 
quoi  5  et  a  auraient  un  facteur  commun,  il  faut,  pour  que 
^—^  soit  un  nombre  entier,  que  ~^  ^^  soit  aussi  un  nombre 
entier  [Arith.,  80),  ce  qui  donne 

^^=i^=:^     d'où     r\j  +  at=k\ 

Oj 

et  ici  le  coefficient  de  y  est  moindre  que  dans  l'équation  [2]. 
Nous  ne  négligerons  donc  pas  cette  simplification ,  quand  elle 
se  présentera. 

Observons  encore  que  l'on  pourra  effectuer  aussi  la  division 
de  li  par  a,  ce  qui  conduira  à  une  équation  plus  simple,  et  qu'il 
conviendra  de  la  faire  en  dedans  ou  en  dehors,  selon  qu'il  sera 
nécessaire  pour  avoir  un  facteur  commun  au  reste  de  celte 
division  et  à  celui  de  h  par  a,  s'il  est  possible. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  [2],  et,  en  opérant  sur 

elle  comme  sur  la  proposée,  on  en  tirera 

k  —  ai  ,  k  —  Vit 

y  =  —;r-=-Qi^  +  —;—y 

en  posant  a  =  rçi  +  n. 
Pour  que  cette  valeur  de  y  soit  entière,  il  faut  et  il  suffit  que 

les  valeurs  entières  que  l'on  attribuera  à  t  rendent  — —^ 


*  L'égalité  'b=zac[-\-r  revient  à  h  =  a{q-\-\)—a-\-r  ou  h  —  a[q-{-\)—[a--r)\ 
or  a  — r  <  ^a. 

G.  10 
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égal  à  un  nombre  entier  quelconque  h ,  de  sorte  qu'on  aura 

k  —  Tit^. 

-7 =  ^1     et     y  =  ^q,t-\-t,. 

La  résolution  de  l'équation  [2]  dépendra  ainsi  de  celle  de  l'équa- 
tion plus  simple 

k  —  Txt  _ 
r 

On  tire  de  celle-ci 


k,     ou    riif  +  r«i  =  A;.  [3] 


en  posant  r^riga  +  rg.  Pour  que  t  soit  un  nombre  entier,  il 
faut  et  il  suffit  que  Ton  donne  à  ^i  des  valeurs  entières  qui 
k  — —  T  t 

rendent —  égal  à  un  nombre  entier  quelconque  k,  de 

sorte  qu'on  aura 

k — Tik 


ti    et    ^  =  —  ^2^1  +  ^2. 


La  résolution  de  l'équation  [3]  est  maintenant  ramenée  à 
celle  de  l'équation  plus  simple 

/C  *^—  î^aH  I  7  r-  .  -1 

=  ^2,     ou    ré>i-\-nk  =  k,  [4] 

ri 

Mais  remarquons,  sans  aller  plus  loin,  que  les  coefficients 
des  diverses  inconnues,  dans  les  transformées  successives,  sont 
les  restes  mêmes  que  Ton  aurait  trouvés  en  cherchant  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  a  et  de  h\  car  nous  avons  d'abord 
divisé  h  par  a,  puis  a  par  le  reste  rde  cette  première  division, 
puis  ce  reste  par  celui  n  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite.  Donc, 
puisque  aelh  sont  supposés  premiers  entre  eux,  on  parviendra 
à  un  reste  égal  à  l'unité ,  lequel  sera  le  coefficient  de  favant- 
dernière  des  indéterminées  que  Ton  aura  introduites  dans  le 
cours  du  calcul.  Supposons  que  n  soit  ce  reste  égal  à  l'unité  : 
on  tirera  alors  de  la  dernière  transformée , 

k^k — nk' 
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En  substituant  cette  valeur  de  u  dans  celle  de  t,  puis  en  re- 
montant ainsi  successivement  aux  valeurs  des  diverses  incon- 
nues, on  parviendra  à  obtenir,  pour  a;  et  pour]/,  des  valeurs 
qui  seront  des  fonctions  entières  (18)  de  l'indéterminée  t..  Ces 
valeurs  contiendront  en  général  un  terme  en  tt  et  un  terme 
indépendant  de  cette  variable,  et  seront  ainsi  de  la  forme 

y  =  ?+Bti,     x  =  oi+At^. 

Le  problème  sera  alors  complètement  résolu,  puisque,  pour 
toutes  les  valeurs  entières  que  l'on  donnera  à  ^2,  on  trouvera 
de  pareilles  valeurs  pour  x  et  pour  y  *. 
208.  Exemple  I.  Résoudre  V équation 

mx  —  U8yz=9b 
en  nombres  entiers. 

128  n'ayant  pas  d'autre  facteur  premier  que  2,  on  voit  que 
les  trois  nombres  177,  128  et  95,  sont  premiers  entre  eux  deux 
à  deux.  Cela  posé ,  en  appliquant  la  méthode  que  nous  venons 
de  développer,  nous  trouverons  successivement 


177a;  — 95  ,   49a;— -95 

y=    128    =^+-w-^^+^- 

49a;— 95 _^  _  128H-_95  _  95--19Î 

128       ~^'     ^-         49~~"^^^         49       • 


*  Cette  méthode  démontre  qu:il  suffit  que  les  coefficients  à  et  h  soient  pre- 
miers entre  eux  pour  que  l'équation  ax  +  by  =  k  soit  soluble  en  nombres  en- 
tiers: elle  prouve  également  que  cette  condition  est  nécessaire .  Eu  etïet,  si  a 
et  h  ont  un  commun  diviseur  r„,  comme  les  coefficients  des  deux  inconnues, 
dans  chaque  transformée,  sont  les  deux  derniers  restes  obtenus,  on  arrivera  à 
la  transformée 

rj^i-^r^it^z=k, 
d'où  l'on  tirera 

k~rn-xtn  .    .   k 


"  ■  r, 


qn+ltu  +  -j 


en  désignant  par  g„+,  le  quotient  de  la  division  de  r»_i  parr„;  puis  donc  que 
ce  quotient  est  entier,  on  voit  que  l'équation  ci-dessus  sera  absurde,  à  moins 
que  r»  ne  divise  k. 
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^     95  — 19î      19(5—0       ,  .^     .   ,r.         . 

Or  — 7^ —  =  — ~ — ,  et  comme  19  et  49  sont  premiers 

•1  A    1.  95— 19î 

entre  eux,  il  en  résulte  que  — — —  ne  sera  entier  que  si 

(5  —  0  est  divisible  par  49.  Je  pose  donc 

b  —  t 

-Tq-  =  hi    et  nous  aurons    x=3t-\-  l^h. 

De  l'équation 

5  — g 
49 

et  par  suite 


^1,    on  tire    f— 5  —  49^i, 


a;  =  (5  — 484)  3+ 19^1==  12  —  128^1, 
y=:lb~  128^+5  —  494  =  20  —  1774; 

de  sorte  qu'en  donnant  à  4  toutes  les  valeurs  entières  possibles 
on  tirera  des  formules 

0^=15-1284     et    ^=20—1774 

toutes  les  solutions  entières  de  l'équation  proposée.  Si  par 
exemple  on  suppose 

^  =  0,  on  aura    a?  =15      et    y  =  20, 

t  =  —l,  ;z;=143  ^=197, 

etc. 

Exemple  IL  Soit  encore  T équation 

1770?— 128^  =  228. 

Je  vois  à  l'inspection  de  cette  équation  que  128  et  228  sont 
divisibles  par  4,  de  sorte  qu'en  divisant  tous  les  termes  par  4 
et  en  posant 

x  =  kx',    on  aura     177a?' — 32y  =  57. 

De  même,  177  et  57  étant  divisibles  par  3,  il  viendra,  en  divi- 
sant tous  les  termes  de  cette  dernière  équation  par  3 ,  et  en 
posant 

y  —  3y',  59a?'— 32^=19.     '"       ' 
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On  appliquera  la  mélhode  du  n°  20B  à  celte  équation,  et  on 
trouvera  successivement 

,      59a?'— 19       ^  ,      5a;'+  19      „  ,      ^ 

bx'+l9       ^        ,       32?— 19_^^       o    I   2?-4_ 

— =?,     a;  = =m  —  Z-\ —  =  6^  — 3-f-2?i, 

^-=^=?i,  f=2+5?i; 

ic'  =  6(2  +  5fi)  —  3  +  2?i  =  9  +  32fi  ;     iT  =  36  +  123«i  ; 
^'  =  2(9  +  32?i)— (2  +  5rO=16+59?i;     î/=:48+ 177fi. 

209.  Les  formules 

x=zai-\-ku    et    i/=:p4-B?2, 
que  nous  avons  obtenues  précédemment  (207),  vont  nous  con- 
duire à  une  propriété  fort  remarquable  dont  jouissent  les  va- 
leurs de  X  et  de  y  qui  satisfont  à  l'équation  [1]. 

Je  remarque  d'abord  qu'on  peut  faire  ït=0  dans  ces  for- 
mules ,  ce  qui  les  réduit  à  a;  =  a  et  à  i/  =  p,  et  qu'ainsi  a  et  p 
forment  une  solution  de  l'équation  [1].  Cela  posé,  si  l'on  sub- 
stitue a  -f  A/,  et  p  +  B?2  à  la  place  de  x  et  de  y  dans  cette 
équation,  il  viendra 

(Aa  +  B6)^2=0, 

puisque  fla4-6.8  =  /t,  et  comme  h  n'est  pas  nul,  on  devra 

avoir 

A           b 
Aa  +  B&  =  0,     d'où     p  = . 

Or  les  deux  nombres  A  et  B  sont  premiers  entre  eux ,  car  s'ils 
avaient  un  facteur  commun  m,  les  valeurs  générales  de  rc  et  de  ^ 
pourraient  être  mises  sous  la  forme 

a;  =  a  -f-  mk!h    et    y  =  p  +  ^^^'^^  ; 
de  sorte  qu'en  attribuant  à  u  la  valeur  fractionnai      --  ,    on 
aurait  pour  x  et  pour  y  des  valeurs  entières ,  ce  qui  est  con- 
traire à  la  condition  ^^^^=^2,  par  laquelle  nous  avons  déter- 
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A            b 
miné  h  en  fonction  de  h.  Les  fractions  égales  ^  et étant 

sj  CL 

irréductibles,  il  faudra  que  l'on  ait  A=zlzè  et  B  =  =pa;  donc 

x  =  o!.±:bhy     y  =  zpat2. 

Si  maintenant  on  remplace  t^  par  tous  les  nombres  entiers 
0,  1,  2,  3,  4,...  on  trouvera  que  les  valeurs  de  a;  et  de  ^  for- 
ment les  deux  progressions  suivantes  : 

v....a — 2b,      a  —  6,      a,      a  +  ^,      a  +  26,.... 
-f....p  +  2a,     p  +  a,     p,     p  — a,     p— 2a,.... 

Ainsi  les  solutions  entières  de  l'équation  ax  +  by=:k  sont  les 
termes  correspondants  des  deux  progressions  par  différence ,  telles 
que  dans  la  progression  qui  détermine  les  valeurs  de  x,  la  raison 
est  le  coefficient  de  y,  pris  avec  son  signe  ou  avec  un  signe  con- 
traire au  sien,  et  que  dans  celle  qui  renferme  les  valeurs  de  y,  la 
raison  est  le  coefficient  de  x ,  pris  avec  un  signe  contraire  ou  avec 
son  signe. 

210.  On  peut  démontrer  autrement  ce  théorème  important. 

Soient  en  effet  a?  =  a   et   i/  =  p  une  solution  entière  de 

l'équation 

ax  -\-by=.k  : 
nous  aurons  donc 

aoL-\-b^=:k, 

d'où,  en  soustrayant  ces  deux  égalités  membre  à  membre  *, 

a(ir  — a)  +  %  — p)  =  0, 
et  par  suite 

a 

Oy  X — a  est  un  nombre  entier,  donc  -^ ^  en  est  aussi  un; 

a  ' 

mais  a  est  premier  avec  fc,  donc  a  divise  y  —  p  ;  donc,  en  repré- 

*  C'est  pour  écrire,  dans  l'équation  [1],  la  condition  exprimée  dans  l'iden- 
tité aa+  bp=fc,  que  nous  avons  fait  cette  soustraction.  Le  résultat,  en  effet, 
est  le  même  que  si  nous  avions  remplacé  dans  [1] ,  fc  par  sa  valeur  tirée  de 
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sentant  par  t  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif, 
on  aura  y  --^=  at,  et  par  suite 

i/=p4-aï,     a7=a  — 6r.  [5] 

Ces  formules  ne  seraient  pas  plus  générales  en  y  affectant  le 
second  terme  du  double  signe  d=,  puisque  t  doit  recevoir  toutes 
les  valeurs  entières  tant  positives  que  négatives. 

211.  Il  résulte  des  formules  [5]  que,  si  une  fois  on  avait 
déterminé  une  solution  de  l'équation  [1],  on  en  aurait  immé- 
diatement une  infinité  d'autres;  de  sorte  que  le  problème  de 
résoudre  une  équation  à  deux  inconnues  en  nombres  entiers, 
est  ramené  à  celui  de  trouver  une  solution  de  cette  équation. 
Nous  verrons  plus  loin  (418)  que  l'on  peut,  à  l'aide  des  fractions 
continues,  obtenir  cette  solution;  mais,  en  attendant,  il  faut  nous 
en  tenir  à  la  méthode  que  nous  avons  développée  au  n"  207. 
Cependant  il  sera  souvent  possible  de  trouver  cette  solution,  en 
examinant  attentivement  l'équation  proposée.  Ainsi,  quand  on 
pourra  reconnaître  que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  mul- 
tiples des  coefficients  des  inconnues  sera  un  diviseur  du  terme 
indépendant,  on  obtiendra  facilement  un  couple  de  valeurs 
entières  de  a;  et  de  ^  qui  vérifient  l'équation  proposée 

ax^by=k.  [1] 

En  effet,  si  am±.bn  est  un  diviseur  de  k,  on  aura,  en  appe- 
lant q  le  quotient  de  la  division  de  k  par  amzhbn, 
amq±hnq  =  k, 

de  sorte  qu'en  faisant  dans  [1],  x=mq  et  y=±nq,  cette 
équation  deviendra  identique.  Donc 

x='mq-\-bt  et   y=±nq  —  at 
seront  alors  les  formules  générales  qui  la  résolvent. 

212.  Exemple  I.  Résoudre 

\3x-\-l9y  =  2b. 
On  voit  facilement  que 

13.3—19.2=1 
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qui  est  un  diviseur  de  25.  Je  multiplie  donc  tous  les  termes  de 
cette  égalité  par  25,  ce  qui  donne 

13.3.25  —  19,2.25  =  25; 

ainsi,  en  posant  a;=:3.25  =  75  et  i/=— 2.25=— 50,  j'aurai 
satisfait  à  la  proposée.  Donc 

a;=75— I9î    et     i/=— 50+13^. 

Exemple  IL  Résoudre 

39a; +  29^  =  650. 

Je  remarque  d*abordque  39  et  650  ont  le  facteur  commun  13, 
de  sorte  qu'en  posant  ^=  13^',  je  ramènerai  cette  équation  à 
la  suivante  (206), 

30^  +  29^=50.  [6] 

Je  vois  ensuite  que 

—3.9+29=2, 

qui  est  un  diviseur  de  50.  En  multipliant  donc  tous  les  termes 

50 
de  cette  égalité  par  -^=25,  il  viendra 

—3.9.25  +  29.25  =  50, 

et  par  conséquent  j'aurai  une  solution  de  l'équation  [6],  en 
posant  x  =  —  9 .  25  =  —  225  et  i/'  =  25  ;  donc 

ir=— 225+29?,    7/  =  25  — 3?,     partant    y  =  32b  — 39t. 

On  aurait  résolu  les  équations  proposées  plus  simplement  en 
observant  que  39  —  29=  10  est  un  diviseur  de  650. 

215.  Les  formules  [5]  résolvent  l'équation  [1]  en  nombres 
entiers,  mais  si  l'on  ne  veut  admettre  que  des  valeurs  positives 
pour  X  et  pour  y,  il  faudra  rejeter  les  valeurs  de  t  qui  con- 
duiraient à  des  valeurs  négatives  de  ces  inconnues.  Gomment 
reconnaître  ces  valeurs  de  t  qu'il  faudra  rejeter. 

Nous  supposons  toujours  que  a  soit  positif,  ce  qui  est  per- 
mis, car  si  a  était  négatif,  il  suffirait  de  changer  les  signes  de 
tous  les  termes  de  l'équation  [1]   pour  rendre  ce  coefficient 
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positif  :  nous  aurons  alors  deux  cas  à  examiner,  selon  que  b 
sera  positif  ou  négatif. 

Soit  6>  0;  pour  que  les  valeurs  de  a?  et  de  y  données  par 
les  formules  [5]  soient  positives,  il  faudra  que  l'on  ait 

a+&;>0,    et  p  — ar>0, 


d'oùTon  tire 


ï>-^    et  î<| 
0  a 


On  a  donc  ainsi  une  limite  inférieure  et  une  limite  supérieure 
de  t,  de  sorte  qu'en  donnant  à  cette  variable  toutes  les  valeurs 
entières  comprises  entre  ces  deux  limites,  on  obtiendra  toutes 
les  solutions  de  l'équation  ax  -\-by  =  k  en  nombres  entiers  po- 
sitifs. On  pourra  même  faire  t  égal  à  Tune  et  à  l'autre  de  ces 
limites,  si  a;  et  y  peuvent  recevoir  des  valeurs  égales  à  zéro. 

Le  nombre  des  solutions  entières  et  positives  de  l'équation  [1] 
est  donc  limité,  et  cette  équation  serait  même  insoluble  si  les 

a         fi 

limites  de  î,  —  -r  et  -,  étaient  comprises  entre  deux  nombres 

entiers  consécutifs. 

Ces  limites  d'ailleurs  ne  sauraient  être  contradictoires,  car, 

pour  qu'elles  le  fussent,  il  faudrait  que  l'on  eût 

„      fi 
—  T>-5     d'où    aa-|-6fi<0, 

ce  qui  ne  se  peut  ;  car  a  et  ,8  formant  une  solution  de  l'équa- 
tion [1],  on  a  a(x-}-b^  =  k,  et  k  n'est  pas  négatif,  sans  quoi  la 
proposée  ne  pourrait  être  vérifiée  par  aucun  couple  de  valeurs 
positives  de  x  et  de  y. 

214.  Dans  le  cas  que  nous  examinons,  on  peut  déterminer 
le  nombre  des  solutions  qu'admet  l'équation  proposée.  En  effet, 
si  Ton  appelle  A  et  B  les  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs, 

a  B 

qui  sont  immédiatement  moindres  que  — -r  et  que  -,  les 
valeurs  dont  t  est  susceptible  seront 

A+l,A  +  2,A-]-3,....   B=A  +  (B— A). 
On  voit  donc  que  le  nombre  de  ces  valeurs  est  B  —  A. 
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215.  Soit  maintenant  &  <  0  ;  on  devra  alors  avoir,  en  met- 
tant le  signe  de  b  en  évidence, 

a— &?>0  et  P  — aî>0, 


d'où  Ton  tire 


^<-"     et   t<t 


Ainsi  en  donnant  à  t  toutes  les  valeurs  entières  moindres  que 
la  plus  petite  de  ces  limites,  les  valeurs  correspondantes  de  x 
et  de  y  seront  positives,  et  comme  il  y  a  une  infinité  de  nombres 
qui  satisfont  à  cette  condition,  il  s'ensuit  que  l'équation  [1] 
admet  un  nombre  illimité  de  solutions  en  nombres  entiers  et 
positifs. 

216.  Problème  I.  Payer  1000^  en  schellings  et  en  guinées, 
sachant  que  le  schelling  vaut  1^20  et  que  la  guinée  vaut  26^45. 

Soient  x  le  nombre  des  guinées  et  y  celui  des  schellings, 
on  aura,  d'après  l'énoncé, 

26,45.5?-!- 1,20  .y  =.1000, 

ou,  en  multipliant  tous  les  termes  par  100,  afin  de  rendre  les 
coefficients  entiers, 

2645  ^-f  120?/=  100000, 

équation  qui  se  réduit  à 

529a?'-|-3^=:2500, 

en  posant  x=%x'.  On  tire  de  là 

~ — z=:t,     «'=1  —  3^,     x  =  %'-2kt,      i/  =  657-[-529  ^. 

Les  valeurs  de  a;  et  de  ^  devant  être  positives,  on  posera 
1— 3«>0,    d'où   ï<i; 
657+529î>0,     d'où    «>~^; 

et  l'on  voit  ainsi  que  t  ne  peut  recevoir  que  les  valeurs  0  et  —  1, 


DU  PREMIER  DEGRÉ.  155 

auxquelles  correspondent  respectivement  x  =  S,  7/= 657,  et 
a;=32,  y=l\86. 

Si  Ton  admet  que,  pour  payer  les  1000^  le  débiteur  ait  la 
faculté  de  donner  à  son  créancier  des  guinées  ou  des  schellings, 
et  que  celui-ci  puisse  rendre  des  schellings  ou  des  guinées,  Vune 
des  deux  inconnues  xety  pourra  alors  recevoir  des  valeurs  néga- 
tives, de  sorte  que  pour  les  déterminer,  dans  ce  cas,  on  posera 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  on  pourra  donner  à  t  toutes  les 
valeurs  négatives  — 2,-3,  — 4,....  et  dans  le  second  on  ne 
devra  attribuer  à  t  que  les  valeurs  positives  1,  2,  3,  4,....  Si 
par  exemple  on  fait  t~—2,  on  trouvera  x  =  b6,  y^— 401, 
de  sorte  qu'on  acquittera  la  dette  de  1000^  en  donnant  56  gui- 
nées qui  valent  1481^20,  et  en  recevant  en  retour  401  schel- 
lings qui  valent  48 1^  20. 

217.  Problème  IL  Trouver  une  somme  que  Von  puisse  payer 
de  6  manières  différentes,  avec  des  guinées  et  des  schellings. 

Soient  z  cette  somme  inconnue,  x  le  nombre  des  guinées 
et  y  celui  des  schellings  que  l'on  emploiera  pour  la  payer.  On 
aura  l'équation 

26,iib.x+l,20.y  =  z, 
qui  revient  à 

529a; +  242/= 20^, 
ou,  en  posant  x=kx\ 

b29x'-{-Ç>y=^bz. 
On  tire  de  cette  équation 

z  —  %8x' ^ —  =2—883?' — f , 


6  6 
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Pour  que  ces  valeurs  de  x'  el  de  y  soient  positives,  on  posera 

6^--ir>0,    d'où    l<%\ 

0 

895  — 529^>0,     d'où     ï<|||. 

529 

Gela  posé,  si  l'on  représente  par  A  le  nombre  entier  immédia- 

lement  moindre  que  -,  il  faudra  que  le  plus  grand  nombre 

89  '^ 
entier  contenu  dans  — -  soit  A+6,  puisque  l'on  veut  qu'il  y 

ait  6  couples  de  valeurs  de  rr'et  de  y  (214).  Donc,  en  appelant 
a  et  p  deux  quantités  positives,  moindres  que  l'unité,  on  aura 

i  =  A+c<    et   Si=A  +  6  +  p,  . 


partant 


5-i-ï-«+^-' 


donc,  si  p>a,  6  sera  le  plus  grand  nombre  entier  contenu 
dans  la  différence  des  deux  limites  de  t\  mais  si  ?<«,  5  sera 
ce  plus  grand  nombre  entier,  de  sorte  que,  pour  avoir  certai- 
nement les  6  solutions  demandées,  il  faudra  égaler  cette  diffé- 
rence successivement  à  6  et  à  7,  ce  qui  donnera 

895      z  „   , 

—  --=6,     dou    ^  =  3808; 

^--g  =  7,     d'Où     ,-  =  4443. 

Pour  savoir  laquelle  de  ces  valeurs  de  z  il  faut  prendre,  nous 
allons  calculer  les  limites  correspondantes  de  t.  Nous  trouve- 
rons ainsi 

5  =  3808,    ï>634,    î<641. 

Or  il  est  évident  que  %  peut  admettre  ainsi  les  6  valeurs  635, 
636,  637,  638,  639  et  640,  et  que  3808^  est  par  conséquent  la 
somme  demandée. 
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g  II.  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  PLUSIEURS  INCONNUES. 

218.  Nous  disliiiguerons  deux  cas  principaux,  suivant  que 
le  nombre  des  inconnues  surpassera  celui  des  équations  ô*une 
ou  de  ■plusieurs  unités. 

1"Cas.  Considérons  d'abord  deux  équations  à  trois  inconnues 

ax  -\-by-{-cz=kj 
a'x-\-b'y-{-c'z=k'. 

Il  est  clair  que  ces  équations  ne  seront  solubles  en  nombres 
entiers  que  si  a,  b,  c  sont  premiers  entre  eux,  ainsi  que  a',  b\  c', 
car  nous  les  supposons  débarrassées  de  tout  facteur  commun 
à  tous  leurs  termes.  D'ailleurs,  si  deux  des  coefficients  ont  un 
diviseur  commun  avec  le  second  membre,  on  le  supprimera 
comme  nous  l'avons  indiqué  dans  ce  qui  précède  (206),  et  on 
transformera  ainsi  les  équations  proposées  en  d'autres  plus 
simples.  Gela  posé,  éliminons  l'une  des  inconnues,  z  par 
exemple,  entre  ces  équations,  et  nous  pourrons  leur  substi- 
tuer le  système  formé  de  l'une  d'elles 

ax  +  by-{-czz=k,  [7] 

et  de  l'équation  résultante 

kx+By=K;  [8] 

de  sorte  qu'en  résolvant  cette  dernière,  on  obtiendra  tous  les 
couples  et  les  seuls  couples  de  valeurs  de  x  ei  de  y  qui,  con- 
jointement avec  certaines  valeurs  de  z,  pourront  satisfaire  aux 
équations  proposées.  En  conséquence,  pour  déterminer  ces 
valeurs  de  z,  on  substituera,  dans  l'équation  [7],  les  valeurs 

œ=a+Bt,    y=^  —  kî, 

que  l'on  aura  tirées  de  l'équation  [8],  et  il  ne  s'agira  plus  que 
d'assigner  toutes  les  valeurs  entières  de  :r  et  de  f  qui  pourront 
vérifier  l'équation  résultante 

D;  +  c.s  =  E. 
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On  résoudra  donc  cette  dernière,  ce  qui  conduira  à  des  formules 

qui  donneront  z  et  t  en  fonction  entière  de  ï';  de  sorte  qu'en 
substituant  à  t  cette  valeur,  dans  les  formules  trouvées  précé- 
demment pour  X  et  pour  y,  nos  trois  inconnues  seront  expri- 
mées en  fonction  entière  de  la  même  indéterminée  t'.  Par  con- 
séquent, il  suffira  d'assigner  à  t'  toutes  les  valeurs  entières 
possibles,  pour  obtenir  toutes  les  solutions  des  équations  pro- 
posées. 

Nous  allons  effectuer  ces  calculs,  en  supposant  que  les  coef- 
ficients de  l'inconnue  z  qu'on  élimine  ne  soient  pas  premiers 
entre  eux.  Si  nous  appelons  m  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur, les  équations  à  résoudre  seront  ainsi  représentées  par 

ax-{-by  -\-  mcz  =  k , 
a'x  -\-b'y-{-  mc'z  ^=k'. 

On  en  tirera  (1d6) 

(ac''—ca')x-{-ibc' — cb'')y  =  kc' — ck'.  [9] 

Soient  x=ol  etyz=^  une  solution  de  cette  équation  :  on  aura 

donc 

x=^oi-]-(bc'  —cb')t,    y=f>  —  (ac'  —  ca')t. 

Je  substitue  ces  valeurs  dans  la  première  des  proposées,  et  il 
vient,  toutes  réductions  faites, 

c{ba'—ab')t-\-mcz=k — m — 6p.  [10] 

Or  je  dis  que  le  second  membre  de  cette  équation  est  divisible 
par>c.  En  effet,  a?=a  et  y  =  p  formant  une  solution  de  l'équa- 
tion [9],  on  a 

(ac'— caOa+  Q^C  —cb')^  =  kc'—ck', 

d'où,  en  mettant  c  et  c'  en  facteurs  communs  des  quantités 
qu'ils  multiplient, 

c(/c'— a'a— 5'|i)  =  c'(/t— aa— 6p). 
Mais  c  est,  par  hypothèse,  premier  avec  c\  donc  il  divise 
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k—ax—b<^;  donc,  en  appelant  q  le  quotient  obtenu  en  divisant 
cette  quantité  par  c,  l'équation  [10]  se  réduira  à 

(^ba'—ab')t  +  mz=q,  [11] 

équation  qu'il  s'agira  maintenant  de  résoudre.  Or,  si  les  coef- 
ficients de  l'inconnue  z  que  nous  avons  éliminée  eussent  été 
premiers  entre  eux,  on  aurait  eu  m=l,  et  l'équation  précé- 
dente étant  alors  soluble  en  nombres  entiers,  on  en  aurait  tiré 
immédiatement  la  valeur  de  z  en  fonction  entière  de  f,  et  le 
problème  se  serait  trouvé  résolu,  puisque  nous  aurions  eu  ainsi 
nos  trois  inconnues  a;,  y,  z  exprimées  en  fonction  entière  de 
la  même  indéterminée  t.  On  voit  donc  quHl  sera  bon  d'éli- 
miner de  préférence  Vinconnue  dont  les  coefficients  seront  pre~ 
miers  entre  eux;  car,  indépendamment  de  la  simplicité  des 
calculs,  on  est  certain  que  les  équations  proposées  ont  des  so- 
lutions entières,  si  l'équation  [9]  jouit  elle-même  de  cette  pro- 
priété. 
219.  Exemple  I.  Résoudre  les  équations 

3a;  +  5î/4-6^=104, 
9a;+3î/  +  8^==:164, 
en  nombres  entiers  positifs. 

Les  coefficients  de  ^  étant  premiers  entre  eux,  j'élimine  cette 
inconnue,  ce  qui  donne  l'équation 

Z6x-{-22z  =  b08, 
que  l'on  ramènera  facilement  à 

9a;+ll^'=127, 
en  posant  z  =  2z'.  On  tire  de  cette  équation 

z=l8t—8,     œ=l8  —  llt. 

Je  substitue  ces  valeurs  dans  la  première  des  proposées,  et  il 
vient 

75«  +  5i/  =  95,     'i/=19  — 15«. 


160  DE  L'ANALYSE  INDÉTERMINÉE 

Ainsi  les  formules  générales  sont 

Pour  que  les  valeurs  de  x,  y,  z  soient  positives,  on  posera 

19  — 1U>0,      19— 15ï>0       18î  — 8>0, 
d'où  l'on  tire 

t<if<2,     ^<f|<2,     t>^>0; 

donc  la  seule  valeur  entière  que  t  puisse  recevoir  est«=l,  à 
laquelle  correspondent 

x=8,     i/  =  4,     z=lO, 

Exemple  IL  Résoudre  les  équations 

6a?  +  9y  + 14^  =  77,     4a;+15y  +  7^=51 , 

en  nombres  entiers  positifs. 

Ici  les  coefficients  de  chaque  inconnue  ont  un  facteur  com- 
mun, ainsi  il  faut  éliminer  celle  des  trois  inconnues  dont  le 
rapport  des  coefficients  est  le  plus  simple.  J'élimine  donc  5,  ce 

qui  donne 

2x+2ly  =  2b. 

On  reconnaît  immédiatement  que  celte  équation  est  vérifiée 

par  x=2  et  y=l  :  donc 

x=2-\-2lt,    y—l—2t. 

Je  substitue  ces  valeurs  de  a;  et  de  y  dans  la  première  équa- 
tion, et  il  vient 

54^  +  7-2=28. 

On  lire  de  cette  équation 

5=4— 54^^, 
en  posant  t=7t',  et  par  suite 

x=:2  +  lk7t\    y=\  —  m'. 
On  verra  facilement  que  t'  ne  peut  avoir  que  la  seule  valeur 
zéro,  ce  qui  donne 

x=^2,    y=l,    z=k, 

220.  Il  est  facile  d'étendre  la  méthode  que  nous  venons  de 
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développer  (218),  pour  deux  équations  à  deux  inconnues, 
à  la  résolution  de  m  équations  entre  (w-f  1)  inconnues.  En 
effet,  on  éliminera  une  de  ces  inconnues  successivement  entre 
l'une  des  équations  proposées  et  chacune  des  autres,  ce  qui 
fournira  (m — 1}  équations  entre  les  m  autres  inconnues.  On 
éliminera  de  même  une  de  ces  m  inconnues  entre  Tune  de 
ces  équations  et  chacune  des  (m — 2)  autres,  et  on  obtiendra 
par  là  (m — 2)  équations  entre  les  {m —  1)  autres  inconnues, 
et,  en  continuant  ainsi,  on  parviendra  à  trois  équations  à 
quatre  inconnues,  puis  à  deux  équations  à  trois  inconnues,  et 
enfin  à  une  équation  à  deux  inconnues.  On  pourra  remplacer, 
de  cette  manière,  le  système  des  équations  proposées  par  le  sys- 
tème formé  de  Tune  d'elles,  d'une  des  équations  à  m  incon- 
nues, d'une  des  équations  à  (in — 1}  inconnues, d'une  équa- 
tion à  trois  inconnues  et  de  l'équation  à  deux  inconnues  (lo9). 
On  tirera  de  cette  dernière  les  valeurs  des  deux  inconnues  x 
et  y  qu'elle  renferme,  en  fonction  entière  d'une  inconnue  auxi- 
liaire t  ;  puis  on  substituera  ces  valeurs  dans  l'équation  à  trois 
inconnues,  ce  qui  donnera  une  équation  entre  les  deux  incon- 
nues z  eXt\  on  la  résoudra,  et,  en  substituant  la  valeur  ainsi 
trouvée  pour  t,  dans  celles  de  x  et  de  y,  on  aura  des  formules 
qui  donneront  x,  y  ci  z  en  fonction  entière  d'une  indétermi- 
née ^1.  On  substituera  ces  valeurs  de  a-,  y,  z  dans  l'équation  à 
quatre  inconnues,  et  on  trouvera  parla  une  équation  entre  les 
deux  inconnues  liet  U,  on  la  résoudra,  et,  en  substituant  la  va- 
leur ainsi  trouvée  pour  U  dans  celles  de  a;,  de  i/  et  de  z,  les 
quatre  inconnues  x,  y^  z,  u  seront  exprimées  en  fonction  en- 
tière d'une  même  indéterminée  u.  En  continuant  ainsi  de  re- 
monter successivement  aux  équations  précédentes,  on  par- 
viendra à  des  formules  qui  donneront  les  valeurs  de  toutes  les 
inconnues  en  fonction  entière  d'une  même  indéterminée,  et  la 
question  sera  résolue. 

221.  Problème.   Un  avare  possède  dans  son  coffre- fort  plu- 
sieurs  sacs  de  1000^  chacun.  En  les  comptant  un  jour  7  à  7,  il  en 
trouva  2  de  reste;  un  autre  jour  il  les  compta   10  à  10,  et  il  lui 
c.  11 
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en  resta  7.  Une  troisième  fois  il  les  compta  11  à  ll.etilyeneutb 
de  reste;  et  enfin  en  les  comptant  une  quatrième  fois  17  à  17,  i^ 
en  resta  9.  Ne  pourrait-on  pas  découvrir  combien  cet  avare  avait 
de  sacs  d'argent,  sachant  d'ailleurs  qu'il  en  avait  plus  de  100  et 
moins  de  300  ? 

F«  Solution.  Si  ron  désigne  par  x  le  nombre  inconnu  des 

sacs,  il  résulte  des  conditions  du  problème  que ,  , 

-yr-  6t  doivent  être  des  nombres  entiers  positifs  ;  si  donc 

on  désigne  ces  nombres  respectivement  par  y,  z,  u  et  v,  les 
équations  du  problème  seront 

a?  — 7i/  =  2,    a;— 10^=7,    07—11^  =  5,     a?— 17v  =  9. 

J'élimine  x  entre  toutes  ces  équations,  et  je  pourrai  remplacer 
de  cette  manière  leur  système  par  le  suivant  : 

x—7y  =  2y  7y  — 10z  =  5,    10^— 1114  =  — 2,    lli^— 17î;==4. 

On  tire  de  la  dernière 

V=3+lUi,     u  =  b-\-nti. 

Je  substitue  cette  valeur  de  w  dans  l'équation  10^— 11^=— -2, 
et  il  vient 

10^—187^1=53,     d'où     ^=24— 187?2. 

En  remplaçant  z  par  cette  valeur  dans  7y — 102^=5,  ou  mieux 
dans  l'équation  plus  simple  ly'  —  2^=1  que  l'on  en  déduit 
en  posant  y=^y\  on  trouvera 

7y'+ 374^2=  49,     d'où     ^  =  7— 374^3, 
en  posant  t'  =  7^3.  On  aura  donc 

^  =  35  —  1870^3,    et  partant   a;  =  247  — 13090^3; 
de  sorte  que  la  valeur  de  x  devant  être  comprise  entre  100  et 
300,  on  devra  faire  ^3=  0,  ce  qui  donnera  a?  =  247. 

Celte  solution  est  un  exemple  de  la  méthode  que  nous  avons 
exposée  plus  haut  (220);  mais  on  peut  encore  résoudre  le  pro-- 
blême  de  la  manière  suivante,  qui  est  très-simple. 
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2"  Solution.  Puisque  le  nombre  demandé  doit  donner  9  pour 
reste,  quand  on  le  divise  par  17,  il  est  de  la  forme 
x=l7y-\-9. 

Mais  en  divisant  ce  même  nombre  par  1 1 ,  on  doit  trouver  5  pour 
reste,  donc 

177/-I-9  — 5  _lly+k 

n      ~    11 

doit  être  un  nombre  entier.  J'effectue  la  division  de  17  par  11, 
et  il  vient 

11  ^"^      11  ^"^        11       "    ■ 

ainsi,  pour  que  — j^  soit  entier,  il  faut  et  il  suffit  que      1^ 

soit  un  nombre  entier  t;  donc 

3y  +  2  =  lU, 

équation  à  laquelle  on  satisfait  en  posant  y=.3  et  t=l.  Ainsi 
la  formule  générale  des  valeurs  de  y  est 

2/  =  3+lUi,    et  par  suite    a;==60-|- 187^i. 
Telle  est  la  formule  de  tous  les  nombres  qui,  divisés  par  17  et 
par  11,  donnent  respectivement  pour  restes  9  et  5. 

Gela  posé,  on  doit  trouver  le  reste  7,  en  divisant  rr  par  10; 
donc 

187^1+  60  —  7  _  187^1  +  53 
10  ■"         10 

doit  être  un  nombre  entier  ;  j'effectue  la  division  du  numéra- 
teur par  le  dénominateur  et  je  trouve 

187?i  +  53_  3(?,— 1). 


ainsi  on  doit  avoir 

10 
et  par  conséquent 


=h,     d'où     h=lOh-\-l, 
a;=:247+  1870fi. 
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Telle  est  la  formule  de  tous  les  nombres  qui  donnent  pour  restes 
9,  5  et  7,  quand  on  les  divise  respectivement  par  17,  11  et  10. 
Il  s'agit  encore  d'exprimer  que  le  reste  de  la  division  de  x  par  7 
est  2,  c'est-à-dire  que 

1870^:247-2  _  1870*5+245  ^ï, 
7  7  1  I  I    7 

est  un  nombre  entier.  Il  faut  et  il  suffit,  pour  cela,  que 
t^  —  lti    ce  qui  donne    a?  =  247  + 13090^8. 

222.  2«  Cas.  Ici  le  nombre  des  inconnues  surpasse  celui  des 
équations  de  plus  d'une  unité,  et  on  dit  alors  que  les  équations 
sont  plus  qu  indéterminées. 

Soit  d'abord  l'équation  à  trois  inconnues     -  tnjp  i 
ax-\-by-]-  cz==k, 

supposée  simplifiée  autant  que  possible,  de  sorte  que  les  trois 
coefficients  a,  &,  c  sont  premiers  entre  eux,  sans  quoi  notre 
équation  n'admettraitaucune  solution  en  nombres  entiers  (20o). 
On  examinera  si  deux  de  ces  trois  coefficients  sont  premiers 
entre  eux,  et  on  fera  passer  dans  le  second  membre  celui  des 
trois  qui  aurait  un  facteur  commun  avec  l'un  des  deux  autres; 
si  donc  a  e[  b  sont  premiers  entre  eux,  il  viendra 

ax  +  by  =:k  —  cz  =  k', 

en  posant,  pour  abréger,  k — cz=k'.  On  résoudra  l'équation 

ax-\-by=k\ 

ce  qui  donnera  a;  =  a  +  6?,    ^=p  —  at^ 

a  et  p  étant  des  fonctions  de  k'.  En  y  remplaçant  k'  par  sa  va- 
leur k — cz,  on  trouvera  des  expressions  de  la  forme 

x=.A  +  k'z  +  bty    y=:B-\-B'z  —  at, 

et  à  toutes  les  valeurs  entières  de  z  et  de  Z  correspondront  de 
pareilles  valeurs  pour  x  et  pour  y. 

Mais,  si  les  coefficients  a,  6,  c  ne  sont  pas  premiers  entre  eux 
deux  à  deux,  comment  faire?  On  transposera  encore  une  des 
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inconnues,  z  par  exemple,  dans  le  second  membre,  ce  qui 
donnera  une  équation  de  la  forme 

max-{-mby  =  k  —  cz, 

et  on  7oit  ainsi  que  k—cz  doit  être  un  multiple  de  m;  on 

posera  donc 

k — cz=mt, 

ce  qui  donnera  ax-{-bij=  t, 

et,  en  résolvant  cette  dernière  équation,  on  trouvera 

x  =  a-^bt',    y  =  p  —  at'. 

a  et  p  sont  des  fonctions  de  t,  indéterminée  dont  les  valeurs 

entières  doivent,  conjointementTivec  de  pareilles  valeurs  de  z, 

vérifier  l'équation 

k — cz=mt. 

On  résoudra  donc  cette  équation,  et  on  en  tirera 

de  sorte  qu'en  substituant  cette  valeur  de  t  dans  celles  de  «  et 
de  y,  on  aura,  pour  valeurs  des  trois  inconnues  x,  y,  z,  des 
expressions  de  la  forme 

a;  =  A+Ar  +  M',    y^B  +  BT  — <    z  =  ^-]-mf. 
Ainsi,  quand  les  coefficients  des  deux  inconnues  qu'on  laisse 
dans  le  premier  membre  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  il  y  a 
une  équation  de  plus  à  résoudre  que  dans  le  cas  contraire. 
225.  Exemple.  Résoudre  V équation, 

60^4- 2%+ 15^  =  77 

en  nombres  entiers  positifs. 
Je  transpose  le  terme  Ç>x,  ce  qui  donne 

22y  -}-lbz  =  77—Ç>x:=  k, 
et  on  voit  immédiatement  que  l'on  aura  une  solution  de  cette 
équation  en  posant  y=z-^2k  etz  =  -{-2>k;  de  sorte  que 

7/  =  — 2/v+15f,     z=:3k  —  22t, 
ou,  en  remplaçant  k  par  sa  valeur, 

yz=—lbk-\-\2x+\ht,     z  =  23l  —  lSx—22t. 
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Pour  que  ces  valeurs  de  y  et  de  z  soient  positives,  on  posera 

—  154+12a;+15î>0,      231— 18a;— 22^>0  ; 

puis  on  tirera  de  ces  inégalités 

^  154— 12a;        ^231— 18a? 
^^         Î5        '     ^^        22        ' 

ce  qui  détermine  une  limite  inférieure  et  une  limite  supérieure 
de  t.  Pour  qu'elles  ne  soient  pas  contradictoires,  il  faudra  que 
Ton  ait 

154  — 12a;  ^231  — 18a;       ,,   ,         ^77^,^ 
— Î5— <— 2^-'     ^^^    ^<-ê-<13. 

On  fera  donc  successivement  a;=l,  =  2,  =  3,....  =  12  dans  les 
limites  de  t,  et  on  trouvera  pour  a?  =  1 , 

142^  ^       X         ^213 
T5->^     ''     '<^ 


t>-T7->^    et    t<-^<lO, 


ainsi  ces  limites  sont  contradictoires,  de  sorte  qu'il  faut  rejeter 
la  valeur  a;=  1.  On  trouvera  de  même  que  la  valeur  a;  =  3  doit 
être  seule  admise.  Elle  donne 

«>^>7   et    «<^<9,   donc    t  =  s; 

par  suite 

!/==— 154  +  36+120  =  2,     ^  =  231—54—176=1. 

224.  Si  l'on  avait  plusieurs  équations,  on  ne  conserverait, 
dans  leurs  premiers  membres,  qu'un  nombre  d'inconnues  su- 
périeur d'une  unité  à  celui  des  équations,  et  on  transposerait 
toutes  les  autres  dans  les  seconds  membres.  De  cette  manière 
on  serait  ramené  à  résoudre  un  système  d'équations  simple- 
ment indéterminées. 

225.  Exemple.  Résoudre  les  équations 

5a;  + 7^  — 4^  +  31^  =  12,      8a;  +  2y  +  3<2  +  4it=36, 

en  nombres  entiers  positifs. 
Je  remarque  qu'en  posant  2=:  2z\  je  pourrai  diviser  tous  les 
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termes  de  la  deuxième  par  2,  de  sorte  que  nos  deux  équations 
deviendront 

J'élimine  y  entre  ces  deux  équations,  et  je  substituerai  ainsi  à 
leur  système  le  suivant 

kx  +  y+Zz'  +  2u  =  l8,    23x  +  nu=llk—29z'=k. 

On  satisfait  évidemment  à  cette  dernière  équation,  en  posant 
x  =  k  et  u  = — 2k;  donc 

a;r=A:— 1U=114  — 29^'—  lU, 
u  =  —2k+2St=  —  22S+bSz'  +  23t. 

Je  substitue  ces  valeurs  de  x  et  de  u  dans  l'équation 

kx  +  y  +  Zz'+2u  =  \8, 

ce  qui  donnera  y  =  is  —  '3z'  —  2t. 

Pour  n'avoir  que  des  valeurs  positives,  on  posera 

114  — 29:;'— 1U>0,  — 228  +  58:r'+23/>0,   18  — 3^'— 2î>0, 
inégalités  d'où  l'on  tire 

^114  — 29:ï'     ^^2(114  —  29:^')     ,^18—3:?^ 
t< Yi '    ^^ 23 '    ^^~T~"* 

Pour  que  ces  inégalités  soient  compatibles,il  faudra  que  l'on  ait 

2(114  — 292^0^114— 29r^        2(114— 29:r')       18  — 3:;^ 
23  ^         H  23  ^        2       * 


On  déduit  de  ces  inégalités 

^'<W<^  et  z'>^. 
Ainsi  z'  ne  peut  recevoir  que  les  valeurs  1,  2  et  3.  En  substituant 
successivement  ces  valeurs  dans  les  limites  de  t,  on  trouvera 
que  ces  limites  sont  contradictoires  pour  ^'=1  et  pour  ^  =  3, 
et  que,  pour  ^'  =  2,  on  doit  avoir  ?<6  etï>4;  donc  t  =  b, 
et  par  suite 

a;==:114  — 58  — 55— 1,   ^=18  —  6—10=2, 
it==  — 228+116-1- 115  =  3,    ^  =  4. 

C'est  là  la  seule  solution  des  équations  proposées. 


CHAPITRE  VIII. 

DES  ÉQUATIONS  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ. 


g  I.  DES  ÉQUATIONS  A  UNE  SEULE  INCONNUE. 

226.  Une  équation  du  deuxième  degré  à  une  seule  inconnue 
peut  renfermer  trois  sortes  de  termes  :  des  termes  contenant 
le  carré  de  l'inconnue,  des  termes  renfermant  la  première 
puissance  de  l'inconnue,  et  des  termes  indépendants  de  cette 
inconnue.  Lorsque  tous  ces  termes  entrent  dans  l'équation,  on 
dit  qu'elle  est  complète,  et  alors  on  peut  la  réduire  à  la  forme 

-^''"-^^-  ax^-\-hx-\-c=zO.  [1] 

Il  suffît  en  effet,  pour  cela,  de  transposer  tous  les  termes  dans 
le  premier  membre,  après  avoir  fait  évanouir  les  dénominateurs, 
et  de  l'ordonner  ensuite  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  X. 

Mais  on  conçoit  que  l'équation  peut  ne  contenir  ou  aucun 
terme  indépendant  de  l'inconnue,  ou  aucun  terme  dans  lequel 
cette  inconnue  se  trouve  à  la  première  puissance.  Dans  le  pre- 
mier cas  on  a  c  =  0,  et  dans  le  deuxième  6  =  0.  L'équation  se 
réduit  alors  à  Tune  ou  à  l'autre  des  deux  formes 

ax^-{-hx=0^ 
ax^-\-  c=0, 

et  on  dit  qu'elle  est  incomplète.  La  résolution  de  ces  deux  der- 
nières équations  étant  évidemment  un  cas  particulier  de  celle 
de  l'équation  générale  [1],  nous  allons  d'abord  nous  occuper 
de  celle-ci. 

227.  En  divisant  tous  les  termes  de  l'équation  [1]  par  le 
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b  c 

coefficient  a  de  x^,  et  posant,  pour  abréger,  -  =  i?,  -  =  q>  il 

CL  0/ 

viendra 

x^+px-\-q  =  0,  [2] 

H  s'agit  donc  de  résoudre  cette  équation.  La  première  chose 
qui  se  présente  à  l'esprit,  pour  y  parvenir,  c'est  de  transposer 
le  terme  -\-q  dans  le  deuxième  membre  (127);  et  on  aura 

ainsi 

a^-\-px= — q. 

Maintenant  il  est  clair  que,  si,  par  l'addition  d'une  quantité  con- 
nue aux  deux  membres  de  cette  équation,  on  pouvait  faire  en 
sorte  que  le  premier  devînt  le  carré  d'un  binôme,  en  extrayant 
la  racine  carrée  du  deuxième  membre,  on  obtiendrait  la  valeur 
de  ce  binôme,  et  l'équation  ainsi  formée  n'étant  que  du  pre- 
mier degré,  serait  alors  facile  à  résoudre. 

Or  on  sait  que  le  carré  d'un  binôme  se  compose  de  trois  par- 
ties, savoir  :  du  carré  du  premier  terme,  du  double  produit 
du  premier  terme  par  le  second,  et  du  carré  du  second 
terme  (ol);  si  donc  on  regarde  x^  et  px  comme  les  deux  pre- 
miers termes  du  carré  d'un  binôme, le  premier  terme  de  ce  bi- 
nôme sera  x,  et  le  second  sera^=|.  Donc,  si  nous  ajou- 

2X        Z 

tons  aux  deux  membres  de  l'équation 

x^-{-px= — g, 

le  carré  j-  de  ce  second  terme  ^,  le  premier  membre  devien- 
dra le  carré  du  binôme  x  -j-^,  et  nous  aurons  en  conséquence 


('+f)'=?-'- 


Ainsi   ^  —  q    est  le  carré  de  la  quantité    ^+^'     donc  en 
extrayant  la  racine  carrée  de  ?;  —  g?    on  obtiendra  la  valeur 
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de  cette  quantité  ic+^.  Nous  aurons  donc  (19S) 


équation  d'où  l'on  tire 

^  =  -l±\/f-^-  [3] 

On  a  ainsi  deux  nombres  qui,  substitués  dans  l'équation  [2],  y 
satisferont.  Ces  nombres  se  nomment  le^racines  de  cette  équa- 
tion *. 

228.  Ainsi  Véquation  générale  du  deuxième  degré  a  deux  ra- 
cines. Or  je  dis  qu'elle  n'e7i  a  pas  davantage.  Désignons,  en  effet, 
une  de  ces  racines  par  x\  son  premier  membre  sera  divisible 
par  X — x'  (71,  1°),  et  le  quotient  de  cette  division  sera  un  bi- 
nôme du  premier  degré,  que  nous  pourrons  représenter  par 
X — x'\  de  sorte  qu'on  aura 

x*-\-px-\-q=={x — x'){x — x'^). 

On  voit  que  x'^  est  aussi  une  racine  de  l'équation  [2],  puisque, 


*  On  peut  observer  que  x'^  n'étant  pas  plutôt  le  carré  de  -\-  x  que  celui  de 
—  X ,  x^  et  +  px  sont  aussi  bien  les  deux  premiers  termes  du  carré  du  bi- 
nôme —  a;  —  ^     que  du  carré  du  binôme    a;  +  ^  ;    de  sorte  que,  au  lieu 

d'écrire  a;  +  ^=±  V/t-  —  ^  ?  on  devra  écrire 

Or,  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes  de  cette  dernière  équation, 
elle  devient  la  précédente.  Donc  il  était  inutile  de  poser  cette  dernière  équa- 
tion. 
Remarquons  encore  qu'en  extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres  de 

l'équation  (a;+^J  =^— g,  on  trouve  if a;-}-^j=d=i/^  — g,  qui  re- 
vient, comme  nous  venons  de  le  voir,  à  .'k  -f-^  =  ±  V/Ç— ^-  Donc  il  est  per- 
mis d'extraire  la  racine  carrée  des  deux  membres  d'une  éqiiation,  mais  il  sera 
inutile  d'affecter  les  deux  membres  du  double  signe  ±. 
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en  faisant  x  =  d\  le  produit  {x  —  x'){x — rr")  devient  nul.  Cela 
posé,  admettons  que  x"'  soit  une  troisième  racine  :  le  trinôme 
rr'+par-|-g  sera  divisible  par  x — x'\  et  ce  facteur  devra  en 
conséquence  diviser  x — x'  ou  x — xi'  (118),  ce  qui  est  impos- 
sible, puisque  (r"  est  une  quantité  différente  de  x'  et  de  ai' . 
Donc  cette  équation  n'a  que  les  deux  racines  déterminées  par 
la  formule  [3]. 

229.  En  comparant  la  formule  [3]  à  Téquation  [2],  on  en  tire 
cette  rè^le  générale  :  Vinconnue  d'une  équation  du  deuxième 
degré,  ramenée  à  la  forme  x*4-px+  q=  0,  est  égale  à  la  moitié  du 
coefficient  du  deuxième  terme  pris  avec  un  signe  contraire,  plus  ou 
moins  la  racine  carrée  du  résultat  que  Von  obtient  en  retranchant 
du  carré  de  cette  moitié  le  terme  tout  connu. 

250.  Exemple.  Résoudre  l'équation 

hc^ Zx ^ ^li 

T     T"""?     6  ""ô* 

En  faisant  évanouir  les  dénominateurs  et  transposant  ensuite, 
on  trouvera 

eOrr^— 52j?  — 24  =  0, 

OU,  en  divisant  tous  les  termes  par  4, 

15a;*— 1307— 6  =  0. 
Je  dégage  maintenant  x^  de  son  coefficient,  ce  qui  donne 

puis  j'applique  la  règle,  et  il  vient 


13_^.    /  169       2_13^      /529_13_^  23. 
30"~  V  900"'    5   "^  30  ~~  V  900  ""  30  ~"  30  ' 


ainsi  les  deux  racines  demandées  sont 

30^30~30       5  30       30~       30  ""      3' 

comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  en  substituant  ces  nombres, 
au  lieu  de  x,  dans  l'équation  proposée. 
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251.  Si  dans  la  formule  [3]  on  remplace  ^  et^  par  lem^s  va- 
leurs respectives  -  et  -,  il  viendra 


2a      V  ka^      a 


En  réduisant  au  même  dénominateur  les  deux  termes  de  la 
quantité  soumise  au  radical  (82),  puis  extrayant  la  racine  carrée 
du  dénominateur  4a%  on  trouvera  enfin 


X. 


2a 


[4] 


La  comparaison  de  cette  formule  avec  l'équation  [1]  nous 
montre  que  Vinconnue  d'une  équation  du  deuxième  degré,  ra- 
menée à  la  /orme  ax^+bx +  0  =  0,  est  égale  au  coefficient  du 
second  terme  pris  avec  un  signe  contraire,  plus  ou  moins  la 
racine  carrée  du  résultat  qu'on  obtient  en  retranchant  du  carré 
de  ce  coefficient  le  quadruple  produit  des  coefficients  des  termes 
extrêmes,  le  tout  divisé  par  le  double  du  coefficient  du  premier 
terme. 

252.  Si  l'on  applique  cette  règle  à  l'équation 

ax^-\-2bx~[-c~0, 
il  viendra 


_--26zbv/46'— 4ac 

X — — . 

2a 


Mais  v/46*— 4ac=:  v/4(62— ac)  =  2.  \/b^-^ac\  donc  en  substi- 
tuant, puis  divisant  tous  les  termes  par  2,  on  aura  enfin 


—  6div/fc'--  ac 

x  = . 

a 

Ainsi  lorsque  le  coefficient  du  deuxième  terme  d'une  équation 
du  second  degré,  ramenée  à  la  forme  ax^-J-bx -]- c  =  0,  est 
PAIR,  Vinconnue  est  égale  à  la  moitié  du  coefficient  du  deuxième 
terme  pris  en  signe  contraire,  plus  ou  moins  la  racine  carrée  du 
résultat  que  Von  obtient  en  retranchant  du  carré  de  cette  moitié 
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le  "produit  des  coefficients  des  termes  extrêmes^  le  tout  divisé  par 
le  coefficient  du  premier  terme. 

La  première  de  ces  trois  règles  est  d'une  application  moins 
facile  que  les  deux  autres. 

255.  Exemple.  Résoudre  V équation 

a^        b  '^  b'^ab        a       ^'' 
On  la  transformera  d'abord  dans  la  suivante 

a'b-x-+2ab{3b^2a)x  -j-  {Sa-  —  \kab-{-8b-)  =  0. 
En  appliquant  ensuite  à  cette  équation  la  règle  du  n°  252,  il 
viendra 


_ab^2a  —  3b)±.s/aW(ka'—l2ab^9b^)  —  a'-bX3a^—lkab-{-8b^) 
^-  ^, 

ou,  en  réduisant, 

_  ab\2a—3b±:s/a'-{-2ab-\-b'}  _  2a—3bdz(a-]-b) 
^~  a}b^  ~  ab 

Ainsi  les  deux  racines  demandées  sont 

2a—U-]-a+b  _3a  —  2b      2a  —  Sb'—a—b__a--kb 
ab  ~~       ab     *  ab  ab 

Si  l'on  applique  la  règle  du  n°  251  à  l'équation 
15^-— 13a;  — 6  =  0 
que  nous  avons  résolue  précédemment,  on  trouvera 


_  13=±:v/l69-f360__13±v/529_13db23 
^~"  30  ~        30        ~      30     ' 

et  on  voit  ainsi  que  les  calculs  exigés  par  cette  méthode  sont 
plus  simples  que  ceux  auxquels  conduit  la  première. 

254.  Discutons  maintenant  la  formule  [4].  Il  y  a  trois  cas 
principaux  à  considérer,  selon  que  la  quantité  b^  —  4ac,  sou- 
mise au  radical,  sera  positive,  nulle  ou  négative. 

1"  Cas.  Supposons  d'abord  6-— 4ac>0.  Si  celte  quan- 
tité est  un  carré  parfait,  sa  racine  carrée  sera  commensurable, 
et  les  deux  valeurs  de  x  le  seront  aussi  ;  mais  elles  seront  in- 
commensurables si  b^ — kac  n'est  pas  un  carré  parfait  ;  de  sorte 
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que  la  question  qui  aura  conduit  à  Féquation  [1]  n'aura  pas  de 
solution  numérique  exacte.  Toutefois  on  pourra  toujours  trou- 
ver deux  nombres  qui  ditiéreront  d'aussi  peu  que  l'on  voudra 
des  véritables  valeurs  de  x  {Arith.,  202). 

Maintenant,  quels  seront  les  signes  de  ces  valeurs  de  ^'i  11  est 
clair  que  nous  pourrons  toujours  supposer  a  positif;  car  si 
ce  coefticient  était  précédé  du  signe—,  on  lui  ferait  acquérir  le 
signe  +  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes  de  l'équa- 
tion [1].  Les  signes  des  valeurs  de  x  données  par  la  formule  [4] 
dépendront  donc  uniquement  de  celui  du  numérateur  de 
cette  formule.  Quant  aux  coefficients  b  et  c,  ils  ont  des  signes 
semblables  ou  difïérents,  ce  qui  donne  lieu  aux  quatre  combi- 
naisons suivantes  : 

6>0,     c>0; 

6<0,     c>0; 

5>0,     c<0; 

fc<0,     c<0; 

Dans  le  premier  cas,  le  terme  —  h  est  négatif;  mais  kac  étant 
positif,  6^ — kac<,b^  et  par  conséquent  ^b^ — kac  est<&, 
donc  —  b-\-^b^  —  kac  est  négatif;  donc  la  première  valeur 
de  x  est  négative;  il  est  évident  que  la  deuxième  l'est  aussi, 
puisqu'elle  est  la  somme  de  deux  quantités  négatives;  ainsi  les 
deux  racines  sont  négatives.  On  conçoit,  en  effet,  que  les  trois 
coefficients  étant  positifs,  aucune  valeur  positive  de  x  ne  sau- 
rait satisfaire  à  l'équation  [1]. 

Dans  le  deuxième  cas,  où  è^O  et  c>0,  le  terme  —  b  est 
positif,  et  par  conséquent  la  quantité —  b-\-^b^  —  kac  est  po- 
sitive, donc  la  première  valeur  de  x  est  positive  ;  la  deuxième 
l'est  aussi,  car  ici,  comme  tout  à  l'heure,  \/b^  —  kac<,b;  ainsi 
les  deux  racines  sont  positives.  On  conçoit  en  effet  que,  dans 
l'hypothèse  actuelle,  aucune  valeur  négative  donnée  à  a;  ne 
pourrait  véritier  l'équation  [1]  ;  car,  par  la  substitution  de  cette 
valeur,  le  terme  bx  devient  positif  et  les  termes  ax~  et  c  con- 
servent le  signe  +• 

En  raisonnant  de  la  même  manière  on  verra  que,  dans  les 


DES  ÉQUATIONS  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ.        175 

deux  autres  cas,  les  racines  sont  de  signes  contraires  ;  que,  dans 
le  premier,  la  racine  négative  est  la  plus  grande  en  valeur  abso- 
lue, et  que  le  contraire  a  lieu  dans  le  deuxième.  On  peut  donc 
former  le  tableau  suivant  : 

a>0,    è>0,  c>0,  û;'<0,  x'<CO; 

6<0,  c>0,  a?'>0,  a;">0; 

6>0,  c<0,  a;'>0,  ar"<0; 

&<0,  c<0,  a;'>0,  a/'<0. 

25o.  Lorsque,  dans  un  polynôme,  deux  termes  consécutifs 
ont  les  mêmes  signes,  on  dit  qu'ils  forment  une  pennanenGC,  et 
qu'ils  présentent  une  variation  quand  ils  sont  affectés  de  signes 
contraires. 

Gela  posé,  il  résulte  du  tableau  ci-dessus  que  lorsque  b^ — 4ac 
SERA  POSITIF,  l'équation  complète  du  deuxième  degré  aura  autant 
de  racines  positives  que  son  premier  membre  a  de  variations, 
et  autant  de  racines  négatives  qu'il  a  de  permanences.  Cette  règle 
est  fort  commode,  puisqu'elle  offre  le  moyen  de  reconnaître  les 
signes  des  racines  de  l'équation  proposée,  à  l'inspection  seule  de 
cette  équation.  Ainsi ,  comme  dans  l'équation  1  bx'^ —  1 3a; — 6=0, 
la  condition  b^  —  kac'^  0  est  nécessairement  remplie,  puisque 
son  dernier  terme  est  négatif,  on  voit  immédiatement  qu'elle  a 
une  racine  positive  et  une  racine  négative. 

256.  S*'  Cas.  Soit  5^  —  kac  =  0,  alors  les  deux  valeurs  de  x  se 

réduisent  toutes  deux  à 

_        b 

ce  que  l'on  énonce  en  disant  que  les  deux  racines  de  V équa- 
tion [1]  sont  égales j  de  sorte  que  cette  équation  a  —  —  pour 

Aa 

seule  racine.  Pour  voir  à  quoi  tient  ce  résultat  singulier,  in- 
troduisons la  condition  b-  —  kac  =  0  dans  la  proposée.  On  en 

b~ 
tire  c=  —  et,  en  substituant  cette  valeur  de  c  dans  [1],  il 
^a 

viendra 

ax^  4- bx  4- -— =  Of 
'         '4a 
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mais  il  est  facile  de  voir  que  le  premier  membre  de  cette  équa- 

/-  1      ^ 
lion  est  le  carré  de    oc^a-r—p-  ^    de  sorte  que  la  proposée 


revient  a 

h 


(-^^+^«y=^ 


et  alors  il  est  évident  qu'elle  ne  peut  être  satisfaite  qu'en  posant 

257.  On  voit  par  là,  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  le  trinôme  ax^ -\- hx -^  c  ?>o\i  un  carré  parfait,  est 
h^  —  4ac  =  0  ;  car,  si  ce  trinôme  est  un  carré  parfait,  les  racines 
de  l'équation  [1]  sont  égales,  ce  qui  exige  que  le  terme  affecté 
du  double  signe  dans  la  formule  [4]  soit  nul,  c'est-à-dire  que 
5^ — 4ac=:0.  Ainsi  pour  qu'un  trinôme  du  second  degré  soit  un 
carré  parfait,  il  faut  et  il  suffit  que  le  carré  du  coefficient  du 
deuxième  terme  diminué  du  quadruple  produit  des  coefficients 
des  termes  extrêmes  soit  égal  à  zéro. 

258.  3«  Cas.  Soit  6^  — 4ac<0.  On  estalors  conduit  à  extraire 
la  racine  carrée  d'une  quantité  négative.  Mais  toute  quantité 
est  nécessairement  positive  ou  négative,  et,  dans  ces  deux 
cas,  son  carré  est  positif;  donc  les  racines  carrées  des  quan- 
tités négatives  n'existent  pas,  et  sont  en  conséquence  des 
expressions  imaginaires.  Par  opposition,  on  dit  que  les  ra- 
cines carrées  des  quantités  positives  sont  réelles;  ainsi,  lorsque 
P  —  4ac>>0  01^  =  0,  les  valeurs  données  par  la  formule  [4] 
sont  réelles^  et  elles  sont  imaginaires  quand  b^  —  4ac  <^  0. 

Si  la  formule  [4]  est  applicable  à  ce  dernier  cas,  V équation  [1] 
doit  alors  exprimer  une  absurdité,  puisque,  pour  trouver  une 
quantité  qui  y  satisfasse,  il  faudrait  exécuter  une  opération 
impossible.  Examinons  donc  si  cette  équation  est  effectivement 
absurde.  Pour  cela,  je  mets  a  en  facteur  commun  de  tous  ses 
termes,  ce  qui  donne 


a(x^^  4-  -  x4--]  =0: 
\  a       *   aj 
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puis,  en  raisonnant  comme  au  n°  227,  on  verra  facilement 
qne  x^  et  +  -x  sont  les  deux  premiers  termes  du  carré  du  bi- 

nome  x-{-  —^  de  sorte  que,  si  1  on  ajoute  -f  7— 2  —  r-i    a  la 

quantité  comprise  dans  les  parenthèses ,  ce  qui  est  permis, 
l'équation  proposée  pourra  être  mise  sous  la  forme  suivante  : 

•(('+è)'-£.+=j  =  ». 

ou  bien 

Ainsi,  quelque  valeur  réelle  que  l'on  donne  à  Xy  la  quantité 
comprise  dans  les  accolades  restera  toujours  positive,  puisque 
b^  —  kac  étant  -<0,  4ac  —  h-  est  au  contraire  >0.  Donc  aucune 
valeur  réelle  de  x  ne  peut  vérifier  l'équation  proposée  ;  donc 
cette  équation  exprime  une  absurdité,  et  cette  absurdité  con- 
siste en  ce  que  V équation  [1]  exprime  que  la  somme  des  deux 

,.,.     /      ,     b  \-       4ac  — b^         .       ,      ,        . 
quantités    (  x  +  —  )     et  — —^ — ,   qui  ont  le  même  signe  que  a, 

doit  être  nulle. 

259.  On  voit  encore  par  là  que,  quand  une  équation  du 
deuxième  degré  a  ses  racines  imaginaires,  son  premier  membre 
conserve  constamment  le  signe  du  coefficient  de  son  premier 
terme,  quelque  valeur  que  Von  y  donne  à  Vinconnue,  car  le  fac- 
teur (a; +—-)    sera  toujours  positif. 

240.  Si  l'on  suppose  c  =  0,  la  formule  [4]  deviendra 


[.=-'+' 


—  bàzb       ^,   ,      r~       2a  ^' 

^  =  — ^ ,    d  ou     { 

2a       '  ]  —  2b  b 


)  -26 


2a 

En  effet,  l'équation  [1]  devient  alors 
ax-  -\-  bx  =  0, 
ou,  en  mettant  x  en  facteur  commun, 
{ax  -\-b)x  =  0. 
C.  12 
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Ainsi,  résoudre  l'équation  proposée,  c'est  trouver  tous  les 
nombres  qui,  substitués  à  la  place  de  x,  rendront  nulle  pro- 
duit (ax  -\-  b).  x;  mais  un  produit  est  nul  lorsque  l'un  de  ses 
facteurs  est  égal  à  zéro  ;  donc  on  satisfera  à  l'équation 

ax^'  -{-bx  =  0, 
en  posant 

X—  0, 

ou  ax-\-b=  0,    d'où    x  = . 

a 

241.  Sib  =  0,  la  formule  [4]  se  réduit  à 


X  =±:  ^ 


V     4a^  ~V        a 


2a 
C'est  en  effet  ce  que  l'on  trouve  en  résolvant  directement 

l'équation 

ax^'  -}-  c  =  0, 

car  on  en  tire  d'abord,  en  transposant  et  en  dégageant  ensuite 
ic-  de  son  coefficient, 


x^==±-,    d'où   x—±i/ — - 
a  va 


242.  Si  <2  =  0 ,  la  première  valeur  de  x  devient  §,  et  la  se- 

2b 
conde —  ,  tandis  que,  par  suite  de  la  môme  hypothèse, 

l'équation  proposée  se  réduit  à  bx-\-  c  =  0,  d'où  x  =  — t  . 

Ainsi  il  semble  que  la  formule  [4]  n'est  pas  applicable  au  cas 
actuel,  ce  qui  ne  serait  pas  surprenant,  puisque,  pour  obtenir 
la  formule  [3],  de  laquelle  on  déduit  la  formule  [4],  on  a 
supposé  que  a  n'était  pas  nul  (227). 
Afin  de  nous  en  assurer,  reprenons  la  première  valeur  de  x, 
—  b  -{-  s/  b' — kac 

laquelle  s'est  présentée  sous  la  forme  JJ,  et  cherchons  à  décou- 
vrir  si  la  véritable  valeur  de  cette  fraction  ne  serait  pas  — r. 

0 

Pour  cela,  je  reniarque  que  si  le  facteur  a  est  commun  aux  deux 
termes  de  cette  fraction,  ce  qui  empêche  de  le  découvrir,  c'est 
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qu'il  y  a  dans  son  numérateur  une  opération  qui  n'est  qvCindi- 
quée,  de  sorte  qu'aucune  réduction  ne  pouvant  s'y  effectuer, 
ce  facteur  n'est  pas  apparent.  Nous  éluderons  cette  difficulté, 
en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  b  +  \!b'  —  kac  ; 
car,  de  cette  manière,  le  numérateur  deviendra  la  différence  des 
carrés  de  }/b^ — kac  et  de  6 ,  et  par  conséquent  nous  pourrons 
effectuer  ces  opérations.  On  trouvera  ainsi 
5'  —  kac  —  b^  —  2c 

2a(6  +  V  b'  —  kac)  ~  b -\- sj b- —  kac^  ^^^ 

en  réduisant  et  divisant  ensuite  les  deux  termes  par  2a.  Si  main- 
tenant on  fait  a  =  0,  on  trouvera  que  celte  fraction  se  réduit 

à  —  -T- ,  qui  est  la  valeur  même  de  x  que  nous  a  donnée  l'équa- 
tion proposée. 

2  h 
Quant  à  la  valeur FT  '   ^"^  P^^^^  ^^  regarder  comme  la 

limite  vers  laquelle  tend  la  fraction 


Ta  ' 

lorsque  l'on  suppose  que  a  décroît  indéfiniment.  Multiplions 
en  effet  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  b  —  sj  b^ — 4ac, 
et  il  viendra,  toutes  réductions  faites, 

—  2c 
b  —  ^^b^'  —  k^c'  ^^'^ 

Si  6  et  c  sont  positifs,  et  que  l'on  donne  à  a  des  valeurs  po- 
sitives de  plus  en  plus  petites,  la  quantité  y/è-  —  kac,  toujours 
moindre  que  6,  tendra  à  devenir  égale  à  ce  coefficient,  de  sorte 
que  le  dénominateur  6  —  y  b^  —  4ac  pourra  prendre  une  valeur 
positive  aussi  petite  que  l'on  voudra;  donc,  en  donnant  à  a  une 
valeur  positive  suffisamment  petite,  notre  fraciion  acquerra  une 
valeur  absolue  plus  grande  que  toule  quantité  assignable  et  sera 
négative  ;  donc  sa  limite  est  l'infini  négatif.  Cette  conséquence 
subsisterait  encore  si  c  était  négatif,  car  le  numérateur  serait 
positif,  et  le  dénominateur  décroîtrait  négativement. 
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Si  on  suppose  que  a  soit  négatif  et  prenne  des  valeurs  absolues 
indéfiniment  décroissantes,  on  verra,  par  les  mômes  raisonne- 
ments, que  la  limite  de  la  fraction  est  l'infini  jjositif. 

Il  est  inutile  de  s'arrêter  au  cas  où  b  serait  négatif,  parce 
qu'en  changeant  x  en  —  x  dans  l'équation  proposée,  ce  qui  ne 
ferait  que  changer  les  signes  de  ses  racines  (142) ,  on  retom- 
berait sur  le  cas  précédent. 

243.  Supposons  que  l'on  ait  à  la  fois  a  =  o  et  6  =  0,  les  deux 
valeurs  de  x  se  présenteront  sous  la  forme  g  ;  or,  en  faisant  suc- 
cessivement b  =  0  et  a  =  0  dans  les  formules  [5]  et  [6]  aux- 
quelles nous  avons  ramené  la  formule  [4] ,  on  trouvera  qu'elles 

2  c               2c 
se  réduiront  à  +  tt  ^t  à --.  Or,  pour  b  =  0,  l'équation  [1] 

devient  

ax'^  -\-  c=  0,     d'où    X  =  ±:  i /—  -. 

y         a 

Si  donc  on  donne  à  a  des  valeurs  décroissantes,  mais  de  signe 
contraire  à  celui  de  c,  on  reconnaît  que  x  a  deux  valeurs  de 
signes  contraires  et  qui  tendent  vers  l'infini.  Donc  la  formule  [4] 
convient  encore  au  cas  actuel. 

Enfin  si  on  a  à  la  fois  a=0,  b=0,  c  =  0,  les  formules  [5] 
et  [6]  se  réduisent  à  g,  et  comme  l'équation  [1]  devient  alors 
identique  ,  on  en  conclut  que  la  formule  [4]  est  encore  appli- 
cable, si  l'on  regarde  5j  comme  symbole  de  l'indétermination. 

244.  Nous  avons  montré  (228)  qu'en  désignant  par  x'  et 
par  x'^  les  deux  racines  de  l'équation  [2],  le  premier  membre  de 
cette  équation  était  le  produit  des  deux  facteurs  x — x'  et  a; — x'\ 
c'est-à-dire  que 

x"'  -\-  px  -{-  g  =  (x  —  x'}  (x  —  x"). 
On  voit  donc  que  le  premier  membre  de  toute  équation  du  second 
degré,  ramenée  à  la  forme  x^  +  px  -f-  q  =^  0,  est  le  produit  de 
deux  facteurs  du  premier  degré,  formés  en  soustrayant  chaque 
racine  de  V inconnue. 

Quant  le  coefficient  de  a;-  n'est  pas  l'unité,  il  faut,  pour  re- 
produire le  premier  membre,  multiplier  le  produit  de  ces  deux 
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facteurs  par  ce  coefficient.  On  voit  en  effet  que  le  trinôme 
ax'  -{-  bx  +  c  étant  (227)  égal  à  a[x^  +  px+q),  on  a 
ax'^  -\-  bx -\-  c  =  a  {X  —  x')  (x  —x"). 
Ainsi,  pour  décomposer  en  facteurs  le  trinôme  e^-^ — x —  12, 
on  l'égalera  à  zéro,  et  les  racines  de  l'équation  résultante  étant 


-et  —  -,  on  en  conclura  que 

À  Ô 


6a;2_^_12  =  6fa?— ^)  (^^  +  ^^=(20;  — 3)(3a;  + 


4), 


24o.  On  formera  donc  une  équation  du  second  degré  qui 
ait  pour  racines  des  nombres  donnés  x'  et  x",  en  égalant  à  zéro 
le  produit  des  facteurs  x  —  ^'  et  x  —  x"  trouvés  en  soustrayant 
chaque  racine  de  l'inconnue  ;  ce  qui  donnera 

X  —  x'  x-\-x'x"  =  Q. 

—x" 

Ce  résultat  nous  apprend  que  dans  toute  équation  du  second 
degré  ,  ramenée  à  la  forme  x-  -{-  px  +  q  =  0  ,  ?e  coefficient  du 
second  terme  est  égal  à  la  somme  des  racines  prises  avec  des 
signes  contraires,  et  que  le  terme  indépendant  est  égal  au  produit  de 
ces  racines. 

24G.  Ces  propriétés  fournissent  un  nouveau  moyen  de  recon- 
naître les  signes  des  racines  d'une  équation  du  second  degré, 
lorsque  ces  racines  sont  réelles.  Divisons  en  effet  tous  les  termes 
de  l'équation  [1]  par  a,  ce  qui  donnera 

'   a       '    a 
et  considérons  par  exemple  le  cas  où 
5<0,     c<0. 

Alors  le  dernier  terme  - ,  qui  est  le  produit  des  racines,  étant 

a 

négatif,  on  voit  que  ces  racines  sont  de  signes  contraires;  mais 

le  second  terme-  étant  négatif,  leur  somme  est  positive  :  donc 

la  racine  positive  est  plus  grande  en  valeur  absolue  que  la  racine 
négative. 
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247.  Problème  I.  Étant  donnés  la  somme  s  de  deux  nombres 
et  leur  produit  p,  trouver  chacun  d'eux.  •     / 

Soit  X  l'un  des  nombres  demandés  :  l'autre  sera  5  —  x,  et  on 
aura  par  conséquent  pour  l'équation  du  problème, 

x{s  —  x)  =  py    d'où    x^  —  sx-{-  p  =0, 

équation  d'où  l'on  tire 


\/i-p- 


Quoique  nous  trouvions  pour  x  deux  valeurs,  il  ne  faut  cepen- 
dant pas  en  conclure  que  le  problème  admette  deux  solutions, 
parce  que,  la  somme  de  ses  deux  valeurs  étant  la  somme  don- 
née s  (243),  il  s'ensuit  que  ces  deux  valeurs  sont  précisément 
les  deux  nombres  cherchés. 

Au  reste,  on  pouvait  prévoir  que  l'équation  qui  donnerait 
l'un  des  nombres  demandés,  donnerait  aussi  l'autre  ;  car  x  ne 
représente  pas  l'un  plutôt  que  l'autre. 

248.  L'équation 

a?-  —  SX  -{-  p  =:  0 

nous  montre  que  deux  nombres  dont  on  connaît  la  somme  et  le 
produit  sont  les  racines  d'une  équation  du  second  degré,  qui  a, 
pour  coefficient  du  premier  terme  Vunité,  pour  coefficient  du 
second  terme  la  somme  donnée  prise  avec  un  signe  contraire,  et 
pour  terme  indépendant  le  produit  donné. 

On  aurait  pu  déduire  cette  conséquence  des  propriétés  énon- 
cées au  n°  243,  mais  on  n'aurait  pas  raisonné  rigoureusement 
en  agissant  ainsi,  parce  qu'on  ne  sait  pas  a  priori  si  le  pro- 
blème n'a  qu'une  seule  solution. 

249.  Problème  IL  Trouver,  sur  la  droite  qui  joint  deux  points 
lumineux  A  ei  B  ,  le  point  R  où  il  faudrait  placer  un  écran  pour 
quil  en  reçût  des  quantités  égales  de  lumière.  On  admet  ce  prin- 
cipe de  physique  que  Vintensitè  de  la  lumière  croit  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance,  c'est-à-dire  qu'un  écran  placé  à 
des  dislances  2,  3,  4,....,  fois  plus  ou  moins  grandes  d'un  point 
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lumineux  est  de  4,  9,  16,....,  ibis  moins  ou  plus  éclairé  parce 
point. 


R'  A  .R      B  IV 

Désignons  par  cl  la  distance  des  points  fixes  A  etB,  par  a  eib 
les  quantités  de  lumière  que  l'écran  reçoit  respectivement  de 
ces  points  lumineux,  quand  il  est  successivement  placé  à  l'u- 
nité de  dislance  de  chacun  d'eux,  et  enfin  appelons  x  la  di- 
stance du  point  cherché  R  au  point  A.  Nous  allons  calculer  les 
quantités  de  lumière  que  l'écran,  placé  en  R,  recevra  de  A  et 
de  B,  et,  en  écrivant  qu'elles  sont  égales,  le  problème  sera  mis 
en  équafion.  Or,  puisque  le  point  A  projette  sur  l'écran,  placé 
à  l'unité  de  distance,  une  quantité  a  de  lumière,  on  trouvera 
la  quanfité  y  de  lumière  qu'il  envoie  à  ce  même  écran  placé  à 
la  distance  x,  par  la  proportion 

a:y  ::x':  l ,   d  ou  y  =-T,. 

X' 

On  verra  de  même  que  BR  étant  égal  à  d — x,  la  quanfité  z 
de  lumière  que  notre  écran,  placé  en  R,  recevra  de  B,  sera  dé- 
terminé par  la  proporlion 

donc  l'équation  du  problème  est 

a_  __       b  [7] 

x'  ~  [d  —  xf 
Il  s'agit  donc  de  résoudre  cette  équation.  Mais,  au  lieu  de  la 
ramener  à  la  forme  convenue  (220),  je  remarque  qu'on  l'abais- 
sera immédiatement  au  premier  degré,  en  extrayant  la  racine 
carrée  de  ses  deux  membres  (227*)  :  on  trouvera  ainsi 

v/â^_^  y/F    ^ 
X  d  —  X 

équation  d'où  l'on  tirera  facilement 

ds/a 

X  =  -= -, 
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Nous  allons  maintenant  discuter  cette  formule,  et  nous 
distinguerons  pour  cela  trois  cas  principaux,  savoir  :  a>^;, 

1"  Cas.  a>  b.  La  première  valeur  de  x  place  l'écran  entre 
les  points  A  et  B,  et  plus  près  du  second  que  du  premier;  car  il 

est  évident  que  la  quantité  ^  ^^  _est  plus  petite  que  l'unité 

\^a-{-\/b 

et  plus  grande  que  |.  En  effet  le  dénominateur  est  plus  grand 
que  le  numérateur,  mais  il  est  plus  petit  que  le  double  de  ce 
numérateur,  puisque  a >  6 ;  donc  la  valeur  dexest<Cdeiy>^d, 
C'est  ce  qui  doit  arriver,  car  pour  qu'un  écran,  placé  entre  A 
et  B,  soit  également  éclairé  par  ces  deux  lumières,  il  faut  évi- 
demment qu'il  soit  plus  près  de  la  plus  faible  que  de  la  plus 
brillante. 
Quant  à  la  seconde  valeur  de  x,  elle  est  plus  grande  que  dy 

car  — = pr>  1;  ainsi  il  y  a  une  seconde  position  à  donner  à 

y/a — \/b 

l'écran  sur  le  prolongement  de  AB,  en  un  certain  point  R'. 

2"  Cas.  a  =  b.L8i  première  valeur  dex se  réduit  à-,  et  il  est 

évident  en  effet  que,  dans  l'hypothèse  actuelle,  l'écran  qui  sera 
placé  au  milieu  de  l'intervalle  AB,  sera  également  éclairé  par 
les  deux  lumières. 

La  seconde  valeur  de  x  devient  infinie  pour  a=b.  Mais  si, 
au  lieu  défaire  brusquement  a  =  b,  on  suppose  que  l'intensité 
du  point  lumineuxB,  d'abord  moindre  que  c^,  augmentede  plus 
en  plus,  la  seconde  valeur  de  x  ira  en  augmentant  ;  et  on  voit 
qu'en  donnant  à  b  une  valeur  inférieure  à  a  d'aussi  peu  que 
l'on  voudra,  cette  valeur  de  x  pourra  devenir  plus  grande  que 
toute  quantité  donnée,  de  sorte  que  quand  on  aura  6  =  a,  il  n'y 
aura  plus  de  position  possible  à  assignera  l'écran  sur  le  prolon- 
gement de  AB;  et  en  effet,  dans  toutes  ces  positions,  il  sera 
toujours  plus  près  de  B  que  de  A,  et  par  conséquent  il  sera 
inégalement  éclairé  par  ces  deux  lumières. 
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Si,  en  même  temps  que  a  =  b,  on  avait  d  =  0,  la  première 

.  valeur  de  x  se  réduirait  à  zéro,  et  la  seconde  à  g  ;  mais  comme 

il  n'y  a  pas  de  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction 

_^^     _>  il  faudra,  pour  interpréter  ce  dernier  résultat,  faire 

y/a  —  \/b 

les  hypothèses  a=zb  c[d  =  0  dans  l'équation  du  problème.  On 
trouvera  ainsi  qu'elle  se  réduit  à  l'identité 

a  a 

x'~x^' 

et  qu'en  conséquence  S  est  ici  le  symbole  del'indétermination,  de 
sorte  que  x  pouvant  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles,  on  doit 
en  conclure  que,  dans  quelque  position  que  l'on  place  l'écran,  il 
sera  également  éclairé  par  les  deux  lumières,  ce  qui  est  évident. 
3' Cas.  a <^ 6.  Ici  la  première  valeur  de  x  est   encore  plus 

petite  que  d  et  elle  est  môme  <<-,   ce  qui  doit  être.  Quant  à 

la  seconde  elle  est  négative,  ce  qui  indique  que  la  distance  de 
l'écran  au  point  A  doit  être  portée,  non  plus  à  droite  du  point  A 
sur  AB,  mais  à  gauche  de  ce  point,  conformément  aux  conven- 
tions laites  au  n°  22.  Ici  la  valeur  négative  de  o^  provient  d'une 
fausse  hypothèse  faite  sur  la  posilion  du  point  R',  en  mettant  le 
problème  en  équation;  car  on  aurait  obtenu  la  même  équa- 
tion [7]  en  prenant  AR'  pour  inconnue.  Supposons  en  effet  que 
l'écran  doive  être  placé  en  R",  et  désignant  AR"  par  x;  les  quan- 
tités de  lumière  qu'il  recevra  des  points  A  et  B  seront  respecti- 

~2  et  ,  de  sorte  que  l'équation  du  problème  sera 


vement 

X 

alors 


a 


x'    '[d+xf 

et  c'est  là  précisément  ce  que  devient  l'équation  [7],  quand  on 
y  change  x  en  —x{i4o). 

2o0.  Problème  III.  Plusieurs  personnes,  voyageant  ensemble, 
prirent  une  voiture  qui  devait  les  conduire  à  leur  destination, 


186       DES  ÉQUATIONS  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ. 

moyennant  342  francs.  Le  voyage  fait,  trois  voyageurs  se  trou- 
vèrent sans  argent,  mais  les  autres  suppléèrent  à  ce  qui  leur 
manquait,  et  donnèrent  chacun  19^  déplus.  On  demande  le  nombre 
des  voyageurs. 
Soit  a?  le  nombre  des  voyageurs,  a;— 3  serale  nombre  de  ceux 

342^ 
qui  ont  acquitté  les  342  francs,  et  par  conséquent  — —  sera  la 

ce  ~~~  o 

342f 
quote-part  que  chacun  aura  payé,  au  lieu  de  — •   qu'il  devait. 

X 

Puis  donc  que  chacun  d'eux  donne  19^  de  plus  que  si  tous  les 
voyageurs  avaient  également  contribué  à  la  dépense,  on  aura 
pour  l'équation  du  problème 

342  342 _ 

—  i  y . 


X  —  3         X 

On  tire  de  cette  équation  a;=9  eta;  =  — 6.  La  première  de 
-ces  deux  valeurs  nous  indique  que  les  voyageurs  étaient  au 
nombre  de  9,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier. 

Quant  à  la  seconde  valeur  de  x,  elle  n'a  ici  aucun  sens,  car 
le  nombre  des  voyageurs  n'est  pas  susceptible  de  recevoir  deux 
modes  d'existence  opposés.  Si  l'on  veut  savoir  quelles  modifi- 
cations il  faut  introduire  dans  l'énoncé  du  problème,  pour 
que +  6  en  fournisse  une  solution,  on  changera  x  en  —  x 
dans  l'équation  de  ce  problème  (14o),  ce  qui  donnera 


—  X  —  3    '      X 
OU  bien 

342        342    _ 
X        x-\-  3 

a\insi  —  représentant  toujours  la  somme  que  chaque  voyageur 

342 
devrait  payer?  sera  celle  qu'il  paye  réellement,  de  sorte 

X  ~j~  o 

que  le  nouvel  énoncé  sera  le  suivant  : 

Plusieurs  personnes  y  voyageant  ensemble,  prirent  une  voiture 
qui  devait   les   conduire    à  leur  destination^  moyennant  342^ 
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Mais  trois  nouveaux  voyageurs  étant  survenus,  la  quote-part  de 
chacun  se  trouva  diminuée  de  19^  On  demande  le  nombre  pri- 
mitif des  voyageurs.  Oe  vérifiera  facilement  que  ce  nombre 
était  6. 

2dl.  Problème  IV.  En  laissant  tomber  une  pierre  dans  un 
puits  de  mine,  on  a  trouvé  quil  s'était  écoulé  un  nombre  t  de 
secondes,  entre  Vinstant  de  sa  chute  et  celui  où  le  bruit  de  son 
arrivée  au  fond  du  puits  est  parvenu  à  Voreille  de  Vobservateur. 
On  propose  de  calculer  la  profondeur  de  ce  puits,  sachant  que  la 
vitesse  du  son  est  uniforme  et  de  a  mètres  par  seconde,  qu'un 
corps  qui  tombe  dans  le  vide  parcourt  ^g  mètres  pendant  la  pre- 
mière seconde,  et  que  les  espaces  parcourus  ainsi  sont  propor- 
tionnels aux  carrés  des  teinps.  On  fait  d'ailleurs  abstraction  de 
la  résistance  de  Vair. 

Désignons  la  profondeur  du  puits  par  x  :  nous  calculerons  le 
temps  1/  que  la  pierre  a  mis  pour  arriver  au  fond,  en  posant  la 
proportion 

\g\x\\\:y\    d'où   y  =  \J'-^. 

D'un  autre  côté,  la  vitesse  du  son  étant  de  a  mètres  par  se- 
conde, on  trouvera  le  temps  z  que  le  son  a  mis  pour  parvenir 
du  fond  du  puits  à  l'oreille  de  l'observateur,  en  posant  la  pro- 
portion 

a: X  ::  i  :  z,  d'où  z  =  -j 

mais  t  est  évidemment  la  somme  des  nombres  ^  et  ::  :  donc 
l'équation  du  problème  est 


v^ 


2x   .X 

g  "*  a~  ' 


On  tire  de  cette  équation,  en  isolant  le  radical  dans  le  premier 
membre,  puis  en  élevant  au  carré  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion résultante, 

gx'^—2aigt-\-a)x-{-a^-gt^=0, 


d'où  x  =  -\gt-{-a±\fa[aA-2gt) 
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Il  semblerait  ainsi  que  le  problème  a  deux  solutions,  car  ces 
valeurs  de  ipsont  réelles  et  positives,  et  cependant  il  est  évident 
a  priori  qu'il  ne  peut  en  admettre  qu'une  seule.  Comment  donc 
distinguer,  entre  ces  deux  valeurs  de  x,  celle  qui  résout  le  pro- 
blème ?  Pour  y  parvenir,  nous  observerons  qu'en  t  secondes  le 
son  doit  parcourir  un  espace  plus  grand  que  la  profondeur  du 
puits;  donc  celte  profondeur  doit  être  moindre  que  at  ;  mais  la 
première  valeur  de  x  est  au  contraire  plus  grande  que  at  ; 
donc  elle  doit  être  rejetée  ;  donc  la  solution  du  problème  sera 
donnée  par  la  formule 


a 


X  =z~\(jt-{-a  —  \J  a{a-{-  2gt)  ] . 

2o2.  D'où  vient  que  l'algèbre  a  ainsi  donné  une  solution 
étrangère  à  la  question  proposée?  Nous  remarquerons  que, 
pour  rendre  rationnelle  l'équation  du  problème,  nous  avons 

/O/yj  /y» 

élevé  au  carrelés  deux  membres  de  l'équation  K^  —  =^t , 

et  que  nous  aurions  obtenu  le  même  résultat  en  carrant  les  deux 

I  '^x            X 
membres  de  l'équation — y — =^t ;  de  sorte  que  les  deux 

racines  de  l'équation  gx"- — ^a[gt-\-a)x-\-a^gf=0,  appartien- 
nent respectivement  à  ces  deux  équations,  et  nous  verrons  (621) 
que  la  seconde  est  satisfaite  par  la  valeur  de  rr  que  nous  avons 
rejetée. 

2oo.  On  voit  par  là  que  quand  on  aura  à  résoudre  une  équa~ 
tion  qui  renfermera  un  radical  du  second  degré,  il  faudra  d'a- 
bord faire  évanouir  ce  radical,  en  l'isolant  dans  un  membre  et 
en  élevant  ensuite  au  carré  les  deux  membres  de  la  nouvelle 
équation;  mais  aussi  V équation  rationnelle  résultante  pourra 
avoir  des  racines  qui  ne  satisferont  pas  à  la  proposée. 

26A.  Si  l'on  voulait  faire  abstraction  du  temps,  toujours  très- 
court,  que  le  çon  a  mis  pour  venir  du  fond  du  puits,  il  suf- 
firait de  supposer  que  sa  vitesse  a  croît  indéfiniment,  et  de 
cbercher  vers  quelle  limite  tend  alors  la  valeur  de  x.  Mais  j'ob- 
serve que  quand  a  augmente,  les  qu'dn[i[és(gt-\-a)e{\/a{a-\-2gt) 
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croissant  en  même  temp?,  on  ne  peut  pas  reconnaître  dans  quel 
sens  varie  la  valeur  de  x.  Pour  éluder  cette  difficulté,  je  multi- 
plie et  je  divise  Texpression  de  x  par  fjt-\-a-{-^  aio-^'lgt)  ;  de 
cette  manière,  le  numérateur  deviendra  égal  à  la  différence  des 
carrés  de  gt-\-a  et  diesj  a\a-\-1(jî),  et  l'on  trouvera,  toutes  ré- 
ductions faites, 

aqt^ 
gt-\-a-{-\Ja{2gt-\-a)' 

mais  comme  la  variable  a  se  trouve  encore  dans  les  deux  termes 
de  cette  fraction,  je  les  divise  Tun  et  l'autre  par  a,  ce  qui  donne 


x=- 


gt 


+1+0Ï+1 


Or,  lorsque  a  augmentera,  la  quantité  —  diminuera  et  pourra 

même  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  lorsqu'on 
assignera  à  a  une  valeur  suffisamment  grande  ;  donc  la  limite 
du  dénominateur  est  1  +  1  =  2,  et  par  conséquent  celle  de  x 

est  ^  ;     et  en  effet,  en  vertu  du  principe  que  les  espaces  par- 

courus  par  un  corps  qui  tombe  dans  le  vide,  sont  proportionnels  aux 
carrés  des  temps  employés  à  les  parcourir,  on  calculera  l'espace 
parcouru  en  t  secondes,  par  la  proportion 

2oo.  En  résolvant  les  problèmes  III  et  lY,  nous  avons  trouvé 
àes  solutiom  étrangères:  à  quoi  cela  peut-il  tenir?  Il  y  a,  en 
général,  dans  l'énoncé  d'un  problème,  deux  sortes  de  condi- 
tions auxquelles  les  inconnues  doivent  satisfaire  :  les  unes  que 
nous  appellerons  conditions  algébriques,  et  qui  peuvent  toujours 
être  exprimées  par  des  équations;  les  autres  que  l'on  nomme 
conditions  physiques,  qui  assujettissent  les  inconnues  à  être, 
par  exemple,  des  nombres  entiers,  des  quantités  positives,  à 


190       DES  ÉQUATIONS  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ. 

être  comprises  entre  certaines  limites,  etc.,  et  qui,  ne  pouvant 
ainsi  être  exprimées  par  des  équations,  doivent  être  vérifiées 
après  coup.  D'où  l'on  voit  que,  avant  d'admettre,  comme  solu- 
tion d'un  problème,  les  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues,  il 
faudra  s'assurer  qu'elles  satisfont  aux*conditions  physiques  de 
son  énoncé,  de  sorte  que  celles  qui  seront  incompatibles  avec 
ces  conditions  devront  être  rejetées,  et  les  autres  seront  seules 
bonnes. 

Mais,  dira-t-on,  pourquoi  l'algèbre  fournit-elle  des  solutions 
étrangères  aux  questions  que  l'on  veut  résoudre  ?  C'est  qu'en 
appliquant  l'algèbre  à  la  solution  d'un  problème,  on  le  dépouille 
des  conditions  physiques  auxquelles  sont  assujetties  les  incon- 
nues, que  Ton  ne  soumet  ainsi  qu'aux  seules  conditions  algébri- 
ques, de  sorte  que  les  équations  que  l'on  obtient  conviennent 
à  toutes  les  questions  qui  comportent  les  mêmes  conditions 
algébriques,  mais  diffèrent  seulement  par  les  conditions  phy- 
siques. 

Exemple.  Une  'personne  a  emprunté  un  nombre  d'écus  de  5*", 
tel  que  si  debl2fois  la  somme  prêtée,  évaluée  en  francs,  on  retran- 
che  le  carré  de  cette  même  somme,  on  aura  pour  reste  6000  francs^ 
Quelle  est  cette  somme  ? 

Désignons-la  par  x  et  nous  aurons 

512a:;— a:;2=  6000;     d'où    a;=  12  et  rr— 100. 

Mais  les  conditions  physiques  de  la  question  exigent  que  la 
somme  demandée  soit  un  nombre  entier,  positif  et  divisible 
par  5;  puis  donc  que  des  deux  nombres  12  et  100  le  second 
satisfait  seul  à  ces  trois  conditions,  la  racine  12  doit  être  rejetée 
et  100  francs  est  la  somme  demandée. 

256.  Lorsque  dans  l'équation  ax^-\-bx-\-c=:Q  le  coeffi- 
cient a  est  très-petit,  on  peut  simplifier  la  formule  géné- 

1            — bàzsj  b'^ — kac        .  .,         ,  ,     , 

raie  x=. ,  qui  se  prête  mal  aux  calculs  numé- 
riques. 

Considérons,  en  effet,  l'une  seulement  des  valeurs  de  x  (la 
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seconde  se  trouvera  ensuite  facilement,  puisque  leur  somme 
est  connue  et  égale  à  — -j.  De  l'équation  ax--\-  bx-{- c  =  0, 


on  tirera 


^~'~"b       b' 


et  comme  a  est  supposé  très-petit,  on  pourra  négliger  le 

.  ox-    ^  , 

terme  -r-  et  prendre  comme  première  approximation 


c 


ax^ 


L'erreur  que  l'on  commetainsiest— -^  ;  elle  renferme  comme 

0 

facteur  la  première  puissance  de  a  ;  on  dit  qu'elle  est  du  pre- 
mier ordre.  Désignons-la  par  s^  ;  la  valeur  exacte  de  x  sera 


et,  en  reportant  cette  valeur  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
c      ex 
h       h 

c      a  (     c   ,      \2 


..                    C      ex-    .,     . 
tion  x=—j- —,  û  viendra 


c'est-à-dire 


c_ ac-  ,  2flc,c 


b       b-"  "^6-  6  ' 

les  deux  derniers  termes  sont  évidemment  du  second  et  du 
troisième  ordre  par  rapport  à  a  ;  et  si  on  les  néglige,  il  viendra 
comme  seconde  approximation 


c      ac- 


valeur  qui  n'est  fautive  que  d'erreurs  du  second  ordre.  En 
désignant  l'erreur  commise  par  s,,  la  valeur  exacte  de  x  sera 
donc 


c      ac^  , 
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Si  maintenant  nous  reportons  cette  valeur  de  x  dans  le  second 

C         CLX^ 

membre  de  l'équation  a?— — r r-,  on  trouvera  focilement 

_      c      aâ      la^â 

comme  troisième  apidroximation^  et  l'erreur  commise  ne  ren- 
ferme que  des  termes  du  troisième  et  du  cinquième  ordre.  Il 
sera  facile  de  continuer  ainsi  indéfiniment  *, 

Remarquons  que  chacune  des  formules  d'approximation 
successives  s'obtient  delà  précédente  par  l'addition  d'un  terme 
de  correction,  et  que  l'erreur  qui  subsiste  après  l'addition  de 
chacun  des  termes,  est  toujours  très-petite  par  rapport  à  ce 
terme. 

§  II.  RÉSOLUTION  DE  DEUX  ÉQUATIONS  DU  DEUXIÈME 
DEGRÉ  A  DEUX  INCONNUES. 

257.  Une  équation  complète  du  second  degré  à  deux  incon- 
nues doit  renfermer  tous  les  termes  du  second  degré,  tant  en  x 
qu'en  y,  les  premières  puissances  de  ces  inconnues  et  un  terme 
tout  connu.  Elle  peut  donc  être  ramenée  à  la  forme 

a\f  +  hxy  +  cx'  +  dy  -{-ex-\-f=0.  [9] 

Soit  encore  l'équation  complète 

d'y"-  +  h'xy  +  ex'-  +  d'y  -\-e'x-\-f=^0\         [10] 

et  proposons-nous  de  résoudre  ces  deux  équations. 

Si  l'une  d'elles  était  du  premier  degré  par  rapport  à  l'une  des 
inconnues,  y  par  exemple,  on  résoudrait  cette  équation  par 
rapport  à  y,  et,ensubstiluant  la  valeur  ainsi  trouvée  dans  l'autre 
équation, l'éUmination  de  y  serait  effectuée,  et  le  calcul  s'achè- 

*  On  a  immédiatement  la  suite  des  termes  de  la  valeur  de  x  en  partant  de 
la  formule  x-= "^^^-^ ,   dans  laquelle  on  développera  la  quantité 


y/b'-^~kac  =  (b^—kac)^  par  la  formule  du  hinom.e  pour  le  cas  de  l'exposant 
fractionnaire  (339). 
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verait  comme  au  n°  lo3,  c'est-à-dire  que  l'on  résoudrait 
Céquation  finale  en  x,  et  qu'on  substituerait  successivement  ses 
racines  dans  l'expression  de  y  en  fonction  de  x,  ce  qui  ferait 
connaître  toutes  les  solutions  des  équations  proposées.  On 
ramènera  le  cas  général  à  ce  cas  particulier,  en  éliminant  le 
carré  de  y  entre  les  équations  proposées,  d'après  la  méthode  du 
n°  lo6  ;  ce  qui  nous  conduit  à  substituer  au  système  des  équa- 
tions proposées,  le  système  formé  de  Tune  d'elles  et  de  l'équa- 
tion ainsi  obtenue  (la  démonstration  est  celle  même  que  nous 
avons  donnée  au  n°  lo6).  Nous  multiplierons  donc  les  équa- 
tions [1]  et  [2]  respectivement  par  a'  et  par  a,  nous  retranche- 
rons les  équations-produits,  membre  à  membre,  et  il  viendra 

(ab'—ba')xy-\-{ac'  —  ca')x^-\-{ad' — da')y-{-{ae'—ea')x 
+ar—fa'  =  0,  [11] 

d'où  l'on  tire 

_      {ac'—ca')x''-\-{ae'—ea')x+af'^fa' 
y—-^  ^ab'—ba')x+{ad'—da')  '        ^     -' 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  l'une  des  équations  propo- 
sées, on  aura  évidemment  une  équation  du  quatrième  degré, 
qu'on  pourra  ramener  à  la  forme 

Aa;*4-Bx'+Ga;^-{-Da;+E=0.  [13] 

On  démontrerait  comme  au  n«  133  que  le  système  des  équa- 
tions [12]  et  [13]  est  équivalent  à  celui  des  équations  [9]  et  [1 1]  ; 
d'où  il  suit  que,  pour  avoir  les  solutions  des  équations  proposées, 
il  faudra  résoudre  l'équation  [13],  ce  qui  fera  connaître  toutes 
les  valeurs  dont  l'inconnue  x  est  susceptible;  puis  substituer 
les  valeurs  ainsi  trouvées  dans  [12],  et  on  obtiendra  les  valeurs 
de  y  qui  sont  conjuguées  arec  celles  de  x. 

2o8.  Il  semblerait  plus  naturel,  pour  éUminer  y  entre  les 
équations  [9]  et  [10],  de  tirer  de  l'une  d'elles  la  valeur  de  y  en 
fonction  de  x,  et  de  la  substituer  ensuite  dans  la  seconde;  mais 
celte  méthode,  outre  sa  longueur  (2o5),  aurait  encore  l'incon- 
vénient d'exposer  à  admettre  des  couples  de  valeurs  de  x  et  de  y 
c.  13 
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qui  ne  vérifieraient  pas  les  équations  proposées.  Supposons 
en  effet  qu'après  avoir  ordonné  leurs  premiers  membres  par 
rapport  aux  puissances  descendantes  de  y,  on  ait  dégagé  le 
carré  de  cette  inconnue  de  son  coefficient  :  les  équations  [9]  et 
[10]  seront  ainsi  ramenées  à  la  forme 

y^—2?y  +  Q  =  0,  [14] 

l/*-2P'y+Q'=0.  [15] 

On  tire  de  la  première 


y=P-\-^V'-Q     [16],        y:^P-v/P-U.      [17] 

Si  l'on  substitue  la  première  de  ces  valeurs  dans  l'équation  [15], 
on  trouvera  deux  sortes  de  termes  :  les  uns  qui  seront  indépen- 
dants de  la  quantité  ^P' — U,  et  d'autres  qui  la  contiendront 
comme  facteur,  de  sorte  que  si  l'on  désigne  par  A  l'ensemble 
des  premiers  et  par  B  la  somme  algébrique  (55}  des  quantités 
que  v^P* — Q  multiplie,  l'équation  résultante  pourra  être  re- 
présentée par  A  +  Bv/P^— Q  =  0.  Comme  l'équation  [17]  ne 
diffère  de  l'équation  [16]  que  par  le  signe  dont  v/P'— Q  y  est 
affecté,  on  obtiendra  l'équation  résultant  de  la  substitution  de 
p_y^p^— Q  dans  [15],  en  cbangeant,  dans  l'équation  que  nous 
venons  d'obtenir,  le  signe  du  facteur  v/P'— Q-  On  aura  donc 
ainsi  les  deux  équations 


A+Bv/P-Q=0    [18],  A~B^/P-Q=:0,    [19] 

et  il  est  facile  de  voir,  en  répétant  les  raisonnements  faits  au 
n°  155,  que  tout  couple  de  valeurs  a;=a  et  y  =  ^,  qui  vérifie 
les  équations  [14]  et  [15],  vérifie  l'équation  [16]  ou  l'équation 
[17],  et  par  suite  l'équation  [18]  ou  l'équation  [19]  ;  et  que  réci- 
proquement tout  couple  de  valeurs  x=zu  e\y  —  ^,  qui  vérifie 
le  système  des  équations  [16]  et  [18],  ou  celui  des  équations 
[17]  et  [19],  vérifie  les  équations  [14]  et  [15]  ;  d'où  il  suit  que  si 
l'on  résout,  d'une  part,  le  système  des  équations  [16]  et  [18], 
d'une  autre  part,  celui  des  équations  [17]  et  [19],  on  obtiendra 
toutes  les  solutions  et  les  seules  solutions  des  équations  propo- 
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sées.  Mais  pour  résoudre  les  équations  [18]  et  [19],  il  faut  les 
rendre  ratioimelles ,  et  pour  cela  isoler  dans  un  membre  le  terme 
irrationnel^  et  élever  ensuite  les  deux  membres  au  carré  (235).  Or, 
en  effectuant  cette  opération  sur  les  équations  [18]  et  [19],  on 
obtient  l'équation  unique 

A«  =  B^(P— Q),  [20] 

qui  a  par  conséquent  pour  racines  toutes  les  valeurs  de  x  qui 
pourraient  vérifier  les  équations  [18]  et  [19],  de  sorte  que,  quand 
on  aura  résolu  cette  équation,  on  ne  saura  plus  si  une  de  ses 
racines  a  devra  être  substituée  dans  [16]  ou  dans  [17].  Il  faudra 
donc,  pour  éviter  toute  erreur,  substituer  cette  valeur  a  de  a; 
dans  [18],  et  suivant  qu'elle  satisfera  à  cette  équation  ou  qu'elle 
ne  la  vérifiera  pas,  on  mettra  a  au  lieu  de  x  dans  [16]  ou  dans 
[17],  ce  qui  fera  connaître  la  valeur  correspondante  de  y. 

Prenons  pour  exemple  les  deux  équations 

x^—'2xy-\-y'^—y  =  0,        a^-^2>xy-\-^y^-\-y=:0. 

On  tirera  de  la  première 

3i=y+s/y     [16],         x=y^^r,     [17 

puis,  en  substituant  dans  la  seconde,  on  trouvera,  toutes  ré- 
ductions faites, 

—  ys/y+^y=o     [18],         +y^f+2y=o,      [19] 

En  faisant  évanouir  les  radicaux,  il  viendra 

y^—ky^=0,     ou    y^y—k)  =  0. 

Sous  cette  dernière  forme,  on  voit  que  y  a  trois  valeurs,  dont 
deux  sont  égales  à  zéro,  et  dont  la  troisième  est  égale  à  4. 

Ory  =  0  satisfait  également  à  [18]  et  à  [19],  donc  on  devra 
faire  ^=0  dans  [16]  et  dans  [17],  et  il  en  résultera  a;=0,ic=0. 
On  verra  ensuite  que  y=^  vérifie  [18],  mais  ne  satisfait  pas  à 
[19]  ;  donc  on  devr^  substituer  y=^  dans  [16]  et  on  aura,  pour 
valeur  correspondante  dex,x=6.  Ainsi  les  solutions  deman- 
dées sont 


y=0 
07=0 


x=0 


y=k 
x=6 
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259.  La  résolution  de  l'équation  [13]  est  impossible  au  point 
où  nous  en  sommes  actuellement  de  l'algèbre.  Cependant  on 
peut  résoudre  cette  équation  dans  le  cas  particulier  où  les 
coefficients  B  et  D  seraient  nuls,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  elle 
se  réduirait  à 

Aa;*  +  C^^  +  E=:0.  [21] 

Une  pareille  équation  est  dite  U-carrée, 
Pesons  en  effet 

x^  =  y\ 

elle  deviendra,  en  substituant, 

Al/'-  +  Ci/+E  =  0. 

En  résolvant  cette  équation,  on  en  tirera  deux  valeurs  de  y, 
que  je  représente  par  a  et  par  h,  de  sorte  que  l'on  aura  ainsi 

x^  =  a,    d'où    a;— ±v/«, 
et  x^=h,    d'où    x  =  ±.\/b, 

La  proposée  aura  donc  quatre  racines  égales  deux  à  deux  et  de 
signes  contraires.  Pour  que  ces  racines  soient  réelles,  il  faut 
d'abord  que  a  et  fe  soient  elles-mêmes  des  quantités  réelles, 
ensuite  qu'elles  soient  positives.  Si  l'une  d'elles  est  négative, 
les  deux  valeurs  correspondantes  de  (useront  imaginaires,  et  si 
a  et  fc  sont  toutes  deux  négatives  ou  imaginaires,  les  quatre 
valeurs  de  x  seront  imaginaires.  Ainsi  l'équation  bi-carrée  peut 
avoir  ses  quatre  racines  réelles,  ou  deux  racines  réelles  et 
deux  imaginaires,  ou  toutes  les  quatre  imaginaires. 

On  voit  qu'elle  n'aura  de  racines  égales  qu'autant  que  a  sera 
égal  à  h,  et  alors  son  premier  membre  sera  un  carré  parfait, 
car,  pour  que  a  soit  égal  à  5,  il  faut  (257)  que 


Q2 

C*  — 4AE==0,    d'où    E=^ 


et,  en  substituant  cette  valeur  dans  [21],  il  viendra 

■4A 


Aa;'*+C^'  +  ^=0, 
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équation  dont  le  premier  membre  est  le  carré  de  Ix*^  )/k  -\ — r=-  j . 

Les  valeurs  de  y  étant  y  = ^-r ,  la  formule  gé- 
nérale des  valeurs  de  x  sera 


-W-- 


■  Gzhy/C^— 4AE 
2A 


[22] 


et  on  pourra  discuter  directement  cette  formule,  en  suivant 
exactement  la  marche  que  nous  avons  tracée  aux  n°*  254, 
256  et  258. 

260.  La  formule  [22]  nous  montre  que,  pour  obtenir  les 
valeurs  de  a?,  il  faut  extraire  la  racine  carrée  d'un  binôme  com- 
posé de  deux  termes^  dont  Vun  — G  est  rationnel,  et  dont  l'autre 
v/G*  —  4AE  est  en  général  une  quantité  irrationnelle  du  deuxième 
degré;  or  on  ne  peut  alors  obtenir  la  valeur  de  ce  terme 
qu'approximativement,  de  sorte  que  les  valeurs  de  x  sont  ainsi 
compliquées  de  deux  causes  d'erreur.  Si,  au  contraire,  on  pou- 
vait transformer  l'expression  de  x  en  une  autre  dans  laquelle 
les  deux  radicaux  fussent  indépendants,  on  extrairait  l'une  des 
racines  par  excès  et  l'autre  par  défaut,  si  ces  radicaux  avaient 
des  signes  semblables,  ou  toutes  deux  dans  le  même  sens,  s'ils 
avaient  des  signes  contraires,  et  les  erreurs  commises  sur  les 
deux  racines  se  composant  en  partie,  on  aurait  ainsi  la  valeur 
de  X  plus  exactement. 

Soit  donc  A+n/B  la  quantité  dont  on  demande  la  racine 
carrée  :  il  s'agira  de  trouver  deux  nombres  rationnels  x  ei  y 
tels  que  l'on  ait 


slji+s/B=fx+s/y, 

Cette  équation  n'a  rien  d'absurde,  car  si  l'on  élève  ses  deux 
membres  au  carré,  on  trouvera 

A+s/B=x  +  2^'^+y,  [23] 
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et  les  deux  membres  de  celle-ci  sont  de  même  forme.  Or,  cette 
équation  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

\/B  =  2s/'xy, 

formées  en  égalant  entre  eux,  d'une  part  les  termes  commen- 
surables,  et  de  l'autre  les  termes  incommensurables  qui  se 
trouvent  dans  les  deux  membres  de  l'équation  [23].  Suppo- 
sons en  effet  que  A  ne  soit  pas  égal  à  x-{-y,  et  soit  d  leur  dif- 
férence, de  sorte  que 

A=x+y  +  d. 

En  substituant  cette  expression  de  A  dans  l'équation  [23],  et 
simplifiant  ensuite,  il  viendra 

rf  +  v/B  =  2v^, 
d'où,  en  élevant  au  carré, 

d'+2d)/B+B=kxy, 
et  par  conséquent 

^^= 2d ' 

ce  qui  ne  se  peut  pas;  donc 

A=x-\-y,  et  par  conséquent,  \/B  =  2\/xy. 

Si  l'on  carre  cette  dernière  équation,  on  aura  pour  détermi- 
ner a;  et  ^  les  deux  équations 

A=:x+y, 
{B  =  xy, 

dont  l'une  fait  connaître  la  somme  et  l'autre  le  produit  de  ces 
deux  inconnues.  Les  valeurs  de  x  et  dey  sont  donc  (248)  les 
racines  de  l'équation 

z'  —  kz  +  ^  =  0. 
4 
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En  résolvant  cette  équation,  on  trouvera 


^  =  -^^ — ^  y  = 2 — ' 

par  conséquent 

Remarquons  que  les  deux  radicaux  du  deuxième  membre 
doivent  avoir  des  signes  semblables,  sans  quoi,  en  élevant  ce 
deuxième  membre  au  carré,  on  ne  reproduirait  pas  le  terme 
+  y/B.  Ce  serait  le  contraire  si  v/B  était  précédée  du  signe  —  ; 
donc 


vI37l=\/A±:v^^^-\/A=fHB.  m 

On  voit  que  si  (A*— B)  n'est  pas  un  carré  parfait,  les  formules 
que  nous  venons  de  trouver  ne  rempliront  pas  le  but  que  nous 
nous  sommes  proposé  en  les  calculant,  car  elles  seront  plus 
compliquées  que  celles  auxquelles  on  voulait  les  substituer,  et 
alors  il  faudra  effectuer  directement  le  calculindiqué par  l'expres- 
sion \/ A±v^B. 


261.  Exemple  I.  Soit  l'expression  \/31  — lOy^e.  On  posera 
A  =  31,  v/B=  lOv'6,  d'où  v^Â^=^=n/961  -600==v/36Ï  =  19. 
La  formule  [251  ^st  applicable  et  on  trouve 


/ 4  M  -f-  19        4  /31-19       ^        /^ 

V31-10V6-  y-f y— ^—=5-^6. 

Exemple  IL  Nous  avons  dit  au  n°  2o2  que  la  valeur  de  x, 

a  -- /^ 


-  {gt-\-a+s/a--\-2agt]  devait  vérifier  l'équation— W  "T  =  ^  ""  â' 

Pour  le  faire  voir,  je  la  substitue  dans  cette  équation,  qui  de- 
vient ainsi,  après  avoir  changé  les  signes  des  deux  membres, 

-S%a\gt  +  a-\-sJa^+^agt\  =  -  \gt-\-a+>Ja'-^  2agt\^t.   [26] 


200  DES  ÉQUATIONS  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ. 

Pour  séparer  les  deux  radicaux  qui  se  trouvent  dans  le  premier 
membre,  j'effectue  la  multiplication  indiquée  sous  le  premier  ra- 
dical, puis  je  pose  A=2a^ï+ 2a',  \/B  =  2a\/¥+2âgt,  d'où  je  tire 
v/A'— B  =  v/4ay  ï^+  Sa^gt  +  ka'—ka'—  Sa^gt  =  2agt. 

La  formule  [24]  est  donc  applicable  ici,  et  en  y  remplaçant  A  et 
B  par  leurs  valeurs,  il  viendra 


\/^a{gt-\-a-{-\/a'-{-2agt\=\/2agt-\-a^']-a, 

et  il  est  alors  facile  de  voir  que  l'égalité  [26]  se  réduit  à  une 
identité. 

262.  Problème  V.  Étant  donnés  la  somme  a.^  des  carrés  de  deux 
nombres  et  leur  produit  b^  trouver  chacun  d'eux. 

Soient  a;  et  ^  ces  deux  nombres,  les  équations  du  problème 
seront 

xy  =  b-. 

On  tire  de  la  deuxième 

b^ 

y=x^ 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  la  première,  il  viendra 

d'où  x=±s^^M^^^. 

a'*      /a^        \ 
On  voit  ici  que  la  quantité  A^—B  =  -  —  (— — -èM  =  6*  est  un 

carré  parfait  ;  donc  on  pourra  appliquer  les  formules  du  nu- 
méro précédent,  et  en  le  faisant  on  trouvera 

x  =  ±:i\\/a'-\-2b^±:s/a^—2b']. 

Comme  les  équations  proposées  sont  symétriques  en  x  et  en  y, 
on  en  conclut  immédiatement 

y  =±:lj  \  s/a:'  +  2b'zti/a'—2b'\. 
D'où  il  semble  résulter  seize  couples  de  valeurs  dex  eidey. 
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Mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  car  le  produit  xy  devant  être  égal  à 
+  b\  il  faut  que  le  radical  \^a^  —  26'  ait  des  signes  contraires 
dans  les  valeurs  de  rr  et  de  y,  et  que  les  signes  qui  précèdent 
les  accolades  soient  les  mêmes  ;  ainsi 


les  signes  Se  correspondant  dans  ces  deux  formules,  c'est-à-dire  que 
l'on  doit  prendre  à  la  fois  dans  toutes  deux  les  signes  supé- 
rieurs ou  les  signes  inférieurs.  Si,  pour  abréger,  on  représente 
le  premier  radical  par  2a  et  le  second  par  2,3,  on  formera  donc 
les  quatre  couples 

x  =  a  +  %  y=zci  —  ^; 

■a?  =  — (a  +  3),       7/=_(a  — S); 

a^=--(a-?),    i/=-(«+W; 

de  sorte  qu'il  n'y  a  réellement  que  les  deux  couples  ditférents 

a+B      et  a  — 8, 

-(a  +  p)     et      -(a-p), 

qui  satisfassent  à  la  question.  Ainsi  les  solutions  du  problème 
seront  données  par  les  deux  formules 


x  =  zt:i\>/a'-\-2b''-{-y/a^—ib'\y 


y  =  ±^^\^'a'-\-  2b'  —  y/a^  —  2b' l y 

On  peut  obtenir  encore  les  solutions  des  équations  proposées 
d'une  manière  beaucoup  plus  simple.  Pour  cela,  ajoutons  le 
double  de  la  deuxième  équation  avec  la  première  :  il  ^iendra  , 


(x+y)'=a^  +  2b'    d'où   x-\-y=di\/a'+2b'-. 


Ainsi  on  connaît  la  somme  ztiv/a^4-26-etleproduit6'desdeux 
nombres  demandés  ;  donc  (248)  ces  nombres  sont  les  racines 
de  la  double  équation 


:^a'-j-2b^z+b'=:0, 
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de  laquelle  on  tire 


^  = 2 • 

Or  le  signe  +  du  premier  radical  appartient  aux  deux  racines 
de  la  première  équation,  et  le  signe  —  de  ce  radical  appartient 
à  celles  de  la  seconde  ;  de  sorte  qu'il  y  a  deux  couples  de  nom- 
bres qui  satisfont  à  la  question,  savoir  : 


_  cl  _, 


et  2  ^^  2  • 

La  solution  du  problème  sera  donc  donnée  par  les  deux  for- 
mules suivantes  : 

y=±i-(v^a^+2&^~v/a''— 2fe2), 

dans  lesquelles  les  signes  se  correspondent. 

On  voit  que,  dans  cette  deuxième  méthode,  nous  avons  évité 
la  résolution  d'une  équation  du  quatrième  degré,  et  c'est  ce 
que  l'on  pourra  faire  souvent  par  des  artifices  de  calcul  que 
suggérera  l'habitude.  Le  problème  suivant  en  offre  un  exemple. 

265.  Problème  YL  En  ajoutant  m  fois  la  somme  de  deux 
nombres  à  la  somme  de  leurs  carrés,  on  obtient  le  carré  de  ce 
nombre  m,  et  on  retrouve  encore  ce  même  carré  en  ajoutant  le 
produit  de  ces  deux  nombres  à  la  somme  de  leurs  carrés  :  quels 
sont  ces  nombres  P 

En  appelant  x  ei  y  les  deux  nombres  demandés,  on  trou- 
vera pour  équations  du  problème 

m(x  ~{-  ij)  -\-  x^'  -{-  y^  =:  m^, 
xy  -\- x^ -\- y^  =  m\ 
On  en  tire,  conformément  à  la  méthode  dun°  2^7, 

m{x+y)  =  xy, 
et  il  faudrait  actuellement  éliminer  l'une  des  deux  inconnues 
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entre  cette  équation  et  l'une  des  proposées  ;  mais  on  reconnaît 
facilement  que  l'équation  finale  serait  une  équation  complète 
du  quatrième  degré,  de  sorte  que  le  problème  proposé  semble 
ne  pas  être  possible,  au  point  où  nous  en  sommes  de  l'algèbre. 
Or  je  remarque  que  si  l'on  connaissait  la  somme  des  deux 
nombres  demandés,  il  serait  facile  de  déduire  leur  produit  de 
l'équation 

et  par  suite  de  les  obtenir  eux-mêmes  (248).  Si  du  double  de 
la  seconde  équation  on  retranche  la  première,  on  trouvera 

ix+y)^—m(x  +  y)-'m*=0, 

d'où  l'on  tire 

m{lzhs/b) 

^+y= — 2 — "' 

par  conséquent 

7n<l±s/5) 
^^=  2         • 

Les  nombres  demandés  sont  donc  les  racines  de  l'équation 

m(ld=v/5)  mKl±v/5)_ 

z z-t  2  -■^' 

dans  laquelle  les  signes  se  correspondent.  En  résolvant  cette 
équation,  on  trouvera  que  les  valeurs  relatives  aux  signes  su- 
périeurs sont  imaginaires,  et  que  celles  qui  se  rapportent  aux 
signes  inférieurs  sont  réelles,  de  sorte  que  le  problème  admet 
une  seule  solution  réelle, 

$  m.  ANALYSE  INDÉTERMINÉE  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ. 

264.  Une  équation  du  deuxième  degré  à  deux  inconnues  don- 
nant en  général  la  valeur  de  Tune  de  ces  inconnues  en  fonction 
irrationnelle  de  l'autre,  on  voit  que,  pour  obtenir  les  solutions 
entières  de  cette  équation,  il  faudra  trouver  pour  l'une  des 
inconnues  des  valeurs  commensurables  et  entières  auxquelles 
correspondent  de  pareilles  valeurs  pour  l'autre,  de  sorte  que  la 
question  à  résoudre  pourra  devenir  très-difficile.  C'est  ce  qui  a 
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lieu  en  effet;  aussi,  pour  ne  pas  sortir  des  éléments,  nous  nous 
bornerons  à  examiner  quelques-uns  des  cas  les  plus  simples  qui 
puissent  se  présenter,  et  en  particulier  celui  où  l'équation  pro- 
posée sera  privée  du  carré  de  l'une  des  deux  inconnues. 
2Go,  Considérons  donc  d'abord  l'équation 

bxy  +  cx^  +  dy-\-ex  +  f=0,  [27] 

dans  laquelle  b,  c,  d,  e,  f  représentent  des  nombres  entiers  et 
de  plus  tous  premiers  entre  eux.  On  en  tire,  en  la  résolvant  par 
rapport  à  y, 

cx"^  4-ex-\-f 
^  bx-^d 

Soit  m  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  le  numérateur  de 
celte  expression  de  y,  pour  pouvoir  effectuer,  en  termes  entiers, 
la  division  de  ce  numérateur  par  le  dénominateur;  désignons 
par  nx-{-p  le  quotient  de  cette  division,  et  par  q  le  reste  indé- 
pendant de  Xy  nous  aurons 

—  '^W  =  nx  +P+  ^^qj^.  [28] 

Il  pourra  se  présenter  deux  cas,  selon  que  q  sera  nul  ou  qu'il 
ne  le  sera  pas.  Examinons  d'abord  ce  second  cas. 

1°  q  n'étant  pas  nul,  pour  que  l'équation  [28]  détermine  des 
valeurs  entières  pour  y,  il  foMt  que  les  valeurs  entières  que  l'on 
donnera  à  a;  rendent  la  quantité  ^a^  +  rfun  diviseur  exact  de  q. 
En  conséquence,  on  calculera  tous  les  diviseurs  de  q,  et  on  éga- 
lera bx-\-d  à  chacun  de  ces  diviseurs,  affecté  tour  à  tour  du 
signe  +  et  du  signe  — ,  et  les  valeurs  entières  de  x  tirées  de 
ces  différentes  équations  seront  les  seules  qui  pourront  faire 
partie  des  solutions  que  l'on  cherche.  On  substituera  donc  ces 
valeurs  successivement  dans  l'équation  [28],  et,  à  celles  de  ces 
valeurs  qui  rendront  le  second  membre  un  multiple  de  m,  et  à 
celles-là  seulement,  correspondront  des  valeurs  entières  de  y. 
On  obtiendra  donc  ainsi  toutes  les  solutions  entières  de  l'équa- 
tion proposée,  lesquelles  seront  nécessairement  en  nombre 
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limité.  Il  pourra  même  se  faire  que  l'équation  [27]  n'admette 
point  de  pareilles  solutions. 

2°  Si  q  —  0,  [cx'+ex-^t/m  est  alors  égal  à  {hx-\-  d)[nx+p)y 
et  par  conséquent  l'équation  [27]  revient  à 

— my{bx-\-d)=^ibx-{-d){nx-{-p), 
ou  à 

(bx  +  d)  (  m  y  -\-  nx  -\-p)  =  0 . 

On  satisfera  à  cette  équation  en  égalant  à  zéro  chacun  des  fac- 
teurs dont  son  premier  membre  est  le  produit,  ce  qui  donnera 

bx-j-d=0, 
my-\-nx-{-p  =  0. 

Si  d  est  un  multiple  de  b,  on  pourra  accoupler  avec  x^=—  -r 

toutes  les  valeurs  entières  possibles  pour  y,  et  on  aura  ainsi 
une  infinité  de  solutions  entières  de  l'équation  [27].  Si  m 
et  n  sont  des  nombres  premiers  entre  eux,  on  en  aura  en- 
core une  infinité  en  résolvant  l'équation  du  premier  de- 
gré my -\-nx-\-p  =  0  {207). 
266.  Exemple  I.  Qxy—Sx''+by—iiX  +  ^l  =  0.  On  en  tire 

_Sx'-  +  kx—3l 
^^~        6x-j-b       ' 

En  effectuant  la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur, 
on  trouvera  pour  quotient  x-{- 1  et  pour  reste — 129,  chaque 
dividende  partiel  ayant  été  mulliphé  par  2;  mais  en  multipliant 
le  dividende  par  un  certain  nombre,  on  multiplie  le  quotient  et 
le  reste  par  ce  nombre  ;  si  donc  on  avait  multiplié  le  dividende 
par  4,1e  deuxième  terme  du  quotient  et  le  reste  n'auraient  pas 
changé,  mais  le  premier  terme  aurait  été  multiplié  par  2;  ainsi 

Les  diviseurs  positifs  de  129  sont  1,  3,  43  et  129.  On  posera 
donc 

6^+5=±:l,  6a;+5=±3,  6^  +  5=rii:43,  6a?+5  =  ±:129. 
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On  en  tire  les  valeurs  entières  suivantes 

x=—l,        x~ — 8. 
En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  ky,  on  trouvera 

4i/=~-    2  +  1  +  129=1:128,       d'où    ^=32; 

4y=— 16  +  1+     3=— 12,    d'où    y=-"3. 

Ainsi  l'équation  proposée  a  deux  solutions  entières,  savoir  : 
0?  =  — n      x=.—%\ 
7/=32    ]'    y=-^V 
Exemple  II.   Soit  l'équation  2rp|/— 6a;^—4y+ a; +22  =0. 
On  en  tire 

6a;^— 0?— 22 


2^--4 

Pour  faire  la  division  indiquée,  on  commencera  par  diviser  le 
diviseur  par  2,  et  on  trouvera  6rr+ 11  pour  quotient  exact,  de 
sorte  que 

6a?2--a;— 22=(a;--2)(6a;+ll}; 

donc  l'équation  proposée  revient  à 

(a;— 2)  {2|/— 607— 11}=:0, 

équation  qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

07—2  =  0  et  2y  — 607- 11  =  0. 

La  deuxième  n'a  pas  de  solution  entière  (205),  et  la  première 
fournit  une  infinité  de  solutions  formées  de  la  combinaison  de 
o;=2  avectoutes  les  valeurs  entières  que  l'on  voudra  donner  à?/. 
267.  La  méthode  que  nous  venons  de  développer  devien- 
dra impraticable  si  6  =  0,  c'est-à-dire  si  le  produit  o?^  n'entre 
pas  dans  l'équation  [27]  ;  dans  ce  cas  on  résoudra  encore  cette 
équation  par  rapport  à  y,  ce  qui  donnera 

cx^'-\-ex-\-f 

y=-     d    ■ 

Cela  posé,  je  dis  que  sio;  =  a  est  un  nombre  entier  qui,  substi- 
tué dans  cette  équation,  donne  une  valeur  entière  pour  y,  tous 
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les  nombres  compris  dans  la  formule  x=oi-\-dt,  t  désignant 
un  nombre  entier  quelconque,  fourniront  des  solutions  entières 
de  l'équation  proposée 

cx-+dij+€X  +  f=0,  [29] 

En  substituant  en  effet  a+dt  m  lieu  de  x,  dans  l'expression 
de  1/,  il  viendra 

y—"  d 

Mais,  par  hypothèse,  ca.^-{-eoL-{-fest  un  multiple  ded;  donc,  en 
désignant  par  q  le  quotient  de  la  division  de  ca'+ea+Z'  par  rf, 

on  aura 

y  —  -^q^l2coL-\-e)t—cdt\    .- 

Ainsi,  pour  toute  valeur  entière  donnée  à  f,  on  aura  de  pa- 
reilles valeurs  pour  y. 

Il  suit  de  là  que,  si  l'équation  [29]  est  soluhle  en  nombres 
entiers,  il  y  aura  au  moins  une  valeur  de  x  qui  sera  plus  petite 
que  d.  Désignons  en  effet  par  a  une  valeur  entière  de  x  plus 
grande  que  d  et  a.  laquelle  correspond  une  valeur  entière  de  y; 
la  quantité  a-j-  t/î  jouira  de  la  même  propriété,  ainsi  que  nous 
venons  de  le  voir  ;  mais  t  étant  une  indéterminée,  on  pourra 
toujours  lui  assigner  une  valeur  positive  ou  négative,  telle  que 
l'on  SiiioL-{-dt<Cd,  de  sorte  qu'en  appelant  6  cette  valeur  de  t, 
a-\-d^  sera  une  valeur  de  x  moindre  que  d  et  qui  fera  partie 
d'un  couple  satisfaisant  à  l'équation  [29]. 

On  voit  par  là  que,  pour  déterminer  toutes  les  solutions  en- 
tières de  celte  équation,  il  faudra  essayer  tous  les  nombres 
0,  1,  2,  3,....(rf  —  i;,  et,  si  on  trouve  qu'à  quelques-uns  de 
ces  nombres  «,  a,  a",...  correspondent  des  valeurs  entières 
p,  p',  fi",...  de  y,  on  obtiendra  toutes  les  solutions  de  l'équa- 
tion proposée,  en  posant 

X=OL  +  dt  ]         X=:L'+dî  .         )  gj^ 

y=p— (2ca+e)  t  —  crJf}'    y  =  i^'—{2coi'+e)t^cdt^j* 
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268.  Exemple.  Soit  l'équalion  3a^--f  57/  — 7^— 16  =  0,  on 
en  tirera 

y= — 5 — ' 

puis,  on  substituera  dans  celte  équation  les  nombres  succes- 
sits  0,  1,  2,  3  et  4  au  lieu  de  x,  et  on  verra  ainsi  qu'à  3?=  1  et 
3L  x  —  3  répondent  y  =  keiy=2;  en  conséquence,  on  y  sub- 
stituera de  nouveau  1  +  5î  et  3  +  5ï  à  la  place  de  x,  et  on  trou- 
vera que  les  formules  générales  qui  renferment  toutes  les  solu- 
tions de  l'équation  proposée  sont 

X  =  l-\-ht  )      x  =  3-\-bt  I 

$  IV.  DES  MAXIMUxMS  ET  DES  MINIMUMS. 

269.  Si  Von  a  une  certaine  fonction  d'une  variable  x  et  que 
l'on  y  remplace  cette  variable  par  une  valeur  a,  telle  que  la  va^ 
leur  A  que  prendra  ainsi  la  fonction  soit  plus  grande  ou  plus  pe- 
tite que  celles  qu'elle  reçoit  pour  des  valeurs  supérieures  et  inférieu- 
res d'aussi  peu  que  Von  voudra  à  a,  on  dit  que  A  est  une  valeur 
MAXIMUM  ou  MINIMUM  de  la  fonction  proposée. 

La  théorie  des  équations   du  deuxième  degré  fournit  le 
moyen  de  trouver  les  valeurs  de  x  qui  rendent  la  fonction 
ax"-  '\-bx-\-c 
a'x^-\-b'x-\-c^ 

un  maximum  ou  un  minimum. 

En  effet,  si  l'on  donne  à  x  une  certaine  valeur,  la  fonction 
prendra  une  valeur  correspondante  y,  et  réciproquement  étant 
donnée  cette  valeur  y  de  la  fonction,  on  retrouvera  la  valeur 
correspondante  de  x  en  résolvant  l'équation 

ax'+bx+c_ 

a'x^^b'x-\-d~'y'  ^^^^ 

Or  on  comprend  que  les  valeurs  de  x  tirées  de  cette  équation 
devant  être  réelles,  les  valeurs  que  peut  recevoir  y  seront  assu- 
jetties à  être  renfermées  entre  certaines  limites,  et  ces  limites 
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seront  les  valeurs  maximum  et  minimum  que  peut  prendre  la 
fonction  proposée. 

Chassons  donc  le  dénominateur  dans  l'équation  [30] ,  trans- 
posons et  ordonnons,  et  il  viendra 

(a—  a'ij)x'  +  (6  —  h'y)x  -\-c  —  c'y=0.         [31] 

Or ,  pour  que  les  racines  de  cette  équation  soient  réelles ,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  valeurs  de  y  soient  telles  que  l'on  ait 

{h  -  h'yf  —  k{a  —  a'y)  {c  —  c'y)  >  0, 

le  signe  ^  n'excluant  pas  celui  d'égalité,  ou  bien 

ny^  +^y  +  q>0  [32] 

en  développant  et  posant,  pour  abréger, 

h'-  —  ka'c'  =  n,    2ca'  +  2ac'  —  hh'  =  p,    b^  —  kac  =  q. 

Trois  cas  principaux  peuvent  se  présenter,  suivant  que  n  est 
positif,  nul  ou  négatif. 

Dans  le  premier  et  dans  le  troisième  cas  ,  les  racines  de  l'é- 
quation 

ny^  +  2py  +  q  =  0  [33] 

peuvent  être  réelles  et  inégales,  réelles  et  égales,  ou  imaginaires. 
Si  elles  sont  réelles  et  inégales ,  il  pourra  se  faire  qu'elles  soient 
toutes  deux  positives,  toutes  deux  négatives,  ou  que  l'une  soit 
positive  et  l'autre  négative. 

Dans  le  deuxième  cas,  où  n  =  0,  les  signes  des  coefficients p 
et  q  donneront  lieu  aux  quatre  combinaisons  suivantes  : 

P>0\  .    p>0],    p<0],    p<0  \ 
q>0\'     q<0j'     q>Or     q  <0  }' 

Nous  allons  passer  en  revue  ces  différents  cas. 

270.  V^  Cas,  n>  0.  P  y'  et  if  ,  racines  de  l'équation  [33]  , 
sont  réelles  et  positives,  et  je  suppose  y'  <<  y\ 

La  condition  exprimée  par  l'inégalité  [32]  revient  (244;  à 

n(:y  —  y')  (y  —  yl>0. 

Cela  posé,  il  est  évident  que,  pour  toute  valeur  positive  de  y 
c.  14 
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moindre  que  y'*,  les  facteurs  y  —  1/  et  y  —  y"  sont  négatifs,  donc 
le  trinôme  ny'^  +  2py  +  g  —  n  (y— y')  {y— y")  est  positif;  donc, 
en  donnant  des  valeurs  convenables  à  x,  y  recevra  toutes 
les  valeurs  moindres  que  y' ,  et  on  pourra  même  rendre  y 
égal  à  y',  puisque  ce  trinôme  se  réduira  alors  à  zéro,  et  que 
nous  avons  dit  que ,  dans  la  condition  [32] ,  le  signe  >  n'ex- 
cluait pas  le  signe  =. 

Mais,  pour  toute  valeur  de  y  comprise  entre  y'  e[y'\  on  aura 
y — ?y'>>0  et  y — y'^<CO,  de  sorte  que  le  trinôme  mf-{-2py  -|-  ^ 
étant  le  produit  de  deux  facteurs  positifs  par  un  facteur  négatif 
sera  négatif,  et  l'inégalité  [32]  ne  sera  pas  satisfaite. 

Enfin,  pour  toute  valeur  de  y  plus  grande  que  y'\  les  fac- 
teurs y  —  y  ei  y'  —  7/  seront  positifs,  et  par  conséquent  le  tri- 
nome  mf  +  2py  +  q  sera  positif;  d'ailleurs  il  s'évanouit  pour 
y  =  y'\  et  ainsi  la  condition  [32]  est  vérifiée. 

En  résumé,    on  voit    que   y,   c'est-à-dire   la   fonction 

■ ,  o  ,  7  f        ,  peut  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles  depuis 

zéro  jusqu'à  y'  ;  toutes  les  valeurs  depuis  y"  jusqu'à  l'infini  ; 
mais  qu'elle  ne  peut  prendre  aucune  des  valeurs  comprises 
entre  y'  et  y'\  Donc  les  valeurs  minimqms  de  la  fonction  sont 
zéro  et  f\  et  ses  valeurs  maximums  sont  f  et  l'infini. 
2^  y  et  y"  sont  négatives.  L'inégalité  [32]  devient  alors 

ny^  +  2py  +  q  =  n  (y  +  y')  {y  +  y")  >  0, 

en  mettant  en  évidence  les  signes  des  racines  de  l'équation  [33]. 
Or  il  est  évident  que,  quelque  valeur  positive  que  l'on  assigne 
à  y,  cette  condition  sera  toujours  remplie,  et  qu'ainsi  on  peut 
donner  à  cette  variable  toutes  les  valeurs  depuis  zéro  jusqu'à 
4-  00 .  Donc  0  cî  -j-  00  sont  les  valeurs  minimum  et  maximum 
de  Y. 


*  Nous  supposons  qu'on  cherche  les  limites  des  valeurs  positives  de  la  fonc- 
tion proposée;  mais  si  l'on  demandait  les  limites  de  ses  valeurs  négatives,  il  n'y 
aurait  qu'à  changer  y  en  —y  dans  nos  calculs. 
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3°  Suppposons  ^'<0  et  if>0,  et,  mettant  en  évidence  le 
signe  de  i/,  l'inégalité  [32]  deviendra 

mf  +  2pij  +q=n  (y  +  i/)  (y  -  y")  >  0  ; 
d'où  l'on  voit  que,  pour  toute  valeur  positive  de  y  moindre 
que  y\  cette  inégalité  n'aura  pas  lieu,  caries  facteurs  n  et  y  +  y' 
seront  positifs  et  y  —  y"  sera  négatif;  mais  si  l'on  donne  à  y  la 
valeur  if  el  toutes  les  valeurs  plus  grandes  que  y" ,  la  condi- 
tion [32]  sera  toujours  vérifiée  ;  donc  y  peut  recevoir  toutes  les 
valeurs  à  partir  de  y";  donc  le  minimum  de  la  fonction  proposée 
est  y'',  et  son  maxirnum  est  Vinftni. 

4»  Supposons  quey"=y'  ;  le  trinôme  nif-\-2pij-{-qde\\endr3i 
alors  égal  hn{y^y'f,  de  sorte  que  l'inégalité  [32]  deviendra  à 

n^y  —  y'f>0, 
laquelle  sera  toujours  satisfaite,  quelque  valeur  que  l'on  assigne 
à  y.  Donc  le  minimum  de  cette  fonction  est  zéro,  et  son  maxi- 
mum est-\-  ce . 

5°  Si  les  racines  de  l'équation  [33]  sont  imaginaires  ,  le  pre- 
mier membre  de  celte  équation  sera  la  somme  de  deux  quan- 
tités de  même  signe  que  n,  c'est-à-dire  positives  (258), 

donc  y  pourra  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles;  donc  elle  a 
zéro  pour  minimum  et  -\-  <x>  pour  maximum, 

271.  2«  Cas,  n  =  0.  1°  Supposons  jp  >0  et  g  >  0.  Ze  mini- 
mum  de  la  fonction  sera  zéro,  et  son  maximum  sera-\-  <x> . 

2°p  >  0,  ç  <  0.  L'inégalité  [32]  revient  à 

en  mettant  en  évidence  le  signe  de  q.  D'où  l'on  conclura  que 

la  fonction  a  —  pour  minimum,  et  +  oo  pour  maximum. 

3°  p  <  0,  5  >  0.  On  verra  de  même  que,  l'inégalité  [32]  re- 
venant à 


^  (-^  +  ^)>°' 
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le  minimum  de  la  fonction  est  zéro,  et  que  son  maximum  est 

4**  p  <  0  ,  ^  <  0.  L'inégalité  [32]  ne  peut  évidemment  être 
vérifiée  par  aucune  valeur  positive  de  y  ;  par  conséquent  la 
fonction  proposée  ne  pourra  prendre  aucune  valeur  positive , 
quelque  valeur  que  l'on  assigne  à  x  ;  donc  elle  n'a  ni  minimum 
ni  maximum, 

272  3«  Cas,  n  <C  0.  1"  Supposons  que  y'  et  y'\  racines  de 
l'équation  [33],  soient  réelles  et  positives,  et  que  y'  soit  plus 
petite  que  y" .  L'inégalité  [32]  revenant  à 

niy  —  y')(y'-y")>0, 
on  voit  que  l'on  ne  peut  pas  donner  à  y  des  valeurs  moindres 
que  y'  ou  plus  grandes  que  y"  ;  car,  pour  de  pareilles  valeurs , 
son  premier  membre  serale  produit  de  trois  facteurs  négatifs  ou 
d'un  facteur  négatif  par  deux  facteurs  positifs ,  et  ainsi  il  sera 
négatif.  Au  contraire,  on  pourra  assigner  à  y  toutes  les  valeurs 
depuis  y  =  i/' jusqu'à  y  ■=  y"  ;  en  effet,  lorsque  l'on  fera  y —  y' 
ou  y  =  y\  le  premier  membre  de  notre  inégalité  se  réduira  à 
zéro,  et,  pour  toutes  les  valeurs  intermédiaires,  il  sera  positif; 
car  le  facteur  y  —  y'^  sera  négatif,  ainsi  que  n,  mais  y  —  y'  sera 
positif.  La  fonction  y  a  donc  un  minimum  qui  est  y'  et  un  maxi- 
mum qui  est  f\ 

2°  Soient  y^  <<  G  et  i/  <<  0.  On  aura,  en  mettant  en  évidence 
les  signes  de  y'  et  de  y", 

mf  +  ^2jy  +  g  =  n  (y  +  y')  {y  +  y"), 
quantité  qui  restera  négative,  quelque  valeur  que  l'on  assigne 
à  y.  Donc  cette  fonction  ne  peut  devenir  positive  pour  aucune 
valeur  de  Xj  et  par  conséquent  elle  n'admet  ni  minimum  ni 
maximum. 

3"^  Soient  y'  <  G  et  /  >  0.  On  a  alors 

ny'  +  '^py  +  q  =  n{y  +  y')  {y  —  y'  ; 
d'où  l'on  voit  que  la  condition  exprimée  par  l'inégalité  [32]  ne 
sera  remplie  qu'autant  que  l'on  n'assignera  pas  à  y  des  valeurs 


DES  ÉQUATIONS  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ.       213 

plus  grandes  que  i/;  ainsi  la  fonction  proposée  pourra  prendre 
toutes  les  valeurs  depuis  zéro  jusqu'à  y",  donc  elle  a  zéro  pour 
minimum  et  y'^  pour  maximum. 
4*»  y"  =  y''  Alors 

mf  +  2py  +q  =  n[y  —  y')\ 

de  sorte  que,  pour  toute  valeur  positive  de  y  autre  que  y' y  l'iné- 
galité [32]  ne  pourra  pas  être  satisfaite.  La  fonction  n'admet  donc 
pas  d'autre  valeur  positive  que  y\  et  ainsi  elle  na  ni  minimum 
ni  maximum. 

5°  Supposons  enfin  que  les  racines  de  l'équation  [33]  soient 
imaginaires  :  le  trinôme  ny*-{-2py  +  q  conservant  alors  con- 
stamment le  signe  de  n  (259),  sera  par  conséquent  toujours 
négatif,  et  ainsi  la  fonction  proposée  ne  pourra  prendre  aucune 
valeur  positive,  et  n'aura  ainsi  ni  minimum  ni  maximum, 

275.  Pour  déterminer  les  valeurs  de  x  qui  font  acquérir  à  la 
fonction  proposée  les  valeurs-limites  que  la  discussion  précé- 
dente aura  fait  découvrir,  il  faudra  substiluer  ces  limites  dans 
l'équation  [31],  et  on  résoudra  ensuite  l'équation  résultante. 

Mais  si  l'on  remarque  que  ces  valeurs  minimum  ou  maximum 
autres  que  zéro  et  V infini,  étant  les  racines  \'  et  y"  de  V équa- 
tion [33],  leur  substitution  dans  V équation  [31]  rendra  égales  les 
racines  de  cette  équation,  de  sorle  que  chacune  d'elles  sera  la 
moitié  de  leur  somme;  on  voit  que,  pour  obtenir  ces  racines, 
il  n'y  aura  qu'à  dégager  x^  de  son  coefficient  a  —  a'y,  ce  qui 
donnera 

a  —  a  y      'a  —  a  y 

et  à  remplacer  dans  —^,  ~"    ,^, ,  moitié  du  coefficient  de  x 
2{a-^a'yy 

pris  en  signe  contraire,  y  par  y'  ou  par  y\  En  effet,  lorsque 
l'équation  du   deuxième    degré   est    ramenée    à   la  forme 
x^-^px-\-q=0,  la  somme  de  ses  racines  est  égale  au  coeffi- 
cient de  X,  pris  en  signe  contraire  (24o). 
Si  1/  a  l'infini  pour  maximum,  avant  de  faire  cette  hypothèse 
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dans  l'équation  [31],  on  divisera  tons  les  termes  de  cette  équa- 
tion par  y,  puis  on  supposera,  dans  l'équation  résultante,  que  y 
croisse  au  delà  de  toute  limite,  ce  qui  fera  évanouir  tous  les 
termes  qui  auront  y  pour  dénominateur.  Or  ceci  reviendra  à 
égaler  à  zéro  le  dénominateur  a'x^-^b'x-\-c'  de  la  fonction 
proposée. 

On  pourra  encore,  dans  tous  les  cas,  remplacer  y  par  sa  va- 
leur dans  la  formule  qui  donne  l'expression  des  racines  de  l'é- 
quation [31],  et  lorsqu'on  devra  y  faire  y=^  ,  on  agira  comme 
nous  l'avons  indiqué  au  n°  14Î). 

274.  Problème  I.  Partager  un  nombre  donné  a  en  deux  par- 
tics  dont  le  produit  soit  maximum. 

Soit  X  l'une  des  parties  demandées,  a — x  sera  l'autre,  et  leur 
produit  aura  pour  expression  x(a  —  x);  si  donc  on  représente 
par  y  la  valeur  variable  de  cette  fonction,  on  aura 

œ{a  —  x)  =  yy    d'où    x^  —  ax-{-y  =  0,  [34] 

Pour  que  les  racines  de  cette  équation  soient  réelles,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'on  ait 

^2— 41/^0,    d'où    y'^^' 

Donc  la  plus  grande  valeur  que  l'on  puisse  assigner  à  y  est  — . 
Les  racines  de  l'équation  [34]  devenant  égales  pour  cette  valeur 
de  y,  chacune  d'elles  sera  égale  à  -  (275).  Ainsi ,  piour  partager 

A 

un  nombre  donné  en  deux  parties  dont  le  produit  soitmaximumy 
il  faut  le  diviser  en  deux  parties  égales ,  et  la  valeur  maximum 
du  produit  sera  le  carré  de  la  moitié  du  nombre  donné.   ''^' 

27o.  Il  suit  de  là  que,  pour  partager  un  nombre  donné  en  m 
2oarties  dont  le  produit  soit  maximum,  il  faut  le  diviser  en  m 
parties  égales.  En  effet,  soient  a  le  nombre  dont  il  s'agit, 
et  Xi,  X2y  X3,...Xm  les  m  parties  dans  lesquelles  on  l'a  dé- 
composé Cl  dont  le  produit  est  maximum;  je  dis  qu'on  aura 
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x^z=Xi=Xi  =  ...  =  Xm\  car  si  x^  n'est  pas  égal  à  iCa ,  on  pourra 
substituer  à  cette  décomposition  la  suivante  : 

et  le  produit  de  ces  m  parties  de  a  sera  plus  grand  que 
XuX,.Xz...Xm,  puisque  la  somme  des  deux  facteurs  égaux  — - — 

et  îllL£!  étant  la  même  que  celle  de  x^  et  de  x.,  le  pro- 

duit  (^^i-^)  >:ci.^2.  Donc  les  m  parties  de  a  sont  égales. 

276.  Problème  II.  Décomposer  le  nombre  a  en  deux  facteurs 
dont  la  somme  soit  minimum. 
Soit  X  l'un  des  facteurs  demandés,  l'autre  sera  représenté 

par  -,  de  sorte  que  l'équation  du  problème  sera 

X 

x  +  -  =  y,    d'où    x"- —  ijx-\-a=:0. 

X 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation  est 

y-—ka^O,     d'où    y_2\/â; 
donc  le  minimum  de  y  est  2 y/a,  et  la  valeur  correspondante 
de  X  ser^^  =  \/a.  Ainsi,  pour  décomposer  un  nombre  donné  en 

deux  facteurs  dont  la  somme  soit  minimum,  il  faut  le  décompo- 
ser en  deux  facteurs  égaux,  c'est-à-dire  extraire  sa  racine  car- 
rée, et  cette  somme  minimum  sera  égale  au  double  de  cette  ra- 
cine carrée. 

On  démontrera,  comme  au  n*»  27o ,  que,  jjour  décomposer 
un  nombre  donné  en  m  facteurs  dont  la  somme  soit  minimum , 
il  faut  le  décomposer  en  m  facteurs  égaux.  -'^  '»'■  - 

277.  Problème  III.  De  tous  les  triangles  rectangles  qui  ont 
la  même  hypoténuse  a ,  quel  est  celui  qui  a  le  plus  grand  ou  le 
plus  petit  périmètre? 


J 


216  DES  ÉQUATIONS  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ. 

Soit  X  un  des  côtés  de  l'angle  droit,  l'autre  sera  \Jo?  —  a;%  et, 
en  désignant  par  y  la  somme  de  ces  deux  côtés,  on  aura 


X  -f-  \Jo?  —  x^-=z  y , 
d'où,  en  faisant  évanouir  le  radical  et  transposant, 

2x^  _  2^/07  +  [y""  —  a^)  =  0.  [35] 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation  est 

2(22  —  7/^^0,     d'où    y'^asj^. 

Ainsi  le  maximum  de  y  est  ay/S  :  donc,  de  tous  les  triangles 
rectangles  qui  ont  la  ligne  a  pour  hypoténuse ,  celui  qui  a  le 
plus  grand  périmètre  est  isocèle,  et  ce  périmètre  est  égal  à  cette 
hypoténuse  augmentée  de  la  diagonale  du  carré  dont  elle  est 
un  des  côtés. 

Si  l'on  observe  que  x  ne  représentant  pas  un  des  côtés  de 
l'angle  droit  plutôt  que  l'autre,  l'équation  [35]  doit  avoir  pour 
racines  les  longueurs  de  ces  deux  côtés,  on  en  conclura  que  ces 
deux  racines  doivent  être  positives,  et  qu'en  conséquence  son 
premier  membre  doit  présenter  deux  variations  (25o)  ;  donc  il 
faut  que 

if  —  a^>0,     d'où    i/>a. 

Le  minimum  de  y  est  donc  a,  et  alors  l'une  des  racines  de 
l'équation  [35]  étant  nulle ,  on  voit  que  ce  triangle  se  réduit  à 
son  hypoténuse ,  ainsi  qu'on  pouvait  le  prévoir. 

§  V.  DES  EXPRESSIONS  IMAGINAIRES. 

278.  La  résolution  de  l'équation 

ax^  -\-hx-\-c=^0 
nous  a  conduit  à  des  expressions  de  x  qui  deviennent  imaginaires 
lorsque  6' — 4ac<0.  Ces  expressions  sont  alors,  comme  nous 
l'avons  démontré,  la  conséquence  d'une  absurdité  dans  l'équa- 
tion proposée  (258);  cependant  elles  n'en  vérifient  pas  moins 
cette  équation,  si  on  les  traite  d'après  les  règles  ordinaires  de  l'al^ 
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gèbre ,  et  que  l'on  considère  le  carré  de  la  racine  carrée  d'une 
quantité  négative  comme  étant  cette  quantité  elle-même,  ce  qui 
est  conforme  à  la  définition  de  la  racine  carrée.  En  effet,  en 


—  b±:  V  6'  —  kac 
remplaçant  a;  par ,  le  trinôme  ax^ -\- bec -\- c 


deviendra 

b'-zp2bs^b'- 

—  kac-\-b^- 

—  kac. 

ou ,  en  réduis 

ka 
ant, 

.  |. 

b'- 

bs'b'  —  kac 
2a 

b' 

-'-Ta 

b^dzbs'b'—kac^, 


2a 


b\b'-  —  kac  , 
2^^+'"' 

et  il  est  évident  que  cette  quantité  est  identiquement  nulle. 

279.  Les  racines  imaginaires  des  équations  du  second  degré 
peuvent  se  ramener  à  la  forme 

a  et  j^  désignant  des  quantités  réelies. 

Considérons  en  effet  l'expression  v^ —  A ,  et  désignons  par  a 
la  racine  carrée  absolue  de  la  quantité  positive  A  :  nous  pour- 
rons poser  v' — A^  =  ay,  pourvu  que  le  carré  de  ay  soit  égal  à 
—  A  ;  ainsi  on  aura 

a-y-  =  —  A,     d'où      y-=  —  1, 
puisque  a  étant  la  racine  carrée  de  A,  on  -d  a-  =  k.  On  tire  de 
\hy=^dz\J —  1,  et  par  conséquent,  si  Ton  convient  d'indiquer 
par  ±a\/ — 1  le  produit  de  a  par  dry^—  1,  on  aura 


Cela  posé,  la  formule 


—  bozx^  b-  —  kac 


2a 
revient  à 


2o~  V  4a-      a' 
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en  effectuant  la  division  de  chaque  terme  du  numérateur  parle 

dénominateur  2a.  Si  donc  la  quantité  —-^ est  néc^ative,  et 

que  Ton  représente-——  par  a  et  la  racine  carrée  de  la  quan- 
tilé  positive  (-— ^^j  par  p,  cette  formule  deviendra 

280.  Remarquons  que  quand  6^  —  i±ac=^0,  S  qui  représente 
la  racme carrée  de  ( — ^j  = — 7-^ — ,  devient  zéro,  etqu  en 

même  temps  les  deux  valeurs  de  x  se  réduisent  à  — — -,  c'est-à- 

dire  à  a  :  pour  rendre  la  formule  a?  =:  a  ztp  y/  —  1  applicable  au 
cas  où  H^  —  4ac  =  0,  on  conviendra  que  le  produites/ —  1  de- 
vient nul  lorsque  8  =  0. 

281.  D'après  ce  que  nous  avons  établi  au  n°  278,  lorsque  des 
expressions  imaginaires  de  la  forme  a  ziz  p  \/  —  1  *  entreront 
dans  un  calcul,  sans  leur  attacher  aucune  idée  de  quantité,  ce 

.  qui  serait  absurde,  nous  conviendrons  de  les  soumettre  aux  rè- 
gles mêmes  que  nous  avons  établies  pour  les  quantités  réelles, 

282.  Par  conséquent,  nous  devons  admettre  comme  vrais, 
*pour  des  expressions  imaginaires  de  la  forme  aipy/ — 1^ 
tous  les  théorèmes  que  nous  avons  établis  pour  des  quan- 
tités réelles,  et  dont  les  démonstrations  sont  fondées  uni- 
quement sur  les  règles  du  calcul  de  ces  quantités.  Ainsi  la 
démonstration  que  nous  avons  donnée  de  ce  principe  :  une 
équation  du  deuxième  degré  na  pas  plus  de  deux  racines  (228) , 
s'apphque  au  cas  où  cesracines  sont  des  imaginaires  de  la  forme 
azhpv/  —  1 J  ïî^ais  elle  ne  prouve  pas  qu'une  pareille  équation 
n'a  pas  de  racines  imaginaires  d'une  autre  forme,  parce  que  les 

*  On  entend,  en  général,  par  expression  imaginaire  toute  expression  qui 
n'est  susceptible  d'aucune  valeur  réelle,  soit  positive,  soit  négative.  Ainsi  toute 
racine  de  degré  pair  d'une  quantité  négative  est  imaginaire.  Telles  sont  ^— 2> 
^^,  ^=2,  etc. 
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règles  relatives  au  calcul  de  ces  autres  expressions  imaginaires 
n'étant  pas  établies,  nous  ignorons  siles  théorèmes  sur  lesquels 
nous  nous  sommes  appuyé  dans  cette  démonstration  seraient 
encore  vrais  pour  de  pareilles  expressions. 

285.  Remarquons  toutefois  que,  dans  toute  la  suite  de  cet 
ouvrage,  nous  n'aurons  à  considérer  que  des  expressions  ima- 
ginaires telles  que  a  =iz3  y/  —  i  ;  ainsi,  quand  nous  écrirons  le 
mol  imaginaire,  on  devra  toujours  entendre  qu'il  s'agit  d'une 
expression  de  cette  forme. 

284.  Si  Ton  combine  successivement  par  voie  d'addition,  de 
soustraction ,  de  multi  plication  e  t  de  division  les  deux  expressions 
imaginaires  a  +  Sy/—  1  et  a'+S'y/  —  1,  on  trouvera  que 

(«+ V5ï)+ (=''+ ?V^)=(^+ «0  +  (?  +  pO  v'^; 

(a  +  py/--l  )  -  (a'  +  p'y/--l  )  =  (a  -  ^')  +^  -  f)  y/-  1  ; 
(a+py/_-l)  X  (a'+  ?V— l)=aa'  +  SaV— l+a{i'y/=^— Sp' 

«'+  S'y/- 1     («'+ P'v/-  !)(«'-  PV- 1) 
En  comparant  le  deuxième  membre  de  chacune  de  ceséga- 


*  On  a  indiqué  le  quotient  de  la  division  de  (x  +  ^\J—l  par  a'  -\-  [sV — 1  sous 
la  forme  d'une  fraction,  et  on  a  multiplié  les  deux  termes  de  cette  fraction  par 
a'—fj'yj—l,  afin  que  le  dénominateur,  devenant  le  produit  de  la  somme  des 
deux  quantités  par  leur  différence,  se  réduise  à  la  différence  des  carrés  de  ces 
deux  quantités,  c'est-à-dire  à  une  quantité  réelle. 

Une  transformation  analogue  s'emploie  fréquemment  pour  rendre  rationnel 
le  dénominateur  d'une  fraction,  quand  il  se  compose  d'un  terme  commensura- 
Lle  et  d"un  terme  incommensurable  du  deuxième  degré.  Ainsi,  par  exemple,  si 
l'on  a  les  deux  expressions 

A  ^  A 

?-     ^^      F- 

a+  y/b  a  —  \'b 
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lités  au  premier,  on  reconnaît  que,  lorsque  Von  soumet  des 
expressions  imaginaires  aux  quatre  "premières  opérations  de 
l'algèbre,  le  résultat  est  toujours  une  expression  imaginaire  de  la 
mêr)ie  forme  a  -|-  8  ^ —  l . 

Nous  verrons  plus  tard  qu'il  en  est  encore  ainsi  pour  l'ex- 
traction des  racines  d'un  degré  quelconque;  mais  nous  pou- 
vons le  vérifier  dès  à  présent  pour  la  racine  carrée. 

En  effet,  les  formules  [24]  et  [25]  que  nous  avons  établies  au 
n°  260  étant  vraies,  quelques  valeurs  que  l'on  y  attribue  aux 
lettres  A  et  B,  puisque  l'on  retombe  sur  des  identités  en  éle- 
vant au  carré  les  deux  membres  de  chacune,  nous  pourrons 
y  faire  A==a  et  \/î3— py^ — l,ouB  =  —  p-,  et  on  trouvera 
ainsi  que 


Or    °^  "t"  V  J-  -r?   gg^  ^^j^g  quantité  positive  que  nous  pouvons 


représenter  par  a'-;  mais '^  est  une  quantité  négative 

que  je  désignerai  par  —  p'^;  nous  aurons  donc 

v/adzPv/-^=a'±pVirr,      '. 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

28o.  Si,  dans  ces  mômes  formules  [24]  et  [25]  du  n°  260, 
on  fait  A  =:  0  et  B  =: —  1 ,  d'où  \/A.^ — B=  1 ,  on  en  tirera 

On  déduit  de  ces  formules  ce  résullat  remarquable 


s/+\/-l  +  \/-v/-l=v/2.  [37] 

on  multipliera  les  deux  termes  de  la  première  par  a —  \Jb  et  ceux  de  la  seconde 
par  a  +  \Jb,  ce  qui  donnera 

A      _k{a—\Jb)  _A__A(a+\/ï^) 


a+yjb        ^'— ^  a— s/h        d'  —  b 

Ces  transformations  doivent  être  remarquées  avec  soin. 
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286.  Remarquons  que  les  quatre  premières  puissances  de 

+V  --"l  étant 

(+V/=^1)3=-V/-  1,         (+v'-l>=+l , 

si  Ton  forme  les  puissances  suivantes  de  +V—  1,  on  retrou- 
vera périodiquement 

On  peut  donc  établir  les  quatre  formules  qui  suivent  : 
On  en  déduit 


_v/_i)--=.+v-ij 


[39] 


Ces  formules  conviennent  à  toutes  les  puissances,  car  tout 
nombre  entier  est  nécessairement  de  la  forme  4r?,  4n+l, 
4/1  +  2  OU  4/1  +  3. 

287.  Si  Ton  extrait  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés 
des  deux  quantités  «  et  .3,  le  résultat  +  v/a'+?'  est  dit  le  module 
de  l'expression  a  +  p  y^  —  1 .  Ainsi  le  module  de  4+3\/^  est 

+v'T6  +  9  =  +  5. 

288.  Deux  expressions  imaginaires  sont  dites  conjuguées 
lorsqu  elles  ne  diffèrent  que  par  le  signe-  du  coefficient  de  ^^— l . 
Telles  sont  a  +  Sy"^  eta— fly/^^.  Deux  pareilles  expressions 
ont  le  même  module. 

289.  Théorèivie  I.  Pour  quune  expression  imaginaire 
a_f-  8y':^  soit  nulle,  il  faut  et  il  suffit  que  son  module  +  v/a*+.3', 
soit  égal  à  zéro. 

En  effet  si  le  module  y''a^  +  f-  n'est  pas  égal  à  zéro,  a  et  3  ne 
seront  pas  nuls  en  même  temps,  et  par  conséquent  a+Sy/—  l 
ne  sera  pas  non  plus  égala  zéro.  En  second  lieu,  si  /^M-F  ^st 


222  DES  ËÛUATIONS  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ. 

nui,  a  et  p  sont  nécessairement  égaux  à  zéro,  et  alors  a+Pv^^L 
est  identiquement  nul  (280). 

290.  Théorème  IL  Le  module  du  produit  de  deux  facteurs 
imaginaires  est  égal  au  produit  de  leurs  modules. 

En  effet,  nous  avons  vu  que  le  produit  de  a-|-pv/--ï  par 
a'-fpyirr  est  («a'— pp')+(ap'+Sa')v/:^,  et  qu'ainsi  le  module 
de  ce  produit  est 


en  effectuant  les  opérations  indiquées  sous  le  radical  et  rédui- 
sant ensuite.  Mais  si  l'on  met  a^  et  f'  en  facteur  commun  des 
quantités  qu'ils  multiplient,  on  trouvera  enfin  que  l'expression 
de  ce  module  revient  à 


ce  qui  démontre  le  théorème,  car  les  modules  des  deux  fac- 
teurs que  nous  avons  multipliés  sont  respectivement  y/a'^'+p* 

etv/a'^+r. 

291.  Théorème  III .  Le  module  du  quotient  de  la  division  de 

deux  expressions  imaginaires  est  égal  au  quotient  de  leurs  mo- 
dules. Soient  en  effet  a-f-py^^^  et  a'-fp'y/^^  ces  deux 
expressions,  et  a'^+PV — l  ^^ur  quotient  (284)  :  on  aura 

et  par  conséquet  (290) 

Vâ^TF=v/^^M=PV-'^^TrT   d'où  v/a"^qi^^-^5= 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

292.  Théorème  IV.  Pour  quun  produit  de  facteurs  imagi- 
naires  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  l'un  de  ces  facteurs  soit  égal 
à  zéro. 

En  effet,  le  produit  de  plusieurs  facteurs  imaginaires  étant 
lui-même  une  expression  de  la  même  forme  a  +  pt/ —  1  (284), 
pour  que  ce  produit  soit  égal  à  zéro,  il  faut  et  il  suflit  que  son 
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module  soit  nul  (289);  or  ce  module  est  le  produit  des  mo- 
dules des  facteurs  que  l'on  considère  (290),  et  ces  modules 
sont  des  quantités  réelles,  de  sorte  que  leur  produit  ne  peut 
être  nul  qu'autant  que  l'un  d'eux  est  égal  à  zéro  *;  mais  alors 
le  facteur  imaginaire  correspondant  à  ce  module  est  zéro,  donc 
notre  théorème  se  trouve  démontré. 


*  Il  suit  évidemment  de  la  définition  de  la  multiplication  {Arith.,  2ô)  qu'un 
produit  de  quantités  réelles  n'est  pas  nul,  si  aucun  de  ses  facteurs  ne  l'est,  et 
qu'au  contraire  il  est  égal  à  zéro ,  si  le  multiplicande  étant  nul  le  multiplica- 
teur est  commensurable;  il  en  est  de  même  si  ce  multiplicateur  est  irrationnel, 
puisque  le  produit  est  alors  la  limite  des  produits  que  l'on  obtient  en  rempla- 
çant ce  multiplicateur  incommensurable  par  des  facteurs  commensurables  qui 
tendent  à  en  différer  d'une  quantité  moindre  que  toute  grandeur  donnée 
{Arith.,  238).  Si  c'est  le  multiplicateur  qui  est  nul,  le  produit  est  encore  égal  à 
zéro,  car  si  l'on  considère  le  produit  a.h  de  deux  quantités  réelles  et  finies,  il 
suffira,  pour  le  rendre  moindre  qu'une  quantité  donnée  8,  de  donner  à  h  une 

valeur  moindre  que  -  ;  donc  lorsque  le  facteur  b  tend  vers  zéro ,  le  produit 

0/ 

«t.b  tend  aussi  vers  zéro.  Donc  pour  qu'un  produit  de  facteurs  réels  et  finis 
^oit  nulj  il  faut  et  il  suffit  que  l'un  d'eux  le  soit. 

On  ne  saurait  conclure  immédiatement  qu'il  en  est  de  même  d'un  produit  de 
facteurs  imaginaires,  car  on  conçoit  très-bien  que  les  termes  d'un  pareil  pro- 
duit pourraient  s'entre -détruire,  sans  qu'aucun  de  ces  facteurs  fût  égal  à  zéro. 


CHAPITRE   IX. 

PUISSANCES  ET  RACIIVES  DES  QUANTITÉS 
ALGÉBRIQUES. 


§  I.   PUISSANCES  DES  MONOMES. 

295.  Nous  allons  nous  occuper  de  la  formation  des  puis- 
sances des  quantités  algébriques  et  de  l'extraction  de  leurs  ra- 
cines, en  suivant  la  marche  que  nous  nous  sommes  tracée  dans 
ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici  du  calcul  algébrique,  c'est-à-dire 
en  traitant  d'abord  des  quantités  monômes,  puis  des  polynômes  ; 
mais,  à  cause  de  la  liaison  intime  qu'ont  entre  elles  la  formation 
des  puissances  et  l'extraction  des  racines,  nous  ferons  suivre 
immédiatement  ces  opérations  dans  les  deux  divisions  que  nous 
venons  d'indiquer. 

294.  Une  puissance  d'une  quantité  étant  le  produit  d'autant 
de  facteurs  égaux  à  cette  quantité  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'ex- 
posant de  cette  puissance,  il  résulte  immédiatement  des  règles 
données  pour  la  multiplication  des  monômes  que,  pour  élever 
un  monôme  quelconque  à  une.  certaine  puissance,  il  faut  élever 
son  coefficient  à  cette  puissance  (40)  et  multiplier  V exposant  de 
chaque  lettre  par  celui  de  cette  même  puissance,  car  l'expo- 
sant que  chaque  lettre  aura  dans  la  puissance  demandée  doit 
être  égal  à  l'exposant  dont  elle  est  affectée  dans  le  monôme  pro- 
posé, répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant 
de  cette  puissance.  On  donnera  cV ailleurs  au  résultat  le  signe -\- 
si  V exposant  de  la  puissance  demandée  est  pair,  et  le  signe 
même  qua  le  monôme,  s'il  est  impair  (58).  Ainsi  ( — ba-b'^c^df 
=  —  ha^'cH  X  —  ha'-b'cH  X  —  ba^'chl  =  —  l2baV'chl\  De 
môme  (=L3a6V)*=+  8la^b^c-\ 

$  II.  RACINES  DES  MONOMES. 

29^.  Il  suit   immédiatement  de  la  règle  précédente  quC;, 

pour   extraire   d'un   monôme  une  racine  d'un  certain   degré, 
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il  faut  extraire  une  pareille  racine  de  son  coefficient,  et  di- 
viser Vexposant  de  chaque  lettre  par  Vindice  de  la  racine  de- 
mandée. On  se  rappellera  cf ailleurs  que  toute  racine  de  degré 
pair  doit  être  affectée  du  double  signe  dz,  et  que  toute  racine 
de  degré  impair  porte  le  signe  de  la  quantité  dont  on  V ex- 
trait (19o\  On  trouvera  ainsi  que  v/l6a*6"c*  =  di2a-5'c  et 
que  v^ —  21aWc^^  =  —  3a5V. 

296.  Corollaire.  Pour  que  la  racine  cVun  monôme  puisse 
être  obtenue  exactement,  il  faut  et  il  suffit  que  son  coefficient 
soit  une  puissance  parfaite  du  degré  marqué  par  Vindice  de  cette 
racine,  et  que  Vexposant  de  chaque  lettre  soit  divisible  par  cet 
indice.  Lorsque  ces  conditions  ne  seront  pas  remplies,  on  ne 
pourra  qu'indiquer  l'opération  arithmétique  qu'il  faudra  faire, 
quand  on  substituera  des  nombres  aux  lettres;  mais  celte 
expression  sera  souvent  susceptible  de  simplification.  On  sait, 
en  effet,  que  pour  élever  un  produit  à  une  certaine  puissance, 
il  faut  élever  chacun  de  ses  facteurs  à  cette  puissance,  et  qu'en 
conséquence,  pour  extraire  la  racine  m"^"  d'un  produit,  il  n'y 
a  qu'à  extraire  la  racine  m""*  de  chaque  facteur,  et  multi- 
plier ces  racines  entre  elles.  D'après  cela,  si  la  quantité  sou- 
mise à  un  radical  peut  être  décomposée  en  deux  facteurs,  dont 
Vun  soit  une  puissance  parfaite  du  degré  marqué  par  Vindice 
de  ce  radical,  on  extraira  la  racine  de  ce  facteur,  et  on  la  mul- 
tipliera par  la  racine  indiquée  de  Vautre.  Si,  par  exemple,  on 
demande  la  racine  cinquième  de  —  Ç>kà^b^c',  ce  qui  s'indique 
v/  —  64a^6V,  on  observera  que  64  =  2^  .  2,  que  c^=c^ .  c^  et 
qu'ainsi  Ij  —Ç>kaWc'  =—  ^'¥b^^^~2âF?=:—2b'~c^'2^. 

297.  En  général,  pour  faire  sortir  un  facteur  de  dessous  un 
radical,  il  faut  diviser  son  exposant  par  Vindice  de  la  racine  indi- 
quée, puis  V écrire  hors  du  radical  avec  le  quotient  de  cette  division 
pour  exposant,  et  sous  le  radical  avec  un  exposant  égal  au  reste  de 
cette  même  division. 

298.  Au  contraire ,  pour  faire  passer  sous  un  radical  une 
quantité  qui  le  multiplie ,  il  faudra  V  écrire  sous  ce  radical,-  en 

C.  15 
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rélevant  à  la  puissance  marquée  par  Vindice  de  la  racine.  Ainsi 
2a^^6  =  s/32^. 

§  III.  CALCUL  DES  RADICAUX. 

299.  Le  grand  nombre  de  cas  dans  lesquels  on  ne  peut  ex- 
traire exactement  les  racines,  et  la  longueur  de  l'opération  né- 
cessaire pour  les  avoir  par  approximation,  ont  conduit  les 
géomètres  à  transformer  les  opérations  indiquées  sur  des  radi- 
caux en  d'autres  opérations  telles  que  l'extraction  de  la  racine 
fût  rejetée  à  la  fin  du  calcul,  pour  n'avoir  à  l'effectuer  que  sur 
les  expressions  les  plus  simples  que  l'on  puisse  obtenir.  Nous 
allons,  en  conséquence,  nous  occuper  immédiatement  du  calcul 
des  radicaux. 

500.  On  dit  que  deux  radicaux  sont  semblables  lorsqu'ils 
ont  le  même  indice,  et  qu  après  les  avoir  simplifiés  autant  que 
possible  (286),  les  quantités  soumises  à  ces  radicaux  sont  elles- 
mêmes  semblables.  Telles  sont  les  expressions  \/'kÔâFb^  et  s/bab'% 
car  elles  reviennent  respectivement  à  2a  \/bab^  et  à  ^  >^bab^, 

501.  V addition  et  la  soustraction  des  radicaux  s'effectuent  de 
la  même  manière  que  V  addition  et  la  soustraction  des  quantités 
rationnelles,  et  si  le  résultat  contient  des  radicaux  semblables  on  en 
fait  la  réduction  (29). 

Exemple.  (2a  sja^b  +  hb  sja)  -\-  (36  \Ja  —  4a  sl'c^  +  ^o.b  y/ôô) 
—  (  2ab  \Jâb  —  3a  sj'â^b)  =  2a  ^/'â^  -f-  bb  s/a -{- 3b  \/â  —  4a  \/âFb 
-\-  bab  \'âb  —  2ab  s/âb  +  3a  ^a^z^a  \JaH)  -f  86  \fa-\-  3ab  \/âb, 

502.  On  dislingue  doux  cas  dans  la  multiplication  et  dans 
la  division  des  quantités  radicales,  selon  que  les  radicaux  ont 
ou  n'ont  pas  les  mômes  indices. 

1*  Pour  multiplier  ou  pour  diviser  Vun  par  Vautre  deux  radi- 
caux de  même  indice,  il  faut  faire  la  multiplication  ou  la  division 
des  quantités  soumises  à  ces  radicaux  et  couvrir  le  résultat  du  radical 
commun.  Ainsi 

^aXsjb  =  s/ab,     et    ^-y^' 
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En  effet,  si  on  élève  par  exemple  ^  à  la  puissance  m,  on 

trouvera  T  5  car,  pour  élever  une  fraction  à  une  certaine  puis- 
sance, il  faut  élever  ses  deux  termes  à  celte  puissance  (84)  ; 
donc  la  fraction^  est  la  racine  m"^^  de  7  (Arith.,  100). 

2°  Si  les  deux  radicaux  que  Von  veut  multiplier  ou  diviser  l'un 
par  Vautre  n'ont  pas  le  même  indice^  on  les  y  réduit,  ce  qui  ramène 
au  cas  précèdent. 

Occupons-nous  donc  de  la  réduction  des  radicaux  au  même 
indice.  Nous  établirons  d'abord  le  principe  suivant  : 

o05.  On  n'altère  pas  la  valeur  d\in  radical  en  multipliant 
Vindice  de  ce  radical  par  un  certain  nombre  entier  et  positif, 
pourvu  que  Von  élève  la  quantité  qui  lui  est  soumise  à  la  puissance 
dont  V exposant  est  égal  à  ce  nombre.  En  effet,  on  a  identiquement 

si  on  élève  les  deux  membres  de  cette  égalité  à  la  puissance  n, 
il  viendra  (294) 

ce  qui  exprime  que  y  a  est  la  racine  du  degré  mn  de  a""  {Arith., 
100);  donc  _     ^_ 

y  et  =   V  ^^  > 

cette  égalité  démontre  le  principe  énoncé,  et  nous  apprend  en 
outre  que  Von  n  altère  pas  la  valeur  d'un  radical  en  divisant  son 
indice  par  un  certain  nombre  entier,  pourvu  quel  Von  extraie  en 
même  temps  de  la  quantité  qui  lui  est  soumise  une  racine  dont  Vin- 
dice est  égal  à  ce  nombre, 

504.  Cela  posé,  pour  réduire  'plusieurs  radicaux  au  même 
indice,  on  cherchera  le  plus  petit  multij^le  de  tous  leurs  indices; 
on  divisera  ce  plus  petit  multiple  successivement  par  chaque  in- 
dice, puis  on  multipliera  Vindice  de  chaque  radical  par  le  quo- 
tient correspondant,  et  on  élèvera  en  même  temps  la  quantité  sou- 
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mise  à  ce  radical  à  la  puissance  dont  Vexposant  est  égal  à  ce 
quotient*.  Il  est  évident,  en  effet,  que  de  cette  manière  cha- 
que radical  a  conservé  sa  valeur  (505)  et  que  chacun  a  actuel- 
lement pour  indice  le  plus  petit  multiple  des  indices  primitifs. 

Exemple.  Faire  le  produit  des  quantités  r: 

^"^fHb'    et     ^ÔH^. 
Le  plus  petit  multiple  de  4  et  de  6  est  1 2  ;  —  =  3,  — = 2  ;  donc 


^a^—^^x  v^a^  +  è'=  sl{a^—  b^ .  {a'+  bj  =  sj{a'^bj .  {a'—b'). 
503.  Pour  élever  un  radical  à  une  certaine  puissance,  on 
élève  à  cette  puissance  la  quantité  qui  lui  est  soumise;  ainsi 
('J/â)"=  v/a^.  En  effet,  il  résulte  de  la  règle  donnée  pour  mul- 
tiplier entre  eux  plusieurs  radicaux  qui  ont  le  même  indice, 
que  pour  élever  \Ja  à  la  n"*  puissance,  il  faut  faire  le  produit 
de  n  facteurs  égaux  à  a,  ce  qui  donnera  a^,  et  extraire  de  ce 
résultat  la  racine  nv^\  Donc 

506.  Si  V indice  du  radical  est  divisible  par  l'exposant  de  la 
puissance,  on  devra  le  diviser  par  cet  exposant.  En  effet,  on  a 

Cs/'âT  =7"^"  (50d)  =  "^/â  (505). 

507.  Si  r  indice  du  radical  et  f  exposant  de  la  puissance  ont  un 
facteur  commun,  on  devra  diviser  Vindice  par  ce  facteur,  et  élever- 
la  quantité  soumise  au  radiccd  à  une  puissance  dont  Vexposant  est 
égal  au  quotient  de  celui  de  la  puissance  proposée  par  ce  même 
facteur.  Ainsi  ("7^)"^  =  ?^.  En  effet,  on  a 

(7a)"P  :i="'V  ^  (503)  r=  ;/^  (505). 

*  Il  est  bon  de  remarquer  l'analogie  qui  existe  entre  cette  règle  et  celle  que 
l'on  suit  pour  réduire  plusieurs  fractions  au  plus  petit  dénominateur  com- 
mun. 
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568.  Pour  extraire  une  racine  cVun  radical^  on  multiplie  Vin- 

■dice  de  ce   radical  par  celui  de  cette  raci?ie.  Ainsi  V\/«=="v^^» 
En  effets  nous  venons  de  voir  (503)  que 

ce  qui  signifie  que  ^sja  est  la  racine  n™*'  de  7^- 

309.  Si  la  quantité  soumise  au  radiccd  est  une  puissance 
parfaite  du  degré  de  la  racine  à  extraire,  on  devra  extraire  cette 

racine;  ainsi  Vv5"=  V^  En  effet, 

Cfay  =  \!â% 

ce  qui  signifie  que  "sja  est  la  racine  n"^^  de  7«*^- 

510.  Il  résulte  immédiatement  de  là  que  si  Von  a  plusieurs 
racines  successives  à  extraire,  on  pourra  intervertir  Vordre  dans 

lequel  on  doit  extraire  ces  racines;  sis/ a  =  "Ç/a  =  \jya. 

511.  Nous  avons  vu  que  la  racine  carrée  d'un  nombre  avait 
deux  valeurs,  et  nous  démontrerons  plus  tard  qu'un  radical  a 
toujours  autant  de  valeurs  distinctes  qu'il  y  a  d'unités  dans 
son  indice  :  or,  dans  tout  cô  qui  précède,  nous  avons  constamment 
supposé  que  les  quantités  radicales  que  nous  considérions  étaient 
RÉELLES,  et  nos  raisonnements  ont  porté  uniquement  sur  les  valeurs 
ABSOLUES  des  radicaux;  il  faut  donc  bien  se  garder  d'attribuer 
aux  règles,  établies  ci-dessus,  une  extension  plus  grande 
que  celle  que  nous  leur  avons  donnée,  autrement  on  s'expo- 
serait à  des  erreurs  grossières.  Par  exemple,  si,  considérant 
l'expression  sf—a^,  on  multipliait  l'indice  du  radical  par  2,  et 
qu'on  élevât  au  carré  la  quantité  soumise  au  radical,  on  trouve- 
rait \l —  or  =z  ^d*  =ifia,  ce  qui  est  évidemment  absurde,  et 
cependant  on  aurait  appliqué  exactement  le  principe  du  n°  505. 
Nous  verrons  plus  tard  comment  doivent  se  modifier  les  règles 
que  nous  avons  établies  plus  baut,  lorsque  Ton  veut  considérer 
les  radicaux  dans  toute  leur  généralité;  toutefois  nous  allons 
examiner  ici  quelques-uns  des  cas  qui  se  présentent  le  plus 
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souvent,  lorqu'on  a  à  Diultiplier  entre  eux  des  radicaux  imagi- 
naires. Nous  supposerons  que  chaque  radical  nait  pas  et  autre 
signe  que  celui  dont  il  sera  affecté. 

1°  Soità  mulliplier  +  y/^^  par  +  y/— a;  la  règle  du  n°  209 
donne  \j'  -r-a^  =  ±a:  Ainsi  il  semble  qu'il  y  ait  incertitude  sur 
la  valeur  de  ce  produit.  Est-il  +  a  ou  —  a?  Pour  lever  cette 
difficulté,  je  rappellerai  l'observation  que  j'ai  déjà  faite  (19o), 
savoir,  que  quand  on  ignore  comment  a  été  formé  le  carré  +  a^, 
et  qu'on  demande  sa  racine,  on  doit  assigner  également  +  a 
et  —  a  pour  cette  racine;  mais  que  si  l'on  sait  d'avance  la- 
quelle de  ces  deux  quantités  a  été  multipliée  par  elle-même 
pour  former  +  a^  il  n'est  pas  permis,  quand  on  revient  sur  ses 
pas,  d'en  prendre  une  autre.  Or  ce  cas  est  celui  qui  se  pré- 
sente ici;  car,  puisque  la  quantité  +  a-  comprise  sous  le  radical 
sJ-\-a^  provient  de  — aX  —  a,  l'ambiguïté  cesse  et  la  racine 
carrée  de  +  o^^est  certainement  —  a;  donc  +  sj —  a  X  +  v^—^ 
=  —  a,  ce  qui  est  d'ailleurs  une  conséquence  de  la  définition 
de  la  racine  carrée. 

2°  Soit  +  y/-— «  X—  y/^^.  La  règle  du  n«  502  donne 
—  {s/ab).  Or  devra-t-on  prendre  la  racine  carrée  de  ah  positive- 
ment ou  négativement, et  écrire-]-  y/ —  a  x  —  s/ —  h  z^-\-\Jah 
ou  = —  \Jab  ?  Pour  cela,  j'observe  que,  en  désignant  par  a  et 
par  p  les  racines  carrées  respectives  de  a  et  de  h,  on  a  (279) 
-4-  y/ —  a  =:  —  a  y/  — 1  et  —  y/^^  =  —  p  y/ —  1,  et  qu'ainsi 
+  y/:^X  — y/=l^  =  — «B.  (y/^=n:)'  =  — aSX— l=+aP 
=  +sJâb. 

%  IV.  CALCUL  DES  EXPOSANTS  FRACTIONNAIRES. 

512.  Nous  avons  vu  que  si  les  exposants  des  lettres  qui  en- 
trent dans  un  monôme  sont  divisibles  par  l'indice  de  la  ra- 
cine à  extraire,  on  obtient  cette  racine  en  divisant  chacun  de 
ces  exposants  par  cet  indice  ;  mais  si  ces  divisions  ne  peuvent 
pas  se  faire  exactement,  il  se  présente  naturellement  à 
l'esprit  l'idée  d'indiquer  l'extraction  de  la  racine,   en  in- 
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diquant  la  division  de  chaque  exposant  par  l'indice  de  cette 

racine.  Ainsi  nous  conviendrons  désormais  que  'sjci^  et  a"* 
sont  deux  expressions  équivalentes,  c'est-à-dire  qu'un  expo- 
sant fractionnaire  signifie  qu'il  faut  élever  la  quantité,  au  des- 
sus de  laquelle  il  est  placé,  à  la  puisssance  marquée  par  son  nu- 
mérateur,  et  extraire  du  résultat  une  racine  dont  l'indice  est. égal 
à  son  dénominateur. 

515.  Examinons  maintenant  quelles  sont  les  règles  qu'il  fau- 
dra suivre  dans  le  calcul  des  quantités  affectées  d'exposants 
fractionnaires.  Ces  règles  sont  les  mêmes  que  celles  que  l'on  ob- 
serve quand  ces  exposants  sont  entiers.  Cela  est  évident  pour 
l'addition  et  pour  la  soustraction;  considérons  donc  d'abord 
le  cas  de  la  multiplication  : 

1°  Soit  a"^.  a\  je  dis  que  le  produit  est  a«  \  En  effet  a«  =  v«^ 

ce=^  y'/^;  donc  flt  a^=  V"""-  V^=  v'ô^^^S  ou,  en  revenant 
aux  exposants  fractionnaires, 


Il  suit  de  là  que  le  symbole  a"*  a  sur  Ç'  a"  l'avantage  de  conduire 
tout  de  suite  à  la  simplification  dont  ^ô"  est  susceptible,  lorsque 

?2>w.  Car  soit  n=mq+r,  on  aura  a"' =«^"^'"=0^.  «"•=««  y^a'". 

p 

a'^        ^-- 
2°  On  démontrerait  de  même  que  -^  =  a^  \ 

a' 

p 

3°  Proposons-nous  maintenant  d'élever  le  monôme  a''  à  la 

r  •       ^ 

puissance  dont  l'exposant  est  la  fraction  -,  Cela  revient  a  ex- 
traire la  racine  s*""  de  la  r"*  puissance  de  ce  monôme.  Ainsi,  en 
substituant  aux  exposants  fractionnaires  les  expressions  radi- 
cales qu'elles  remplacent,  on  trouvera  successivement 

r  

[a^y  "^  V(v^^')"=  V  v/^'  (50o)  =  Vô^^  (508)  =  ^f^  (512). 
Donc  "pour  élever  à  une  certaine  puissance  une  quantité  mo~ 
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nome  affectée  cCun  exposant  fractionnaire,  il  faut,  comme  pour 
les  exposants  entiers,  multiplier  V exposant  du  monôme  par  celui 
de  la  puissance  à  laquelle  on  veut  l'élever. 

Cette  règle  comprend  évidemment  le  cas  de  l'élévation  d'un 
monôme  à  une  puissance  entière  et  celui  de  l'extraction  des  ra- 
cines, car  on  peut,  dans  la  démonstration  précédente,  sup- 
poser 5rr=  1  ou  r  =  1. 

514.  Considérons  actuellement  des  quantités  affectées  d'ex- 
posants incommensurables,  mais  auparavant  définissons  soi- 
gneusement ce  qu'on  doit  entendre  par  une  puissance  de  degré, 
irrationnel  d'une  quantité.  C'est  la  limite  vers  laquelle  tendent 
tous  les  résultats  que  Von  obtient^  lorsque  Von  remplace  l'expo^ 
sant  incommensurable  par  des  valeurs  rationnelles  qui  ten- 
dent à  en  différer  d'une  quantité  moindre  que  toute  grandeur 
donnée. 

51o.  Supposons  que,  a  etp  étant  deux  quantités  incommen- 
surables, on  ait  à  multiplier  a*  par  a^.  Soient  a'  et  ^'  deux  quan- 
tités commensurables  variables  qui  peuvent  approcher  respec- 
tivement de  a  et  de  p  d'aussi  près  que  l'on  voudra;  cela  posé, 
on  a,  d'après  ce  qui  précède  (515), 

a*'  X  a^'  =  cf-'  +  ^', 

et  cette  égalité  subsistera  toujours,  lorsque  a'  et  p'  tendront  à 
devenir  égaux  à  a  et  à  p.  Or,  lorsque  deux  quantités  variables 
restent  constamment  égales  entre  elles  dans  tous  les  états  de 
grandeur  par  lesquels  elles  passent,  leurs  limites  sont  égales 
{Arith. ,  257)  ;  mais  les  limites  de  a*'  et  de  a^'  sont  a*  et  a^  (514), 
de  sorte  que  la  limite  du  produit  a""'  X  a^'  est  a""  X  a^t  et  que 
celle  de  a*'+P'  esta"+P;  donc 

a«xa?=a«+^ 

La  règle  que  l'on  observe  dans  la  multiplication  des  quantités 
affectées  d'exposants  incommensurables  est  donc  la  même  que 
quand  ces  exposants  sont  commensurables.  Il  en  est  de  même 
pour  la  division f  l'élévation  aux  puissances  et  l'extraction  des 
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racines,  car  il  est  évident  que  la  démonstration  précédente 
s'appliquerait  à  ces  différents  cas. 

31G.  Si,  m  et  n  désignant  deux  quantités  positives  fraction- 
naires ou  incommensurables,  m  est  plus  petit  que  n  et  que 
l'on  appelle  p  leur  différence  n  —  m,  on  aura 

«"*«««.  rt*"         I  1 

— -  ma*"-"  =  a-p,  et  comme  — -  =  -— v  =  --, 

on  en  conclura,  comme  au  n°  06,  que  a~p  et  —    sont    deux 

symboles  équivalents,  de  sorte  qu'il  y  aura  des  exposants  frac- 
tionnaires ou  incommensurables  négatifs,  de  même  qu'il  y  en 
a  de  positifs.  Or,  en  reprenant  pour  ces  nouveaux  exposants 
les  raisonnements  que  nous  avons  faits  au  n°  88 ,  on  verra 
qu'il  faut,  dans  le  calcul  des  quantités  affectées  d'exposants 
fractionnaires  ou  irrationnels  négatifs,  suivre  les  mêmes  rè- 
gles que  pour  les  exposants  positifs. 

Il  est  donc  démontré  que  les  règles  du  calcul  des  quantités  af- 
fectées cVexposants  sont  indépendantes  de  la  nature  de  ces  expo- 
sants, qu'ils  soient  entiers  ou  fractionnaires,  comrtunsurahles  au 
imommemurahles,  positifs  ou  négatifs^ 

S  V.  DES  COMBINAISONS. 

N.  B.  Gomme  la  théorie  de  la  formation  des  puissances  des 
polynômes  est  fondée  sur  celle  des  combinaisons,  nous  allons 
développer  d'abord  cette  théorie,  afin  de  ne  pas  interrompre 
plus  tard  la  suite  des  raisonnements. 

oi7.  On  appelle  arrangements  tous  les  groupes  que  Von  ob- 
tient, en  disposant  à  la  suite  les  uns  des  autres,  et  dans  tous  les  or- 
dres possibles,  2  à  2,  3  d  3,  4  à  4,  etc.,  un  nombre  déterminé  d'ob- 
jets, de  manière  que  le  même  objet  n'entre  qu'une  fois  dans  chaque 
groupe.  Ainsi  tous  les  mots  de  5  lettres,  que  l'on  peut  former 
avec  les  25  lettres  de  notre  alphabet,  sont  tous  les  arrange- 
ments de  ces  25  lettres  5  à  5,  pourvu  toutefois  qu'une  même 
lettre  n'entre  pas  deux  fois  dans  le  même  mot. 
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518.  Problème  I.  Déterminer  le  nombre  des  arrangements  que 
Von  peut  faire  avec  m  lettres  prises  \\  à  n. 

J'observe  d'abord  que  m  lettres  prises  1  à  1  donnent  évidem- 
ment m  arrangements  :  d'où  il  suit  que  si,  connaissant  le  nom- 
bre des  arrangements  de  m  lettres  {n—  1)  à  (n —  1),  on  pou- 
vait en  déduire  le  nombre  des  arrangements  de  ces  m  lettres 
n  an,  le  problème  pourrait  être  regardé  comme  résolu,  puis- 
que du  nombre  des  arrangements  1  à  1,  on  déduirait  celui  des 
arrangements  2  à  2,  de  celui-ci  on  passerait  au  nombre  des 
arrangements  3  à  3,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons  donc  formés  tous  les  arrangements  des  m  lettres 
(n  —  1)  à  (n —  1)  :  représentons  leur  nombre  par  A^-i,  et  par  A„ 
le  nombre  des  arrangements  de  cesmlettres  n  à  n.  Si,  à  la  droite 
de  chaque  arrangement  de  {n — 1)  lettres,  on  écrit  successive- 
ment chacune  des  [m — (n  —  1)J  lettres  qui  n'y  entrent  pas, 
chacun  de  ces  arrangements  en  fournira  évidemment 
\m — {n — I)j  de  ?i  lettres;  et  par  conséquent  le  nombre  total 
de  ces  nouveaux  arrangements  sera  égal  à  autant  de  fois 
{m  —  {n—\)]  qu'il  y  a  d'unités  dans  An-i,  c'est-à-dire  qu'il 
sera  égal  à  A„_i.  jm  —  {n—\)\.  Or  je  dis  qu'on  aura  formé 
ainsi  tous  les  arrangements  de  m  lettres  n  à  n.  En  effet,  soit 
a&c....r5  un  quelconque  de  ces  arrangements  :  si  on  en  retran- 
che la  dernière  lettre,  il  restera  un  arrangement  abc....r  de 
{n —  1)  lettres,  lequel  se  trouvera  ainsi  compris  parmi  ceux  dont 
nous  avons  représenté  le  nombre  par  A„_i;  donc,  puisqu'à  la 
droite  de  chacun  de  ces  arrangements  on  a  écrit  successivement 
chacune  des  lettres  qui  n'y  entrent  pas,  lalettre  s  a  été  écrite  à 
la  droite  de  abc... r,  et  par  conséquent  l'arrangement  abc....rs 
a  été  formé,  donc  on  a  obtenu  tous  les  arrangements  des  m  let- 
tres n  à  n.  D'un  autre  côté,  tous  les  arrangements  que  l'on  a 
formés  sont  distincts,  car  deux  d'entre  eux  diffèrent  nécessai- 
rement ou  par  la  dernière  lettre,  ou  au  moins  par  l'ordre  des 
lettres  qui  la  précèdent;  donc  enfin 

A.  =  A„_i.  {777-(n-l)î.  [1] 
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Ainsi,  en  faisant  successivement  n  =  2,=^3,  =  k,....  dans 
cette  formule,  on  trouvera,  puisque  Ai  =  777, 
A>2  =m{m — 1); 

A.3=A,{m  — 2)  =  ?7?(??7  — 1)  (?7i  — 2); 
A4 = A3  (m  —  3)  =  m  (777  —  1  )  (??i  —  2)  (777  =  3)  ; 
etc., 
pour  expression  du  nombre  des  arrangements  de  ?77  lettres 
prises  2  à  2,  3  à  3,  4  à  4,  etc. 

Mais,  pour  obtenir  la  formule  générale  demandée,  on  rem- 
placera n  successivement  par  n  —  1,  n — 2,....  3  et  2  dans 
l'équation  [1],  ce  qui  donnera 

An_i  =  A„_a  {m —  (77 — 2)  I , 

A„_2  =  An-3  {777  — (77  — 3)î, 

Âg^Aa  (m— 2), 

A2=Ai  (??7  — 1). 
Si  on  multiplie  membre  à  membre  toutes  ces  équations,  avec 
l'équation  [1],  on  verra  que  le  produit  A„_iÂn-2..-A3A2  est  fac- 
teur commun  aux  deux  membres  de  l'équation-produit  ;  on 
pourra  donc  le  supprimer,  et,  en  remplaçant  Ai  par  m,  on 
trouvera  ainsi 

A^r=?77(7?î  — 1)(7?7 2)...  J771  —  (îl—  1)|.  [2] 

I)e  là  cette  règle  :  Du  nombre  total  des  lettres,  retranchez 
successivement  tes  nombres  entiers  de  la  suite  naturelle  depuis 
zéro  jusquà  celui  qui  marque  le  nombre  des  lettres,  moins  un, 
qui  doivent  entrer  dans  chaque  arrangement;  multipliez  tous 
ces  restes  entre  eux,  et  vous  aurez  le  nornbre  des  arrangements 
demandé. 

519.  077  appelle  permutations  tous  les  groupes  que  Von  ob- 
tient,  en  disposant  les  uns  à  la  suite  des  autres  et  dans  tous  les 
ordres  possibles,  un  nombre  déterminé  d'objets,  de  manière  que 
tous  ces  objets  entrent  dans  chaque  groupe  et  que  chacun  ny 
entre  qu  une  fois.  Te\s  sont  tous  les  changements  d'ordre  que 
l'on  peut  faire  subir  aux  facteurs  d'un  produit. 
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520.  Problème  II.  De  combien  de  permutations  un  'produit 
4e  n  facteurs  est-il  susceptible  ? 

J'observe  d'abord  qu'un  produit  de  deux  facteurs  donne  évi- 
demment deux  permutations  :  d'où  il  suit  que  si,  connaissant 
le  nombre  des  permutations  d'un  produit  de(n —  1)  facteurs, 
on  pouvait  en  déduire  celui  d'un  produit  de  n  facteurs,  le  pro- 
blème pourrait  être  regardé  comme  résolu;  car  du  nombre  des 
permutations  d'un  produit  de  2  facteurs,  on  déduirait  celui  des 
permutations  d'un  produit  de  3  facteurs;  de  celui-ci,  on  passe- 
rait au  nombre  des  permutations  d'un  produit  de  4  facteurs, 
€t  ainsi  de  suite. 

Supposons  donc  que  l'on  ait  mis  de  côté  l'une  des  n  lettres, 
^t  qu'on  ait  ensuite  formé  toutes  les  permutations  dont  est  sus- 
ceptible le  produit  des  {n —  1)  facteurs  restants.  Soient  Pn-ile 
nombre  de  ces  permutations  et  P^  celui  des  permutations  que 
l'on  peut  faire  avec  n  lettres.  Si  maintenant  on  écrit  la  lettre 
isolée,  à  la  droite  de  chaque  permutation  de  {n —  1)  lettres,  il 
en  résultera  P^-i  permutations  de  n  lettres,  terminées  par  celle 
dont  il  s'agit  ;  de  sorte  qu'en  faisant  passer  cette  lettre  successi- 
vement par  toutes  les  places,  en  allant  de  droite  à  gauche,  on 
obtiendra  autant  de  fois  n  permutations  de  n  lettres  qu'il  y  a 
d'unités  dans  P„_i;  c'est-à-dire  que  le  nombre  de  ces  permu- 
tations sera  égal  à  nP„_i  Or  je  dis  qu'on  aura  formé  ainsi  toutes 
les  permutations  dont  notre  produit  de  n  facteurs  est  suscepti- 
ble. En  effet  soient  csb...ra  une  quelconque  de  ces  permuta- 
tions et  s  la  lettre  qu'on  avait  d'abord  isolée  ;  si  on  la  retran- 
che, il  restera  une  permutation  cb...ra  de  {n—l)  lettres, 
laquelle  a  été  ainsi  formée.  Gomme  on  l'a  placée  à  la  droite 
de  toutes  les  permutations  fournies  par  le  produit  des  (n  —  1) 
lettres  restantes,  cette  lettre  s  a  été  écrite  à  la  droite  de  ch...ray 
ce  qui  a  donné  cb...ras;  mais  on  lui  a  fait  parcourir  toutes  les 
places,  en  allant  de  droite  à  gauche  ;  donc  elle  est  venue  se 
mettre  à  la  gauche  de  b,  et  par  conséquent  la  permutation 
€sb,..ra  a  été  formée.  De  plus,  toutes  les  permutations  que 
nous  avons  obtenues  sont  clistinctes,  car  deux   quelconques 
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d'entre  elles  diffèrent,  soit  par  la  place  quV  occupe  la  lettre  s, 
soit  par  Tordre  des  autres  lettres;  donc  enfin 

P.  =  nP„_i.  [3] 

Ainsi,  en  faisant  successivement  ?i  =  3,  =  4,  =  5 , . .  dans 
cette  formule  on  trouvera 

P3=:3P2  =  3.2; 
P,=z=4P3  =  4.3.2; 
P5  =  5P4=5.4.3.2; 
etc., 

pour  expression  du  nombre  des  permutations  d'un  produit  de 

3,  de  4,  de  5 facteurs. 

Mais,  pour  obtenir  la  formule  générale  demandée,  on  rem- 
placera n  successivement  par  (n — 1),  {n — 2),. .  .4,  3  dans  l'é- 
quation [3],  ce  qui  donnera 

Pn-i  =  (n-l)P._,, 

P„_,=  (n-^2}P„_3, 

p.  =  4P3, 

P3  =  3R. 
En  multipliant  toutes  ces  équations  membre  à  membre  et 
avec  l'équation  [3] ,  omettant  le  facteur  P„_i  P„_2...  P4  P3  com> 
mun  aux  deux  membres  de  l'équation-produit ,  et  en  rempla- 
çant P2  par  2.  1,  on  trouvera 

P,=  1.2.3.4...îi.  [4] 

Ainsi,  pour  trouver  le  nombre  des  permutations  d'un  produit, 
multipliez  entre  eux  tous  les  nombres  entiers  depuis  1  jusqu'à 
celui  qui  indique  combien  il  y  a  de  facteurs  dans  ce  produit. 

521.  Remarquons  qu'en  faisant  m=zn  dans  la  formule  [2], 
elle  donnerait  le  nombre  des  arrangements  que  l'on  peut  obte- 
nir avec  n  lettres  prises  n  à  ?i,  c'est-à-dire  le  nombre  des  per- 
mutations d'un  produit  de  n  facteurs  ;  et  en  effet  son  second 
membre  se  réduit  alors  à  n  (n  —  1)  (?2  —  2) . . .  2 . 1 . 

522.  On  appelle  combinaisons  tous  les  groupes  que  Ion  ob- 
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tient  en  disposant  les  uns  à  la  suite  des  autres  et  dans  tous  les 
ordres  possibles  2  à  2,  3  à3,  4  à  4,...  un 'nombre  déterminé 
d'objets,  de  manière  que  le  même  objet  n'entre  qu'une  fois  dans 
chaque  groupe  et  que  deux  quelconques  de  ces  groupes  diffèrent 
au  moins  par  un  des  objets  qui  s'y  trouvent.  Tels  sont  tous  les 
produits  différents  que  l'on  obtient  en  multipliant,  par  exemple, 
4  facteurs  3  à  3. 

525  Problème  III.  Combien  peut- on  former  de  combinaisons 
avec  m  lettres  prises  n  à  n  ? 

Supposons  qu'on  ait  formé  toutes  les  combinaisons  n  à  n 
de  nos  m  lettres,  et  désignons-en  le  nombre  par  G^.  Si  l'on  veut 
obtenir  tous  les  arrangements  n  à  n  que  peuvent  fournir  ces  m 
lettres,  il  suffira  d'effectuer  sur  chaque  combinaison  toutes  les 
permutations  dont  elle  est  susceptible  ;  car,  si  l'on  prétendait 
que  l'arrangement  de  n  lettres  abc.rs  n'a  pas  été  obtenu,  on 
observerait  que  le  produit  dont  les  facteurs  sont  a ,  &,  Cy...r,  s 
se  trouve  nécessairement  parmi  ceux  dont  Cn  désigne  le  nom- 
bre ;  et  comme  on  a  fait  subir  à  chacun  de  ces  produits  toutes 
les  permutations  qu'il  peut  admettre ,  il  faut  en  conclure  que 
l'arrangement  abc.rs  a  été  formé. 

Gela  posé,  puisque  chaque  produit  de  n  facteurs  admet  P^ 
permutations,  les  G^  produit  de  n  facteurs  fourniront  chacun 
Cn  fois  Pn  permutations;  donc 

An=Pn.G„,  d'où  C„=^%  [5] 

•t  n 

formule  qui  nous  apprend  que  pour  calculer  le  nombre  des 
combinaisons  n  à  n  que  Von  peut  obtenir  avec  m  lettres,  il  faut 
diviser  le  nombre  des  arrangements  dont  ces  m  lettres  sont  sus- 
ceptibles n  à  n,  par  le  nombre  des  permutations  quon  peut  former 
avec  n  lettres. 

Si,  dans  la  formule  [5],  on  remplace  A^  et  P^  par  leurs  valeurs 
données  par  les  formules  [2]  et  [4],  il  viendra 

m{m—  1) (m—  2). , .  \m—  (n—  1)  j  - 

^"=1     .2.3       77.  n  •       l6J 

Telle  est  est  la  formule  qui  résout  le  problème. 
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Pour  faire  usage  de  cette  formule,  on  observera  que  les  fac- 
teurs du  numérateur  formant  une  progression  par  différence 
dont  la  raison  est  l'unité,  il  suffira,  pour  écrire  ce  numérateur, 
de  former  son  dernier  facteur  {  m  —  {n  —  1)  ).  D'ailleurs  il  y  a 
autant  de  facteurs  au  dénominateur  qu'au  numérateur.  Yeut-on 
le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  2  à  2 ,  ou  3  à  3 ,  ou 
4  à  4, . . .  on  fera  ?i  =  2 ,  ou  =  3 ,  ou  =  4, . . .  ce  qui  donnera 
j  m — {n —  \)  \  =  m —  1,  ou  =■  m  —  2,  ou=  m  —  3,...  et  par 
conséquent 

G, 


C3- 


C* 


m  (m  —  1) 

m  {m  —  1)  (m  —  2) 
T~.       2       \       3        ' 

m  Qn  —  1)  {m  —  2)  {m  —  3) 
1  .        2      .        3     .        4        ' 


etc. 
Si ,  dans  la  formule  [5] ,  on  remplace  A„  et  Pn  par  leurs  va- 
leurs données  par  les  formules  [1]  et  [3],  on  trouvera 

An-i    m  —  ?t  4"  1 


n  —   ri — •  :: ' 


mais  en  vertu  de  la  formule  [5],  ^-^  est  égal  à  Gn-i,  donc 

formule  qui  donne  le  nombre  des  combinaisons  de  711  lettres 
n  à  n  en  fonction  du  nombre  des  combinaisons  de  ces  m  lettres 
{n  —  1)  à  (n  —  1).  Ainsi,  en  observant  que  Ci  =  m,  ce  qui  est 
évident,  on  pourra  déduire  successivement  de  la  formule  [7] , 
les  valeurs  que  nous  avons  trouvées  plus  haut  pour  G2 ,  C3 , 
C4,  etc. 

524.  Lorsque  le  nombre  n  des  lettres  qui  entrent  dans  cha- 
que combinaison  surpasse  la  moitié  de  m  ,  au  lieu  de  calculer  le 
nombre  de  combinaisons  des  m  lettres  n  à  n,  on  cherche  celui 
de  leurs  combinaisons  (m  —  n)  à  (m  —  n),  parce  que  ces  deux 
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nombres  sont  égaux.  Ainsi,  veut-on  savoir  combien  on  peut 
former  de  combinaisons  avec  10  quantités  prises  8  à  8,  on  cher- 
chera le  nombre  de  leurs  combinaisons  2  à  2 ,  et  on  trouvera 

10  9 

—-^  =  45.  En  faisant  m  =  10  et  n  =  8  dans  la  formule  [6],  on 

10.9.8.7.6.5.4.3         10.9 
^^^^^*  ^^      1.2.3.4.5.6.7.8  ==  TTi' 

Pour  démontrer  que  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres 
ïi  à  n  est  le  même  que  celui  de  leurs  combinaisons  m  —  n  à 
ni  —  n ,  nous  observerons  que  si  l'on  divise  le  produit  des  m 
lettres  successivement  par  toutes  les  combinaisons  n  à  n,  les 
quotients  que  l'on  obtiendra  seront  toutes  les  combinaisons 
m  —  n  km  —  n  que  l'on  peut  faire  avec  ces  m  lettres  ;  car,  si 
l'on  nie  que  abc.  pqr...uv  étant  le  produit  de  ces  m  lettres ,  la 
combinaison  qr...uv  par  exemple  ait  été  formée,  on  répon- 
dra qu'en  divisant  abc...2jqr...uv  par  abc.p ,  combinaison  de 
n  lettres,  on  obtiendra  qr...uv;  or  cette  division  a  été  faite  : 
donc  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  m  —  nhm  —  n 
est  égal  à  celui  de  leurs  combinaisons  n  à  n, 

525.  La  méthode  qui  nous  a  conduit  à  la  formule  [5]  entraî- 
nerait dans  de  très-grandes  longueurs  si  on  voulait  l'employer 
pour  former  toutes  les  combinaisons  de  m  lettres  n  à  n.  On  pourra 
résoudre  cette  question  de  la  manière  suivante. 

Supposons  que  l'on  ait  formé  toutes  les  combinaisons  don? 
nos  m  lettres  sont  susceptibles  (n  —  1)  à  (n  —  1),  et  que,  dans 
chacune,  on  ait  rangé  les  lettres  qui  y  entrent  suivant  l'ordre 
alphabétique.  Si  Ton  écrit  maintenant,  à  la  suite  de  chacune  de 
ces  combinaisons,  successivement  toutes  les  lettres  qui  suivent 
la  dernière  de  cette  combinaison ,  je  dis  que  l'on  obtiendra 
toutes  les  combinaisons  de  nos  m  lettres  n  an. Car  soit  cde,..T^ 
un  produit  de  n  facteurs  que  l'on  prétende  n'avoir  pas  été  formé  ; 
on  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  le  produit  cde...r  a  été 
fait;  donc  cde,..rs  l'a  été  aussi;  de  plus,  la  même  combinaison 
ne  se  trouve  pas  répétée  deux  fois,  puisque  dans  chacune  les 
lettres  suivent  l'ordre  alphabétique. 
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526.  Exemple.  Former  toutes  les  combinaisons  k  à  kdes  b  let- 
tres a,  b,  c,  d,  e. 
Combinaisons  I  à  1...  a,  6,  c,  c/,  e, 

2k2...  ab,  aCf  ad,  ae,  bc,  bd,  be,  cd,  ce,  de. 

3  à  3...  abc,  abd,  abe,  acd,  ace,  ade,  bcd,  bce, 

bde,  cde  *. 

4  à  4...  abcd,  abce,  abde,  acde,  bcde**. 

*527.  Le  nombre  des  combinaisons  n  à  n  que  l'on  peut  ob- 
tenir avec  m  lettres  étant  nécessairement  entier,  on  doit  en 
conclure  que  le  second  membre  de  la  formule  [6]  est  un  pareil 
nombre.  On  peut  toutefois  se  proposer  d'établir  directement 
cette  propriété,  indépendamment  de  la  théorie  des  combinai- 
sons. Pour  y  parvenir,  je  multiplie  les  deux  termes  du  deuxième 
membre  de  l'équation  [6]  par  1.2.3...  (m—n);  de  celte  ma- 
nière, le  numérateur  deviendra  le  produit  de  la  suite  naturelle 
de  tous  les  nombres  entiers  depuis  1  jusqu'à  m,  de  sorte  que  si 
l'on  représente  par  p  la  différence  (w — n),  on  aura 

m(m— l)(m— 2)...j?n— (n— l]j  __  1.2.3     .     .     .     m, 

i   !  2  ;  3  ;  '.  ;  7r~~"i.2.3...nxi.2.3..;p'  ^  ^ 

et  il  est  évident  que  si  nous  démontrons  que  le  numérateur  de 
ce  deuxième  membre  contient  tous  les  facteurs  premiers  de 
son  dénominateur,  et  chacun  autant  de  fois  au  moins  que 
celui-ci  le  contient,  il  sera  prouvé  que  l'expression  proposée 
est  entière. 

Soit  donc  a  un  nombre  premier  qui  ne  surpasse  pas  m;  je  vais 
chercher  quelle  est  la  plus  haute  puissance  de  a  qui  divise  le 
produit  1.2. 3. ..m.  Pour  cela,  j'effectue  la  division  de  m  par  a  et 
j'appelle  m' la  partie  entière  du  quotient,  de  sorte  que  m'a 
est  au  plus  égal  à  m;  par  conséquent  tous  les  multiples  a, 
2a,  3a,. ..m'a  de  a  se  trouveront  parmi  les  facteurs  de  1 .2.3. ..w  ; 
donc  ce  produit  est  divisible  par  a. 2a. Sa... m' a=  1,2. S... m'. a"" 


,m' 


*  ae,  he,  ce,  de  n'ont  pu  rien  fournir, 

**  aie ,  ace,  ade,  hce,  hde,  cde  n'ont  pu  rien  fournir. 

C.  16 
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D'où  l'on  voit  que  la  plus  haute  puissance  de  a  qui  divise 
1.2. 3... m,  est  le  produit  de  a""  par  la  plus  haute  puissance  a 
qui  divise  1.2. 3. ..m'.  Mais,  par  la  même  raison,  celle-ci  est  le 
produit  de  a'""  par  la  plus  haute  puissance  de  a  qui  soit  ren- 
fermée dans  1.2. 3... m'',  si  on  appelle  w!'  la  partie  entière  du 
quotient  de  m' par  a\  cette  dernière  sera  semblablement  le 
produit  de  ol^'"  par  la  plus  haute  puissance  de  a  qui  divise 
1.2. 3. ...m'",  en  désignant  par  m'"  la  partie  entière  du  quotient 
de  ml'  par  a;  et  on  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  soit  par- 
venu à  un  quotient  <a.  Supposons  donc,  pour  fixer  les  idées, 
que  w!"  soit  ce  quotient  <Co^\  ^^  produit  1.2. 3. ..m'" ne  sera  pas 
divisible  par  a,  et  par  conséquent  la  plus  haute  puissance  de  a 
qui  divise  1.2. 3... m  sera  a'^'+^"+^"'. 

D'après  cela,  si  l'on  nomme  n',  n",  n'",...  et  y,  /',  p'"...  les 
quotients  que  l'on  trouve  en  divisant,  d'une  part,  n  par  a,  puis 
n'  par  a,  ensuite  n"  par  a...  ;  d'une  autre  part,  p  par  a,  puisp' 
par  a,  ensuite]/  par  a.,.;  les  plus  hautes  puissances  de  a  qui 
divisent  respectivement  1. 2. 3... n  et  1.2.3... p  seront  «"'+"''+»*"'••• 
et  a^'+p'^+t>"'+'"-^  de  sorte  que  la  plus  haute  puissance  de 
a  contenue  dans  le  produit  1 .  2  . 3  . . .  nX  1  •  2  .  3 . .  .p  est 
^n'+n//+nw+...+p'+p//+p'//+...^  ^Iq\^  ^q  l'égalité  m=n-{-p,  on  tire 

m n  .p 

a      a~^  a^ 

et  par  suite  m'  =  ou  >>n'  -\-p', 
m"  =  ou  '^n"-{-p"f 
m"  =  ou  >n"'+p"', 

donc  m'+m"+m"'+ . . .  =  ou>n'+if+n"'+ . . .  +p'+f+f+-  - 

Donc  le  numérateur  1.2. 3. ..m  contient  le  premier  facteur  a  du 
dénominateur  1.2.3...nXl.2.3...p  à  une  puissance  au  moins 
aussi  élevée  que  celle  où  il  entre  dans  ce  dénominateur;  donc 
l'expression  [8]  est  entière. 
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S  VI.  BINOME  DE  NEWTON. 

528.  Le  moyen  qui  se  présente  naturellement  à  Tesprit,  pour 
élever  un  polynôme  à  une  puissance  entière  et  positive,  con- 
siste à  faire  le  produit  d'autant  de  facteurs  égaux  à  ce  polynôme 
qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  cette  puissance  :  mais  ce 
procédé,  déjà  très-long  par  lui-même,  a  l'inconvénient  d'exiger 
qu'on  recommence  toujours  le  même  calcul  pour  chaque  cas 
particulier  que  l'on  veut  traiter.  Neicîan  a  trouvé,  mais  sans  en 
donner  la  démonstration,  une  formule  générale  pour  élever  di- 
rectement un  binôme  à  telle  puissance  que  l'on  veut,  sans  passer 
par  les  puissances  inférieures,  et  on  en  déduit  facilement  le 
moyen  de  former  la  même  puissance  de  tout  polynôme  donné. 

Parmi  un  grand  nombre  de  démonstrations  que  l'on  a  don- 
nées de  la  formule  du  binôme  de  Newton^  la  suivante,  fondée  sur 
la  théorie  des  combinaisons,  est  la  plus  élémentaire. 

529.  Le  moyen  qui  paraît  le  plus  naturel,  pour  obtenir  cette 
formule,  est  de  former  les  premières  puissances  d'un  binôme 
(œ-{-a)  par  des  multiplications  successives,  et  de  cherchera 
saisir  la  loi  qui  régit  les  exposants  de  a?  et  de  a  dans  les  déve- 
loppements de  ces  puissances,  ainsi  que  celle  des  coefficients 
numériques  des  différents  termes  de  chacune.  Élevons  donc 
successivement  le  binôme  {oo-\-a)  à  la  1'%  à  la  2%  àla  3%... 
puissance,  et  nous  trouverons 

(x-{-ay  =  x  -{-  a, 

(x+ay  =  x^+2ax  +a% 

(x+af=x^  +  3ax''  +  3ax^    +«', 

{x+ay  =  x'  +  kax^  +  ea-x'-   +ka'x  +  a\ 

{x-\-ay=ci^  +  bax'-{-lOa^x^+lOa'x'-+^a'x  +  a^, 

etc. 

En  considérant  attentivement  ce  tableau,  nous  remarquerons 
que  le  premier  terme  de  chaque  développement  est  x  élevé  à  la 
même  puissance  que  le  hinome  proposé  ;  que  cet  exposant  diminue 
d'une  unité  y  en  allant  d'un  terme  au  suivant ,  jusqu'au  dernier 
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OÙ  il  est  zéro  (56,  1")  ;  que  les  exposants  de  a  suivent  la  loi  inversCy 
de  sorte  que  la  somme  des  exposants  de  x  et  de  a  dans  chaque  terme 
est  égale  à  l'exposant  de  la  puissance  demandée.  Celle  loi  est  gé- 
nérale, car,  dans  le  passage  d'une  puissance  à  la  suivante,  la 
multiplication  par  {x-{-a)  ne  fait  qu'augmenter  d'une  unité  les 
exposants  de  x  et  de  a  dans  chaque  terme.  Ainsi  nous  pouvons 
écrire  immédiatement  la  partie  algébrique  des  termes  qui  doi- 
vent entrer  dans  le  développement  demandé. 

Voyons  si  nous  serons  aussi  heureux  dans  la  recherche  de  la 
loi  que  suivent  les  coefficients.  Nous  reconnaissons,  à  l'inspec- 
tion de  notre  tableau,  que  le  coefficient  du  premier  terme  est 
l'unité;  que  celui  du  deuxième  terme  est  égal  à  V exposant  de  la 
puissance  ;  mais  pour  les  termes  suivants,  nous  ne  pouvons  rien 
découvrir,  sinon  que  les  coefficients  des  termes  équidistants  des 
extrêmes  sont  égaux.  Or  il  résulte  du  procédé  de  la  multiplica- 
tion algébrique,  que  ces  coefficients  numériques  naissant  des 
réductions  qui  se  font  entre  les  termes  semblables  du  produit, 
si  on  multiplie  entre  eux  m  facteurs  binômes  {x-\~a),  [X-]-b), 
(x-{-c)j...  ix-{-k),  qui  ont  tous  le  même  premier  terme  x  et 
des  seconds  termes  différents,  tous  les  termes  du  résultat  seront 
dissemblables  ;  que,  par  conséquent,  il  n'y  aura  pas  de  coeffi- 
cients numériques,  de  sorte  que  l'on  pourra  espérer  de  décou- 
vrir la  loi  qui  retira  les  termes  de  ce  produit.  Cette  loi  recon- 
nue ,  il  suffira  de  supposer  que  les  seconds  termes  de  nos 
binômes  deviennent  tous  égaux  à  a,  et  elle  deviendra  celle  que 
doivent  suivre  les  termes  du  développement  de  la  m""^  puissance 
du  binôme  {x-\~a). 

5ô0.  Tâchons  donc  de  découvrir  quelle  est  la  forme  du  pro- 
duit des  m  facteurs  (x+a),  (x-\-b),  {x-\-c),...  {x-\-k).  On  voit 
d'abord  que  l'on  obtiendra  un  terme  quelconque  de  ce  pro- 
duit, en  prenant  un  terme  dans  chaque  facteur  et  en  muhipliant 
tous  ces  termes  entre  eux;  d'où  il  suit  1°  que  deux  termes  de 
notre  produit  seront  a;"*  et  abc.k;  2°  qu'il  renfermera  en  outre 
toutes  les  puissances  de  x  moindres  que  la  m™«;  car,  si  l'on 
multiplie  les  premiers  termes  de  (??i— ?i)  de  nos  binômes  par 
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les  seconds  termes  des  ?i  autres,  on  aura  un  terme  du  produit, 
qui  contiendra  x"^"".  En  conséquence,  si  on  ordonne  ce  pro- 
duit par  rapport  aux  puissances  descendantes  de  x,  le  coeffi- 
cient de  a;*"-"  sera  la  somme  de  tous  les  produits  différents  que 
l'on  peut  obtenir  en  multipliant  nk  n  tous  les  seconds  termes 
de  nos  binômes  *  ;  d'ailleurs  ce  terme,  où  x  a  l'exposant  {m — n), 
en  aura  n  avant  lui,  puisque  les  exposants  de  x  décroissent 
d'une  unité,  à  partir  du  premier  terme  où  cette  lettre  entre  à 
la  puissance  m.  On  voit  donc 

1°  Que,  dans  le  premier  terme  du  développement,  x  a  un  expo- 
sant égal  au  nombre  des  binômes  que  l'on  a  multipliés; 

2°  Que  Vexposant  de  x  diminue  d'une  unité  dans  le  passage  d^un 
terme  au  suivant,  jusquau  dernier  terme  où  il  est  zéro; 

3*»  Qus  le  coefficient  du  premier  terme  est  V  unité;  que  celui  d^un 
terme  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  produits  différents  que 
Von  obtient  en  multipliant  les  seconds  termes  des  binômes  pris  en 
nombre  marqué  par  le  nombre  des  termes  qui  jjrécèdent  celui  que 
Von  considère,  de  sorte  que  le  coefficient  du  deuxième  terme  est  la 
somme  des  deuxièmes  termes  des  binômes,  que  celui  du  troisième  est 
la  somme  de  leurs  produits  distincts  2  à  2,  et  ainsi  de  suite;  enfin 
que  le  coefficient  du  dernier  terme  est  le  produit  de  tous  les  seconds 
termes  des  facteurs  binômes. 

D'après  cela,  si  l'on  convient  de  représenter,  en  général,  par 
Sn  la  somme  des  combinaisons  n  à  n  des  m  quantités  a,  b,  c,...k, 
on  aura 

(x+a)(x+b)ix+c),..(x+l!)=zx'^+...  +  SnX'^-''+... 
+  abc...k.  [9] 

En  faisant  successivement  n  —  l,  =2,  =3...,  ={m — 1},  on 

*  Si  l'on  prétendait  qu'une  de  ces  combinaisons  ne  fait  point  partie  de  ce 
coefficient,  on  réfuterait  cette  objection,  en  disant  que.  si  l'on  multiplie  les  se- 
conds termes  des  n  binômes  où  se  trouvent  les  lettres  qui  entrent  dans  cette 
combinaison  par  les  premiers  termes  de  tous  les  autres  binômes,  on  aura  cer- 
tainement un  terme  du  produit,  lequel  terme  est  formé  de  la  combinaison  dont 
il  s'agit  multipliée  par  x"-'*. 
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déduira  de  SnO?""-"  tous  les  termes  qui  sont  compris  entre  le 
premier  x""  et  le  dernier  abc.k. 

551.  Cette  égalité  étant  indépendante  des  valeurs  particu- 
lières des  quantités  a,  b,  c.k,  on  pourra  y  supposer  toutes 
ces  quantités  égales  entre  elles,  ce  qui  réduira  le  premier 
membre  à  (x-\-aj''\  Quant  au  second  membre,  le  terme  x""  ne 
changera  pas,  et  le  dernier  deviendra  a"».  S^  étant  la  somme 
des  combinaisons  n  à  n  des  m  quantités  a,  b,  c.k,  et  cha- 
cune de  ces  combinaisons  devenant  a"",  lorsqu'on  suppose 
a=b  =  c=...=^k,  Sn  sera  alors  égale  à  a"  répélé  autant  de  fois 
que  l'on  peut  former  de  combinaisons  avec  m  lettres  prises 
n  hn;  donc  on  aura  (525) 

^  m(m — l)(m — 2).., {m — (n — 1\   ^ 

^"~"  1.2.      3       '.       :^       n         ^' 

et  par  conséquent  la  formule  du  binôme  de  Newton  sera 

r     1     N«,       ^  ^        I  ^^^(^^^ — 1)(^^ — 2...jm — <n — 1)1  „  ^  „] 

(^  +  ar^^^+...+  ^   .2.3     .     .     .n       ^^         ,  [10] 

+  ...+a-  \ 

dans  laquelle  il  faudra  donner  an  les  valeurs  successives  1,  2, 
3, ...(771 — 1),  pour  obtenir  tous  les  termes  compris  entre  le 
premier  x"^  et  le  dernier  ft*". 

552.  Si  l'on  désigne  par  T„+i  le  terme  du  rang  n-\-\y  c'est- 
à-dire  celui  qui  en  a  n  avant  lui,  on  aura 

In+i-y—^— y— 3      ^      ^      -  ax      ,      [UJ 

et  celte  formule  est  appelée  le  terme  général  du  développement 
de  {x-\-a)^,  parce  qu'elle  fait  connaître  tous  les  termes  de  ce 
développement,  à  partir  du  second,  en  y  faisant  successive- 
ment 71=  1,  =2,  =:3,...  =771.  Elle  a,  comme  on  voit,  l'avan- 
tage de  fournir  chaque  terme  de  la  t?!"^*^  puissance  de  {x-\-a), 
indépendamment  des  autres.  Ainsi,  si  l'on  a  besoin  de  con- 
naître le  sixième  terme,  on  observera  que,  ce  terme  en  ayant 
5  avant  lui,  il  faudra  faire  n=-h,  ce  qui  donnera 
_ m(77i  — l)(77i  — 2)(7?i  — 3)(m— 4)  ^ 
^«-1    .   2      .      3       .       4      .      5      '^"^      • 
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555.  Si,  dans  la  formule  [II],  on  change n  en  7ï+  1,  elle 
deviendra 

m      __ m(m— l)(7?i-2)...jm.>-(n  — l)Km--n)   ^^,        _, 
^"-^^  -1.2.      3rT7.  ^r~.      (n  +  ï) 

En  comparant  cette  valeur  de  T„+s  à  celle  de  T„+i,  et  en  obser- 
vant que  le  terme  T„xi  est  le  (n+ 1)™"  du  développement,  on 
en  conclura  que  pour  déduire  un  terme  quelconque  du  précé- 
dent, il  faut  multiplier  celui-ci  par  l'exposant  dont  x  y  est 
affectée,  diviser  le  produit  par  le  nombre  qui  marque  le  rang 
de  ce  terme,  augmenter  l'exposant  de  a  d'une  unité  et  diminuer 
d'autant  celui  de  x.  On  pourra  donc  énoncer  de  la  manière 
suivante  la  règle  qu'il  faut  suivre  pour  élever  un  binôme  à  une 
certaine  puissance  : 

Pour  élever  un  binôme  (x  +  a)  à  une  puissance  donnée,  élevez 
le  premier  terme  de  ce  binôme  à  cette  puissance  et  vous  aurez  le 
premier  terme  du  développement;  pour  former  un  terme  quel- 
conque de  cette  puissance,  multipliez  le  terme  précédent  par  V  expo- 
sant dont  X  y  est  affectée,  et  divisez  le  produit  par  le  nombre  qui 
marqvs  le  rang  de  ce  terme,  puis  augmentez  d'une  unité  f  exposant 
de  a  et  diminuez  d'autant  celui  de  x. 

On  comprend  qu'au  moyen  de  cette  règle  on  pourra  d'abord 
former  le  premier  terme,  puis  en  déduire  le  second,  à  l'aide 
de  celui-ci  obtenir  le  troisième,  et  ainsi  de  suite.  .  ..  •. 

Le  développement  de  {x  +  a)'"  se  terminera  nécessairement, 
pmsque  dans  le  (m  -f  l)"»*  terme,  x  aura  l'exposant  zéro,  et  que 
par  conséquent  le  terme  suivant  sera  nul. 

En  appliquant  la  règle  précédente,  on  trouvera 

(x  +  ar  =  ^•"  +  Y  ax'"^'  +  ^\^^~  ^^  «'^"-' 

m{m—l)(m  —  2) 
+    1.2.3       ""-^      +•••' 

et  on  voit  que  le  coefficient  numérique  d'un  terme  quelconque 
est  le  nombre  des  combinaisons  que  l'on  peut  faire  avec  m  let- 
tres prises  en  nombre  marqué  par  le  nombre  des  termes  qui 
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précèdent  celui  que  Ton  considère,  ce  qui  s'accorde  avec  ce 
que  nous  avons  vu  au  n°  551. 

554.  Dans  la  pratique,  on  emploie  la  règle  que  nous  venons 

de  donner,  seulement  pour  calculer  les  coefficients  de  (^+  l) 

ou  des — Y~  premiers  termes  du  développement,  selon  quew 

est  pair  ou  impair,  parce  que  ceux  des  autres  seront  connus 
par  cela  même ,  puisque  les  coefficients  des  termes  êqui- 
distants  des  extrêmes  sont  égaux.  Comme  ce  principe  n'a  été 
établi  que  par  induction  (529),  nous  allons  le  démontrer  com- 
plètement. 

1" DÉMONSTRATION.  Le  tcrmc  qui  en  a  n  après  lui  est  le  (n-|-l)'"% 
en  comptant  de  la  droite  vers  la  gauche,  et,  comme  le  nombre 
total  des  termes  du  développement  est  {m-{-  1),  on  voit  qu'il 
en  a  (m  + 1)  —  (n+  1)  =  fn — n  avant  lui,  de  sorte  que  son  coef- 
ficient est  égal  au  nombre  des  combinaisons  que  l'on  peut  faire 
avec  m  lettres  prises  (m — n)  à  (m — n);  mais  ce  nombre  est  égal 
à  celui  des  combinaisons  de  m  lettres  ?^  à  n  (524),  lequel  nombre 
est  le  coefficient  du  terme  qui  en  a  n  avant  lui;  donc,  etc. 

2^  DÉMONSTRATION.  Soit /ca^o;'"""  Ic  tcrmc  qui,  dans  le  dévelop- 
pement de  (aj+a)*",  en  a  n  avant  lui:  je  remarque  que  la  quan- 
tité {x-\-a)"'  ne  changeant  pas,  lorsqu'on  y  permute  x  et  a,  son 
développement  ne  devra  pas  non  plus  être  altéré  par  cette  per- 
mutation des  deux  lettres  x  et  a,  et  que  par  conséquent,  puis- 
qu'il contient  le  terme  /ca^iz;'"-",  il  renfermera  aussi  le  terme 
/i:a;"a*"-\  Or  ce  terme  en  a  (m — n)  avant  lui,  puisque  l'exposant 
de  a  dans  un  terme  quelconque  est  égal  au  nombre  des  termes 
qui  le  précèdent;  donc  le  terme  A;a;"a"*-** est  le  (m — n-\-l)"'%  et 
comme  le  nombre  total  des  termes  du  développement  de  (x-\-a)'^ 
est(î?i+l),  on  voit  qu'il  en  a  (m+1)  — (?7i — n-\-  l)=?i  après  lui; 
donc  les  deux  termes  /ca^ic"*""  et  kx/'a'^-''  sont  également  dis- 
tants des  deux  extrêmes. 

555.  Si  le  second  terme  du  binôme  est  négatif,  il  n'y  aura 
de  différence,  dans  la  formule,  qu'en  ce  que  les  termes  seront 
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alternativement  positifs  et  négatifs/  puisque  a  a  un  exposant 
pair  dans  tous  les  termes  de  rang  impair  et  un  exposant  impair 
dans  tous  les  termes  de  rang  pair.  Ainsi 

1    •    ^  f 

>  ri2i 

m[m—l)(7n—2)  ,  «  ,  ,    ,    (        ■• 

1.         ,        A  ,  Ô  J 

Exemple.  Élever  le  binôme  (x — a)  à  la  sixième  jouissance.  On 
devra  calculer  directement  les  quatre  premiers  termes  du  dé- 
veloppement, et  en  négligeant  les  joignes,  on  trouvera 

.     ex'a      6.5.rV:2      ^      .  ,      Ib.kxhi^ 
x\  -j-,    '—j~  =  Vox^a\    g =:20x'a'; 

donc 

{x~a)'=:x^—^ajifi-\-  15«V'— âCa^o-^H-  l^a'a^—Ç>a^x+aK 
556.  Si  on  voulait  former  le  développement  de  la  m™"'  puis- 
sance d'un  binôme  quelconque,  par  exemple  de  2ax-—2>h^c,  il 
faudrait  d'abord  élever  (j:^+<ï)  à  cette  puissance,  puis  remplacer 
dans  le  développement  x  par  '^ax^  et  h  par — 3&'c.  Mais  les  calculs 
effectués  de  cette  manière  seraient  encore  assez  longs.  On  les 
abrège  en  donnant  à  la  formule  du  binôme  une  forme  qui  en 
facilite  beaucoup  l'application.  Il  suffit,  pour  cela,  de  mettre  a;"* 
en  facteur  commun  de  tous  les  termes  du  développement  de 
[x-\-a)'^,  ce  qui  donnera 

Celte  formule  nous  apprend  que,  loour  obtenir  la  m"'*  puis- 
sance d'un  binôme  quelconque,  il  faut  former  d'abord  la  suite  des 
nombres 

..     m—  1     7-/Z  — 2      7/1  —  3 


3     '  4 


ainsi  qm  le  rapport  du  second  terme  du  binôme  au  premier,  puis 
on  écrira  un  polynôme,  dont  le  premier  terme  sera  Vunité;  le  se- 
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cond  terme  se  formera  en  multipliant  ce  premier  terme  par  le 
premier  nombre  m  et  par  le  rapport  du  second  terme  du  binôme 
au  premier;  le  troisième,  en  multipliant  ce  second  terme  par  le 

second  nombre  - — - —  et  encore  par  le  rapport  du  second  terme  du 

A 

binôme  au  premier,  et  ainsi  des  autres.  On  multipliera  enfin  le 
polynôme  ainsi  obtenu  par  la  m""  puissance  du  premier  terme  du 
binôme,  et  on  aura  le  développement  demandé. 

557.  Exemple.  Développer  la  sixième  puissance  du  binôme 
2ax^ — 36^c.  On  écrira  la  suite  des  nombres 

6  —  1  _5      6  — 2_4      6  — 3_3      6— 4__2     6—5  __  1 
'       2     ~2'       3     "~3'        4     ~"4'       5     ~~5'      6     ~6* 

et  le  rapport  du  second  terme  du  binôme  au  premier  étant 

Sb'c 
=  - — s,  on  aura 


2b^c   .   _     9&V  27b^c^ 


1_6._— 4-15.-^  _^ 

\}K    81 W  2435^V       729¥-c^) 

ou,  en  effectuant  les  calculs, 

(2aa?'—  Wcf  =  64aV^— 57  QaW^cx''  +  2 1 60a^5^cV— 4320^^^^^^ 
4-4860a^6«cV  — 2916a5^''cV  +  7296^V. 

558.  Si,  dans  les  formules  [10]  et  [12],  on  suppose  07= a  =  l^ 
on  verra  que  tous  les  termes  des  seconds  membres  se  rédui- 
ront à  leurs  coefficients,  mais  que  le  premier  membre  de  la 
première  deviendra  2"*,  tandis  que  celui  de  la  seconde  s'anéan- 
tira. On  voit  donc  que  la  somine  des  coefficients  de  tous  les  termes 
d'une  puissance  quelconque  d'un  binôme  est  égale  à  la  puissance 
même  degré  de  2^  et  que  la  somme  des  coefficients  des  termes 
de  rang  pair  est  égale  à  celle  des  coefficients  des  termes  de  rang 
impair. 

559.  La  démonstration  que  nous  avons  donnée  de  la  formule 
dubinome  de  Newton  suppose  essentiellement  que  l'exposant  m 
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de  cette  puissance  est  un  nombre  entier  et  positif,  puisque  nous 
avons  obtenu  cette  formule  en  supposant,  dansle  développement 
du  produit  des  wbinomes  (x-\-  «),  (x-\-b),  {x-\-c),....(x  +  A;),  que 
tous  les  seconds  termes  de  ces  binômes  devenaient  égaux.  Ce- 
pendant cette  formule  est  encore  vraie,  quelle  que  soit  la  na- 
ture de  l'exposant  m,  mais  la  démonstration  rigoureuse,  pour 
ce  cas  général,  sort  des  éléments.  Ainsi  on  aura  : 


(x+a)-^=x-^-\-{-l)ax-^+  ^  ^  ^\^^  ^^ 

(-l)(-2)(-3) 
+      1.2.3         ""^     •••• 
ou  bien  : 

,     ,     xj _l iii^! ^-4- 


a'x- 


On  trouvera  de  même  que  : 


5 


(-!)(-4) 


( 2>/ 5W 8\  _U 

+   1     ,2  3^'^     '+•••• 

ou  bien 

-2         _2       2      --      5       --      40       -— 
{x-\-a)    '^ —X   ^ — -ax    ^  +  -a-a;   ^— — j-a^o?   ^  +•••• 

540.  La  formule  de  Newton  nous  permet  de  compléter  ici 
une  tbéorie  que  nous  n'avons  pu  exposer  dans  nos  Leçons 
d'arithmétique  que  pour  des  cas  très-particuliers  :  nous  vou- 
lons parler  de  l'extraction  de  la  racine  m'^''  des  nombres.  Il  suit 
en  effet  de  cette  formule,  que  si  l'on  représente  par  x  les 
dizaines  d'un  nombre  et  par  a  ses  unités ,  la  m™*  puissance  de 
ce  nombre  se  composera  de  la  m-"*  puissance  des  dizaines  de  ce 
nombre  p/w5  de  m  fois  le  produit  de  la  (m  —  !)'"«  puissance  de 
ses  dizaines  multipliée  par  ses  unités,  plus  d'une  suite  d'autres 
termes.  Cela  posé,  en  remplaçant,  dans  la  théorie  que  nous 
avons  donnée  de  la  racine  cubique  des  nombres,  les  expressions 
de  cube  et  de  racine  cubique  par  celles  de  m°^'  puissance  et  de 
racine  7?i'"%  et  le  nombre  3  par  le  nombre  m,  partout  où  il  sera 
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question  du  degré  de  la  racine  demandée,  on  trouvera  la  mé- 
thode qu'il  faut  suivre  pour  extraire  la  racine  iiv^"  d'un  nombre. 

§  YII.  PUISSANCES  DES  POLYNOMES. 

34f .  Le  développement  de  la  m™"'  puissance  d'un  polynôme 
quelconque  a-{-b-\-c-\-d-}-6-\- .,,  se  déduit  facilement  de  la 
règle  que  nous  avons  donnée  pour  former  la  m''^^  puissance  d'un 
binôme;  car,  si  on'représentepar  ala  somme  b  -]-  c-\-  cl  -{-  e  -\-.. . 
de  tous  les  termes  qui  suivent  le  premier ,  on  sera  ramené  à 
développer  (a  +  «)*",  et  on  trouvera  un  polynôme  qui  procédera 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  a,  c'est-à-dire  suivant  les 
puissances  ascendantes  d'un  polynôme  qui  a  un  terme  de  moins 
que  le  polynôme  proposé.  En  désignant  de  même  par  p  la 
somme  c-\-d-\-e-\-...de  tous  les  termes  qui  suivent  le  premier 
terme  de  a,  on  fera  dépendre  la  formation  des  2%  3%  4%...  m" 
puissances  de  a  des  puissances  du  même  degré  p,  c'est-à-dire 
d'un  polynôme  contenant  deux  ternies  de  moins  que  le  poly- 
nôme proposé;  de  sorte  qu'en  continuant  ainsi,  on  finira  par 
n'avoir  plus  à  former  que  les  puissances  successives  d'un  bi- 
nôme, ce  qui  n'offre  aucune  difficulté. 

Exemple.  Former  le  cube  r/e  (a  +  b  -|-  c  -j-  d). 

a  =b+c+d,     (a+b  +  c+df  =  (a+a)3=  a^+Sa'a  -f-  Saa'+a^  ; 
^  =  C  +  d,      a  =  ^-|-p,      a,^=b'--{-2b^+p'; 
a^=:b'  +  3b'^  +  3b^'  +  f; 
p2  =,c'-\-  2cd  -f  d\     ^'=c^-{-  3c'd  +  Scd'  +  d'  ; 
a^  =  6^  +  c^  +  d'  +  2{bc  +  bd  +  cd)  ; 
o.'^=,}j^j^â  +  d^+2>{b''c  +  bH+bâ+bd'^cH  +  cd})-\-Ç>bcd\ 
(^aJ^l)j^c+df=a^+b^^c^+d?+Z[o}b+ah^ahl-\-b''C^b\l+cH 
-\-cd'''\-ab^-\-ac'-\-ad^-\-bc--\-bd')-\-Ç>{abc+abd-\-acd  +  bcd). 

*342.  Proposons -nous  de  trouver  l'expression  du  terme  gé- 
néral du  développement  de  la  m"'"  puissance  d'un  polynôme  ; 
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mais  auparavant  donnons  une  autre  forme  à  l'expression  que 
nous  avons  obtenue  précédemment  (552)  pour  T„+i.  Nous  mul- 
tiplierons les  deux  termes  de  cette  formule  par  1.2.3...  (m—??), 
de  sorte  que  le  numérateur  deviendra  le  produit  de  tous  les 
nombres  entiers  depuis  1  jusqu'à  m  ;  ce  qui  donnera 

■^*^^^-1.2.3...nX1.2.3...(m  — n)"^"^      *       L^^J 

Cette  formule  a  sur  la  formule  [11]  l'avantage  de  fournir  tous 
les  termes  du  développement  de  {x  +  a)*'*,  en  y  donnant  à  n  les 
valeurs  successives  0,  1,  2,  3,...  7n ,  -pourvu  que  Von  convienne 
de  ne  joas  tenir  compte  du  facteur  1.2.3...  n  quand  on  supposera 
n  =  0,  non  plus  que  du  facteur  1.2.3...  (m — n)  lorsque  n  sera 
égal  à  m. 

Cela  posé,  le  polynôme  proposé  étant  {a-\-b  +  c  +  d  +...), 
on  posera,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  b-{-c-\-d-\-...  =  oi, 
ce  qui  conduira  à  développer  (a  +  a)"",  et  le  terme  général  de 
ce  développement  sera 

en  posant,  pour  abréger, 

1.2.3...7?i 
A  = 


1.2.3...7iXi  .2.3..,{ni—n]' 

Soit  fait  maintenant  c+d +6  4-  ..  =  3,  de  sorte  que  a  =  ^p  +  p  ; 
le  terme  général  de  a"  =  (^  +  p)""  sera  donc 

en  posant,  pour  abréger, 

^  1.2. 3. ..71 


1.2. 3...^  XI  .2.  3...(?2— ]?) 

De  cette  formule  B^^  6"-^,  on  déduira  toutes  les  puissances  suc- 
cessives de  a,  si  pour  chaque  valeur  de  n  on  attribue  kp  toutes 
les  valeurs  depuis  zéro  jusqu'à  celle  de  n  dont  il  s'agit;  donc 
en  multipliant  toutes  ces  valeurs  de  a"  parles  valeurs  correspon- 
dantes de  Aa*"-",  on  obtiendra  tous  les  termes  du  développe- 
ment de  (a  +  5  +  c  +  cZ  +...)"*  ;  donc 
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serait  le  terme  général  de  ce  développement,  si  p  était  un 
monôme. 

Posons  maintenant  d  +  e  +...  =  y,  de  sorte  que  p  =c  +  y  ; 
le  terme  général  de  p^  sera 

en  faisant  pour  abréger 

r^ l»2.3...p . 

1.2.3...gX1.2.3...(j9— g)' 

et  en  raisonnant  comme  tout  à  l'heure,  on  verra  que 

ABGa"^-"  6"-^  cP-«  y^ 

serait  le  terme  général  de  (a+&+c+c;+...)*",  si  y  était  un 
monôme,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  pour  fixer  tes  idées,  qu'il  en  soit  ainsi;  nous 
remplacerons  dans  Texpression  précédente  A,  B,  G  par  leurs 
valeurs  respectives,  et,  en  ayant  soin  de  supprimer  les  facteurs 
communs  aux  deux  termes  de  la  fraction-produit,  il  viendra 

1.2.3. ..m 

1.2.3.. .(m-w)xl.2.3...(n-p)xi.2.3...(p-g)Xl.2.3...^^      ^      ^     ^^ 

car  alors  y  =  c?. 

Si  l'on  observe  que  la  somme  des  exposants  m—n,  n—p,  p — g, 
et  q  est  égale  à  m,  on  en  conclura  que  la  formule  du  terme  géné- 
ral de  la  m™^  puissance  du  polynôme  (a  -\-  b  -\-  c  -\-  d  -\-  e..,)  est 

1.2.3...nX1.2.3...pXl.2.3 gxi.2.3...rxetc. 

eny  joignant  la condition?ï+P+^+^+-"  =  ^j  de  sorte  que, 
pour  déduire  de  cette  formule  tous  les  termes  du  développement 
demandé,  il  faudra  chercher  tous  les  systèmes  de  valeurs  en- 
tières et  positives  àen,p  ,q,r.,.  qui  peuvent  satisfaire  à  cette 
équation  de  condition  et  les  substituer  ensuite  successivement 
dans  la  formule,  en  ayant  soin  toutefois  de  ne  pas  tenir  compte, 
dans  le  dénominateur  du  coefficient  numérique,  du  facteur 
qui  se  terminait  par  ^ero.  '  , 

545.  Lorsque  le  polynôme  que  l'on  veut  élever  à  une  certaine 
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puissance  est  ordonné  suivant  les  puissances  d'une  même  lettre, 
on  peut,  en  modifiant  légèrement  la  méthode  du  n°  541,  faire 
en  sorte  que  la  puissance  demandée  soit  ordonnée  immédiate- 
ment suivant  les  puissances  de  cette  lettre.  Supposons  par  exem- 
ple que  l'on  demande  le  cube  du  polynôme  (a-\-bx-\-cx--]-dx^). 
Je  représenterai  par  «a?  la  somme  de  tous  les  termes  qui  suivent 
le  premier,  c'est-à-dire  que  je  poserai  b-\-cx-\-dx~=(x;  j'au- 
rai ainsi 
^a-\-bx  +  cx^  +  dxy  =  {a  +  oLxf  =  a^  +  3a-ax  +  3aaV  +  a  V. 

Il  s'agit  actuellement  de  former  a*  et  a^  Pour  cela,  je  représen- 
terai par  px  la  somme  de  tous  les  termes  qui,  dans  la  valeur  de  a, 
suivent  le  premier,  c'est-à-dire  que  je  poserai  c-{-dx=p,  et 
j'auraiainsi 

a^  =  (6  +  pxf  =  b'-  +  2bpx  +  p'x\ 

C.3  =  (&  +  ^xy  =  6'  +  3b'-px  4-  36S-V  -f  p^'x^. 

Il  faut  actuellement  calculer  p^  et  p^;  mais,  comme  p  représente 
le  binôme  c-\-dx,  il  n'y  aura  aucune  difficulté  pour  cela,  et  on 
trouvera 

f~  =  c''  +  2cdx  -f  d'x\     f  =  c^  +  2>chlx  +  Zcd^x''  +  d'a^, 
€t  par  suite 

+  c'  I 

+3bc^l    +c3     I    +3cmI 


et  enfin,  pour  le  développement  demandé. 


+3ab='|   +6tt&c 
+  V- 


+3b2d 
+3&C2 


+6&cd 
+  c3 


+3c'dl 


544.  n  arrive  souvent  que,  dans  le  développement  d'une 
puissance  d'un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  Xy  on  n'ait  besoin  que  des  premiers  termes  de  ce  déve- 
loppement; on  peut  encore  les  obtenir  facilement  parla  méthode 
précédente,  et  en  évitant  de  calculer  des  termes  de  degré  supé- 
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rieur  à  ceux  dont  on  a  besoin.  Supposons,  par  exemple,  que 
l'on  demande  les  quatre  premiers  termes  de  la  cinquième  puis- 
sance du  polynôme  a-\-bx-\-cx^-}-dx^-\-ex''-{-fx^-\-gaf.  Je 
poserai,  comme  précédemment, 

b-j-cx  +  dx^  +  ex^-\-fx'^-\-  gx^  =  (x, 

et  le  développement  demandé  sera  équivalent  à 

{a  +  oLxf  —  a^-{-  ba'^ax  +  1  Oa\^x^  + 1  Oa^aV  + . . .  : 

on  s'arrête  au  terme  en  a^,  puisqu'on  n'a  pas  besoin  de  termes 
d'un  degré  supérieur  au  troisième.  On  voit,  d'après  cela,  que 
dans  les  valeurs  de  a,  a^  a^  on  ne  devra  pas  conserver  de  termes 
d'un  degré  plus  élevé  respectivement  que  le  deuxième,  le  pre- 
mier et  le  degré  zéro  par  rapport  à  x.  Je  pose  actuellement 

c  +  dx-\-cx~  +  fx''+gx'=p, 
et  j'en  conclus 

Pour  que  a^  soit  du  premier  degré  en  x ,  il  faut  que  p  soit  du 
degré  zéro  ;  donc 

p  =  c,     oi  =  b+cx+dx\     (^^  =  b'^  +  2bcx,     a^=b\ 

par  suite 


{a+bx+  cx'^  +  ,..y  ==a'  +  ha'hx  +  5aV 

\Wb^ 


x^-\-^a'd 
4-  ^Oa^bc 
+  10Ô' 


x'  +  „. 


%  YIII.  RACINE  CARRÉE  DES  POLYNOMES. 

54^.  L'extraction  de  la  racine  carrée  des  polynômes  repose 
sur  les  deux  principes  suivants  : 

1"  Principe.  Lorsqu'un  polynôme  et  son  carré  sont  ordonnés 
par  rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre^  le  premier  terme 
du  carré  est  sans  réduction  le  carré  du  2)re7nier  terme  de  ce 
polynôme. 
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Ce  principe  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui  qui  sert  de 
base  à  la  théorie  de  la  division  des  polynômes  (08). 

546.  2^  Principe.  Lorsquun  polynôme  et  son  carré  sont  or- 
donnés j)^.^^  rapport  aux  puissances  cVune  même  lettre ,  si  du 
carré  total  on  retranche  le  carré  de  la  somme  des  n  premiers 
termes  du  polynôme,  le  premier  terme  du  reste  sera  sans  réduc- 
tion le  double  produit  du  premier  terme  de  ce  polynôme  par  son 
(n  +  l)""^  terme. 

Représentons,  en  effet,  par  A  la  somme  des  n  premiers  termes 
du  polynôme,  et  parB  la  somme  des  termes  suivants,  de  sorte 
que  l'expression  de  ce  polynôme  sera  A  +  B;  celle  de  son  carré 
sera  donc  A-+  2AB  +  B%  et  si  l'on  en  retranche  le  carré  de  la 
somme  de  ses  n  premiers  termes,  c'est-à-dire  AS  il  restera 
2AB  +  B"*  Or,  si  l'on  suppose  que  l'on  ait  ordonné  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes,  par  exemple,  d'une  même  lettre, 
on  voit  que,  A  renfermant  cette  lettre  à  une  puissance  plus 
élevée  que  B,  elle  aura  dans  A.2B  =  2AB  un  exposant  plus 
élevé  que  dansB.B  =  B-;  donc  le  premier  terme  de  2AB  sera  le 
premier  du  reste;  mais  ce  premier  terme  est  sans  réduction  le 
double  du  produit  du  premier  terme  de  A,  c'est-à-dire  du  pre- 
mier terme  du  polynôme  proposé,  par  le  premier  terme  de  B, 
c'est-à-dire  par  le  {n-{-iy'^  terme  de  ce  polynôme;  donc,  etc. 

547.  Ces  principes  établis,  passons  à  l'extraction  de  la  racine 
carrée  d'un  polynôme.  J'ordonne  ce  polynôme  par  rapport  aux 
puissances  d'une  même  lettre,  et  je  conçois  que  la  racine  de- 
mandée soit  ordonnée  de  la  même  manière.  En  vertu  du  premier 
principe,  le  premier  terme  du  polynôme  est  sans  réduction  le 
carré  du  premier  terme  de  cette  racine;  donc  nous  aurons  ce 
premier  terme  en  extrayant  la  racine  carrée  du  premier  terme 
du  polynôme.  Maintenant,  en  vertu  du  deuxième  principe,  si  du 
polynôme  on  retranche  le  carré  du  premier  terme  de  la  racine,  le 
premier  terme  du  reste  sera  sans  réduction  le  double  du  produit 
du  premier  terme  de  cette  racine  multiplié  parle  deuxième  : 
donc,  en  le  divisant  par  le  double  du  premier  terme  de  la  racine, 
on  obtiendra  le  deuxième  terme  de  celte  racine.  En  vertu  du 

c.  17 
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même  principe,  si  du  polynôme  proposé  on  retranche  le  carré 
de  la  somme  des  deux  premiers  termes  de  la  racine,  le  premier 
terme  du  reste  sera  le  produit  du  double  du  premier  terme  de 
cette  racine  par  le  troisième  ;  donc  en  le  divisant  par  ce  double, 
on  trouvera  ce  troisième  terme.  Mais  nous  observerons  qu'au 
lieu  de  retrancher  du  polynôme  le  carré  de  la  somme  des  deux 
premiers  termes  de  la  racine,  il  suffira  de  soustraire  du  premier 
reste ,  le  double  produit  du  premier  terme  de  la  racine  par  le 
deuxième,  plus  le  carré  du  deuxième,  puisqu'on  a  déjà  retran- 
ché du  polynôme  donné  le  carré  du  premier  terme  de  la  racine. 
Ainsi  on  écrira  le  second  terme  de  la  racine  à  la  suite  du  dou- 
ble du  premier,  on  multipliera  le  binôme  ainsi  formé  par  ce 
second  terme,  on  retranchera  le  produit  du  premier  reste, 
et  en  divisant  le  premier  terme  du  nouveau  reste  par  le  double 
du  premier  terme  de  la  racine,  on  obtiendra  son  troisième 
terme.  En  continuant  ainsi,  on  trouvera  successivement  tous 
les  termes  dont  la  racine  doit  se  composer,  et  on  disposera  le 
tableau  des  calculs,  comme  nous  l'avons  fait  dans  l'arithmétique, 
pour  l'extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres. 

Si  le  polynôme  proposé  n'est  pas  un  carré  parfait,  l'applica- 
tion de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer  conduira  à  une 
expression  de  la  racine  qui  sera  composée  d'une  infinité  de 
termes  :  il  est  donc  nécessaire  de  savoir  à  quel  point  de  l'opéra- 
tion  il  convient  de  s'arrêter,  pour  reconnaître  que  la  racine  nest 
'pas  exacte  et  éviter  ainsi  des  calculs  inutiles.  Or,  si  le  polynôme 
donné  était  un  carré  parfait,  son  dernier  terme  serait  sans  réduc- 
tion le  carré  du  dernier  terme  de  la  racine  (345),  et  par  consé- 
quent le  dernier  terme  de  cette  racine  serait  la  racine  carrée  d« 
dernier  terme  de  notre  polynôme.  On  arrêtera  donc  Vopération 
quand  on  sera  parvenu  à  un  reste  nul ,  auquel  cas  le  polynôme 
trouvé  sera  évidemment  la  racine  demandée  (puisqu'on  aura 
obtenu  ce  reste  nul  en  retranchant  son  carré  du  polynôme  pro- 
posé), ou  à  un  reste  tel  qu'en  divisant  son  premier  terme  par  le 
double  du  premier  terme  de  la  racine ,  on  serait  conduit  à  écrire 
à  cette  racine  un  terme  dans  lequel  l'exposant  de  la  lettre  ordon- 
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natrice  serait  moindre  ou  plm  grand  que  la  moitié  de  celui  qu'a 
cette  lettre  dans  le  dernier  terme  du  polynôme,  suivant  que  Von 
aura  ordonné  par  rapport  aux  puissances  descendantes  ou  ascen- 
dantes  d'une  même  lettre.  On  sera  sûr  alors  que  ce  polynôme 
n'est  pas  un  carré  parfait. 

548.  Il  existe  des  caractères  auxquels  on  reconnaît  immé- 
diatement qu'un  polynôme  n'est  pas  un  carré  parfait;  ce  sont 
les  suivants  : 

1"  Si  son  premier  terme  étant  un  carré  par  fait  y  le  dernier  n'en 
est  pas  un;  car  on  ne  trouvera  à  la  racine  que  des  termes  ra- 
tionnels, et  le  dernier  terme  de  cette  racine  ne  doit  pas  Têtre. 

2**  Si  le  polynôme  étant  entier,  le  premier  terme  d'un  reste  n'est 
pas  exactement  divisible  par  le  double  du  premier  terme  trouvé 
à  la  racine,  car  alors  cette  racine  serait  fractionnaire,  et  par 
conséquent  son  carré  le  serait  aussi. 

549.  Extraire  la  racine  carrée  de  4x* —  12  a  x'+  25a*x* — 24alx 
+  16a*. 


4rr*  —  1 2fla^  +  2ba'x'  —  2ka'x  +  1 9a'' 

2x-—3ax-\-ka' 

—  kx' 

kx^—3ax 

+  I2as^—9a-x~ 

—  Sax 

+  IGa'jf 

—  1 6aV  -L  24fl'a;  +  1 6a* 

^x-—Qax+ka- 
+  ka' 

0 

Le  premier  terme  de  la  racine  est  2x-  qui  est  la  racine  carrée 
de  4ir\  On  retranche  le  carré  de  2x^  du  polynôme  et  on  divise 
—  12aa;*,  premier  terme  du  reste ,  |3ar  ka^  double  du  premier 
terme  de  la  racine.  On  trouve  — Sax  pour  le  deuxième  terme. 
On  l'écrit  à  la  droite  de  kx^,  on  multiplie  le  binôme  4a^ — ^ax 
par  — -3aa;,  on  soustrait  le  produit  du  premier  reste,  et  on  di\ise 
le  premier  terme  +16aV  du  deuxième  reste  par  kx~,  ce  qui 
donne  ka^  pour  troisième  terme  de  la  racine.  On  écrit  4a-  à  la 
suite  de  4a;^  —  Qax  double  de  la  somme  des  deux  premiers  termes 
de  la  racine,  et  on  retranche  du  deuxième  reste  le  produit  du 
trinôme  kx^—  6aa;+ 4a-  par  4a^  Le  reste  est  nul,  et  ainsi  la  ra- 
cine demandée  est  dz(2x-  —  dax  +  ka% 
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5o0.  Problème.  Etmit  donné  le  polynôme  Ax*  +  Bx' -I- Cx' 
4"  Dx  +  E ,  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  ses 
coefficients  A,  B,  G,  D  e?  E,  pour  qu'il  soit  un  carré  parfait. 

Si  les  coefficients  étaient  déterminés  comme  on  le  demande, 
il  faudrait  qu'en  extrayant  la  racine  carrée  du  polynôme  on 
trouvât  un  reste  nul  :  mais  puisque  le  polynôme  est  du  qua- 
trième degré  par  rapport  à  ^,  sa  racine  sera  du  deuxième  ;  donc 
le  reste  correspondant  au  terme  de  cette  racine  qui  est  indé- 
pendant de  X  sera  du  premier  degré,  et  par  conséquent  de  la 
forme  AïO^  +  Aa-  Ce  reste  devant  être  nul,  quelque  valeur  que 
Ton  assigne  à  x,  il  faudra,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  Ai  et  Ai 
soient  chacun  égaux  à  zéro;  car,  x  conservant  une  indétermi- 
nation complète  et  restant  une  quantité  purement  algébrique, 
les  termes  du  polynôme  Ai^^+Aa  sont  dissemblables,  et  par 
conséquent  ne  peuvent  pas  s'entre-détruire,  de  sorte  que  ce 
polynôme  ne  sera  nul  qu'autant  que  chacun  de  ses  termes  sera 
séparément  égal  à  zéro*.  Extrayons  donc  la  racine  carrée  du 
polynôme  proposé,  et  nous  trouverons  que  le  reste  du  premier 

degréest  |  D—   ^^  ^^7      ]^  +  ^--^^647^    ^  ;  donc  les 
équations  de  condition  demandées  sont 

B(4AG-^B^)_,      ^      {kkÇ^B^f      . 
13  ^,        -0,     L ^__o, 

ou  bien,  en  chassant  les  dénominateurs, 

B'— 4ABG  +  8A2D  =  0,     (B^— 4AG)*— 64A«E  =  0. 
On  trouve  ainsi  deux  équations  entre  les  cinq  coefficients  A,  B, 
G,  D,  E,  et  on  peut  par  conséquent  disposer  arbitrairement  de 
trois  d'entre  eux. 


*  Comme  ce  raisonnement  s'appliquerait  très-bien  à  un  polynôme  composé 
d'un  plus  grand  nombre  de  termes,  on  peut  établir  le  théorème  suivant  : 
Pour  qu'un  pohjnome  ordonné  suivant  les  puissances  (Tune  certaine  lettre  x 

soit  nul,  QUELQUE  VALEUR  QUE  l'ON  PUISSE  ASSIGNER  A  CETTE  LETTRE,  il  faut  et 

il  suffit  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x  soient  chacun  égaux  à 

zéro. 
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§  IX.  DE  LA  RACINE  CUBIQUE  DES  POLYNOMES. 

501.  1"  Principe.  Lorsquun  polynôme  et  son  cube  sont  or- 
donnés par  rapport  aux  puissances  d\ine  même  lettre,  le  pre- 
mier terme  du  cube  est  sans  réduction  le  cube  du  premier  terme 
de  ce  polynôme. 

Ce  principe  est  une  conséquence  directe  de  ceux  que  nous 
avons  établis  aux  n**»  543  et  o8. 

502.  2'  Principe.  Si  un  polynôme  et  son  cube  sont  ordonnés 
par  rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre,  et  que  de  ce  cube 
on  retranche  le  cube  de  la  somme  des  n  premiers  termes  du  poly- 
nôme proposé,  le  2>remier  terme  du  reste  sera  sans  réduction  le 
triple  produit  du  carré  du  premier  terme  de  ce  polynôme  multi- 
plié par  son  (n+1)™*  terme. 

Soient  A  la  somme  des  n  premiers  termes  de  notre  polynôme 
et  B  la  somme  des  suivants  :  ce  polynôme  sera  représenté  par 
A  +  B,  et  son  cube  par  A^+3A-B^-3AB^  +  B^  de  sorte  que  si 
l'on  en  retranche  le  cube  A^  de  la  somme  des  n  premiers  termes 
du  polynôme,  il  restera  3A^B+3AB-+B^  Or  on  voit  que  le 
produit  3A-B  est  d'un  degré  plus  élevé,  par  rapport  à  la  lettre 
ordonnatrice,  que  les  deux  autres  (nous  supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que  l'on  ait  ordonné  suivant  les  puissances  décrois- 
santes d'une  m.ême  lettre);  car  les  deux  termes  3A^Bet3AB-ont 
le  facteur  commun  3AB,  et  le  facteur  A  restant  du  premier  est 
d'un  degré  plus  élevé  que  le  facteur  B  restant  du  second,  de 
sorte  que  la  lettre  ordonnatrice  entre  avec  un  exposant  plus 
grand  dans  3A-B  que  dans  3AB-.  Par  une  raison  semblable, 
3AB^  est,  par  rapport  à  la  lettre  ordonnatrice,  d'un  degré  plus 
élevé  que  B^  Donc  le  premier  terme  de  3A^B  est  le  premier 
terme  du  reste;  mais  il  résulte,  sans  réduction,  de  la  multipli- 
cation de  trois  fois  le  premier  terme  de  A^  c'est-à-dire  de  3  fois 
le  carré  du  premier  terme  du  polynôme  proposé  par  le  premier 
terme  de  B,  c'est-à-dire  par  son  (?i+l)"* terme;  donc,  etc. 

2o5.  Soit  proposé  maintenant  d'extraire  la  racine  cubique 
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d'un  polynôme.  Nous  l'ordonnerons  parrapport  aux  puissances 
d'une  même  lettre,  et  nous  concevrons  que  la  racine  cubique 
demandée  soit  ordonnée  de  la  même  manière.  En  vertu  du  pre- 
mier principe,  le  premier  terme  du  polynôme  est  sans  réduc- 
tion le  cube  du  premier  terme  de  celte  racine,  de  sorte  que 
nous  obtiendrons  ce  premier  terme  en  extrayant  la  racine  cu- 
bique du  premier  terme  du  polynôme.  Je  l'appelle  a.  En  vertu 
du  deuxième  principe,  si  du  polynôme  on  retranche  le  cube  du 
premier  terme  de  la  racine,  le  premier  terme  du  reste,  c'est-à- 
dire  le  deuxième  terme  du  polynôme,  sera  sans  réduction  le 
produit  du  triple  du  carré  du  premier  terme  de  la  racine  par 
son  deuxième  terme,  et  par  conséquent  on  trouvera  ce  deuxième 
terme,  que  je  désignerai  par  b,  en  divisant  le  deuxième  terme 
du  polynôme  par  le  triple  du  carré  du  premier  terme  de  la  ra- 
cine. En  vertu  du  second  principe,  si  du  polynôme  donné  on 
soustrait  le  cube  de  la  somme  des  deux  premiers  termes  de  la 
racine,  le  premier  terme  du  reste  sera  sans  réduction  le  produit 
du  triple  du  carré  du  premier  terme  de  la  racine  par  son  troi- 
sième terme  :  donc  en  le  divisant  par  ce  triple  carré,  on  aura  ce 
troisième  terme.  Mais  nous  observerons  que,  comme  on  a  déjà 
retranché  du  polynôme  proposé  le  cube  a^  du  premier  terme  a 
delà  racine,  pour  en  soustraire  le  cube  de  la  somme  (a+/^)  des 
deux  premiers  termes  il  suffira  de  retrancher  2>o}b-\-2>a}f~-\-h^ 
du  premier  reste.  Or  cette  quantité  revient  k{2,a^-\-2>ah-\-h^)  h, 
ou  encore  à  Î3a-+(3a-j- 5)^(6;  de  sorte  que,  pour  la  former, 
on  ajoutera  h  au  triple  de  <z,  on  multipliera  la  somme  par  h\  on 
ajoutera  le  produit  à  3a^  et  on  multipliera  la  somme  par  h;  donc 
en  soustrayant  ce  dernier  produit  du  premier  reste,  et  en  divi- 
sant le  premier  terme  du  deuxième  reste  par  3a^  on  obtiendra 
le  troisième  terme  c  de  la  racine.  Pour  trouver  maintenant  le 
quatrième  terme,  on  devra  retrancher  du  polynôme  le  cube  de 
la  somme  (a-|-&-|-c)  des  trois  premiers  termes  de  la  racine 
et  diviser  le  premier  terme  du  reste  par  3a^;  mais  je  remarque 
que  {a-^h-\-cf=^{a+hf-\-Z{a-\-h)H-\-^{a  +  h)o^  +  c\  et 
que,  comme  on  a  déjà  retranché  {a-\-hf  du  polynôme,  ilsuf- 
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fira  (le  soustraire  du  reste  correspondant  3  (a+6/c+3  ia-^-by 
-fc^  Or  cette  quantité  re\ient  h  {3{a  +  by +3  {a +b)c  +  c']c 
_  [3 {a  +  bf  +  [^ (a  +  b)  +  c]c\c.  Pour  l'obtenir,  je  forme  d'a- 
bord SÇa-^bf,  et  comme  nous  avons  calculé  tout  à  l'heure, 
d'une  part  (3a-{-b)b=3ah-\-b\  d'une  autre  part  3a--\-(Sa+b)b 
—^a--{-3ab-\-b\  on  voit  qu'en  ajoutant  ^^lvec  ces  deux  quan- 
tités, nous  aurons  2o-+Ç>ab+3b-  =  3(a  +  bf.  Cela  fait,  on 
ajoutera  c  au  triple  de  (a+6),  on  multipliera  la  somme  par  &, 
on  ajoutera  le  produit  à  Zia  +  bf,  ce  qui  donnera  3(a  +  by 
+  3(a-l-6)c+c-;  on  multipliera  cette  somme  par  c,  et  on 
trouvera  3(a  +  6)  ^c  +  3  (a  +  b]c-  +  c\  On  soustraira  donc  ce 
produit  du  deuxième  reste,  et  en  divisant  le  premier  terme  du 
troisième  reste  par  3fl-,  on  aura  le  quatrième  terme  d  de  la  ra- 
cine, et  ainsi  de  suite.  On  disposera  d'ailleurs  les  calculs 
€omme  on  le  voit  ci-dessous  (Arithm.,  224)  : 


Polynôme  proposé. 

a  +  b  +  c  +  d- 

{- racino 

a^ 

2,a- 

3a4-b 

Sab  +  b'- 

Premier  reste. 

J 

— 3fl^6  — 3fl^^— fc' 

3a'+3ab+b' 

1 

Deuxième  reste. 

J 

~3(a-|-  6:-c  —  3  (a  -f  by-^  â 

^(a-Ub'f  .... 

.  .  .  ,      3^^_l_MJ_^ 

3{a+b)c+(^ 

Troisième  reste. 

etc. 

3:a+bfc+2{a+b)€+â 
etc. 

Si  le  polynôme  proposé  est  un  cube  parfait,  son  dernier 
terme  sera  le  cube  du  dernier  terme  de  sa  racine,  de  sorte  que 
le  dernier  terme  de  celte  racine  sera  la  racine  cubique  du  der- 
nier terme  de  ce  polynôme.  On  arrêtera  donc  la  série  des  calculs 
que  nous  venons  de  développer,  lorsqu'on  sera  parvenu  à  un  reste 
nul,  auquel  cas  le  polynôme  trouvé  sera  évidemment  la  racine 
demandée,  ou  à  un  reste  tel  quen  divisant  son  premier  terme  par 
le  triple  du  carré  du  premier  terme  de  ce  polynôme  trouvé,  on  serait 
conduit  à  écrire  à  la  racine  un  terme  dans  lequel  Vexposant 
de  la  lettre  ordonnatrice  serait  plus  petit  ou  plus  grand  que  le 
tiers  de  celui  qua  cette  lettre  dans  le  dernier  terme  du  polynôme 
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proposéj  selon  qu'on  Vaura  ordonné  suivant  les  puissances  des- 
cendantes ou  ascendantes  d'une  même  lettre.  On  sera  siir  alors  que 
le  polynôme  n  est  pas  un  cube  parfait. 

5^4.  Théorème.  La  racine  cubique  de  toute  quantité  A  ad- 
met  trois  valeurs  que  Von  obtient  en  multipliant,  par  les  trois 
racines  cubiques  de  Vunité,  la  détermination  arithmétique  a  de 
la  racine  cubique  de  A,  c  est-à-dire  la  quantité  obtenue  en  ex- 
trayant la  racine  cubique  de  A  par  la  méthode  donnée  en  arith  - 
onétique,  si  A  est  un  nombre ,  ou  par  les  procédés  i^idiqués  aux 
01°'  20£>  et  5o3,  si  A  est  une  quantité  algébrique. 

Nous  pourrons  poser,  en  effet,  v^  A  =at/,  pourvu  que  le  cube 
de  ay  soit  égal  à  A  ;  ainsi  on  aura 

aH/  =z  A,    d'où  y^  —  1  =  0, 

puisque  a  étant  la  détermination  arithmétique  de  la  racine  cu- 
bique de  A,  on  a  a^  =  A.  Ainsi  on  obtiendra  toutes  les  valeurs 
de  v^A  en  multipliant  a  successivement  par  chacune  des  racines 
de  l'équation  i/ — 1=0,  lesquelles  sont  évidemment  les  ra- 
cines cubiques  de  l'unité,  puisque  leurs  cubes  doivent  être 
égaux  à  l'unité  (127).  Résolvons  donc  cette  équation.  Son  pre- 
mier membre  est  divisible  par  {y — 1}  et  revient  (72)  ainsi  à 
(y  —  1)  (l/^  +  y  +  1)  ==  ^;  clone  pour  que  i/  —  1  soit  nul,  il  faut 
et  il  suffit  (292)  que  l'on  ait 

y -.1=0,     d'où    1/=  1, 
ou  y'+^  +  i=;o,    d'où  y  =  "^^^^~^ 

Ainsi  la  racine  cubique  de  l'unité  admet  trois  valeurs  dont  l'une 
est  réelle,  et  dont  les  deux  autres  sont  imaginaires.  Par  consé- 
quent, après  avoir  trouvé  la  déterminati(»n  arithmétique  a  de 
la  racine  cubique  d'une  quantité  donnée  A,  il  faudra  encore 
multiplier  cette   détermination   arithmétique    par     1,    par 

4r ^^  P'"^^' o '  P^"^  obtenir  toutes  les  va- 

2  2 

leurs  de  cette  racine  cubique. 
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5oo.  Remarquons  que  si  l'on  forme  le  carré  de  l'une  de 
ces  deux  valeurs  imaginaires,  on  retrouvera  l'autre  ;  ainsi 

/_-l-f.y/Z::8\-'       1  — 2v/^^— 3      _2-— 2v'^_      1  +  v'^^ 


4  4  2        ' 

de  sorte  qu'en  représentant  l'une  d'elles  par  a,  l'autre  le  sera 
par  a-,  et  qu'on  aura  en  conséquence 

506.  Il  suit  de  ce  qui  précède  que  si  Ton  n'a  trouvé  qu'une 
seule  valeur  en  appliquant  la  méthode  du  n°  oo5,  c'est  que  l'on 
n'a  pris  pour  valeur  du  premier  terme  de  la  racine  que  la  dé- 
termination arithmétique  de  la  racine  cubique  du  premier 
terme  du  polynôme,  tandis  que  l'on  aurait  dû  prendre  ses  trois 
valeurs  a,  a:i,  ax-. 

En  opérant  de  cette  manière,  on  aurait  obtenu 

En  effet,  quoique  le  premier  terme  de  la  racine  ait  les  trois  va- 
leurs a,  fia,  aa-,  son  cube  n'en  a  qu'une  seule,  et  par  consé- 
quent le  premier  reste  n'a  qu'une  seule  valeur.  Le  triple  du 
carré  du  premier  terme  aura  les  trois  valeurs  3a-,  SaV, 
3aV  =  3a-a.a3=:  3a-a,  car  a  étant  une  racine  cubique  de  l'unité, 
a'=  1.  Or,  en  divisant  le  premier  terme  du  reste  par  3fi-,  on  a 
trouvé  h  ;  donc  en  le  divisant  par  3a-a-  et  par  3a-a,  on  trouvera 

-,=  -^  =  6aet-  =  — 7-=/^^-;  donc  le  deuxième  terme  a  pour 

a-        a^  a         a'  ^ 

valeurs  6,  5a,  h-^^  etc. 

507.  Exemple.  Extraire  la  racine  cubique  de  8x^  —  36ax^ 
+  102aV—  171al\3  +  204a*x*— 144a5x  +  64a^ 


-3600^— 102a^x'— 171a3x3+204a%"^-144a5a;+64a< 
•36ax^—  o4a'x«+  21a'^x^ 


2.r^-  3ax4-  W 

nx*  6x--^Zax 

— 18axî+  90^x2) 


12a;<— 18ar3+  Qa^x^ 


—  48a-x'+144a-.r^-204a^x^-t-144a^a:— 64qM2x'— 36ax^+27o-x»  6x-— 9ax4-4a= 

0  +24a'x'— 36a^x+16a< 

12x'— 36a.r3+51a^xî— 36a3x+16a* 
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Le  premier  terme  de  la  racine  est  H'ïx^=  20?-;  le  triple  du 
carré  de  ce  premier  terme  est  12a?*,  de  sorte  que  le  premier 
terme  du  reste  étant  le  deuxième  terme  —  2>Ç>ax^  du  polynôme, 

le  second  terme  de  la  racine  est  é£?al  à     ,^  , —  = —  Mx,    Le 

1 2a?  ' 

triple  du  premier  terme  de  la  racine  plus  le  deuxième  est 
&x-  —  2>ax  ;  on  Ta  multiplié  par  le  deuxième,  ce  qui  a  donné 

—  18ai»^+  9a-a?^;  on  a  ajouté  ce  produit  à  I2x'*,  on  a  multiplié 
la  somme  12^* —  IMx^ -{-^a^x^  par — Zax,  et  on  a  retranché  le 
produit  du  premier  reste.  La  division  du  premier  terme  k%a-x\ 
du  second  reste  par  12a;*  a  donné  le  troisième  terme  ka^  de 
la  racine.  On  a  alors  formé  le  triple  du  carré  de  la  somme 
des  deux  premiers  termes  de  la  racine,  en  ajoutant  'èa-x^^  avec 
les  polynômes  —  1  Sax^  +  9aV  et  1 2a;* —  1  Sàx^  +  9a-^-  ;  puis 
on  a  ajouté  à  ce  triple  carré  le  produit  de  Ç>x^ — 9aa;+  4a^  triple 
de  la  somme  des  deux  premiers  termes  de  la  racine  et  du  troi- 
sième, par  ce  troisième,  et  enfui  on  a  retranché  du  deuxième 
reste  le  produit  de  la  somme  ainsi  obtenue  1 2a;* — 36aa;' + ^  1  ^"^^ 

—  36a^a;  +  1 6a*,  par  le  troisième  terme  de  la  racine .  On  a  trouvé 
2éro  pour  reste,  et  on  en  a  conclu  que  2a;^  —  3aa?+  ka^  est  la 
détermination  arithmétique  exacte  de  la  racine  du  polynôme 
proposé. 


S  X.  RACINE  D'UN  DEGRÉ  QUELCONQUE  DES  POLYNOMES. 

338.  1"  Principe.  Si  un  polynôme  et  sa  m™*"  puissance  sont 
ordonnés  par  rapport  aux  puissances  cVune  même  lettre,  le  premier 
terme  de  la  puissance  est  sans  réduction  la  m°'^  puissance  du  pre^- 
mier  terme  du  polynôme. 

En  effet,  le  premier  terme  du  produit  de  m  polynômes  or- 
donnés est  sans  réduction  le  produit  des  premiers  termes  de 
ces  polynômes  (58)  ;  or,  si  les  polynômes  sont  tous  égaux, 
leur  produit  devient  la  m"'^  puissance  de  l'un  d'eux,  et  le  pre- 
mier terme  de  ce  produit  devient  en  même  temps  la  m™^  puis- 
sance du  premier  terme  du  polynôme. 
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3o9.  2*  Principe.  Lorsqu'un  poîyname  et  sa  m'"*  puissance  sont 
ordonnés  par  rapport  aux  puissances  (Tune  inème  lettre,  si  de 
cette  puissance  on  soustrait  la  m"^  puissance  de  la  somme  des  1 1 
premiers  termes  du  polynôme^  le  premier  terme  du  reste  sera  sans 
RÉDUCTION  égal  à  m  fois  la  (m — l)""^  puissame  du  premier  terme 
de  ce  polynôme  multiplié  par  son  (n-f-  i)™**  terme. 

En  effet,  en  faisant  usage  des  notations  adoptées  précédem- 
ment, l'expression  du  reste  sera 

en  représentant  le  coefficient  du  terme  général  par  C^.  Or,  si  on 
compare  ce  terme  général  au  premier,  on  voit  qu'ils  ont  le  fac- 
teur commun  A'^'^B,  mais  l'autre  facteur  wA"-^  du  premier 
terme  est,  par  rapport  à  la  lettre  ordonnatrice,  d'un  degré  plus 
élevé  que  l'autre  facteur  GnB'*-^  du  terme  général,  puisqu'en 
supposant  qu'on  ait  ordonné  suivant  les  puissances  décrois- 
santes d'une  même  lettre,  A  est  d'un  degré  plus  élevé  que  B  ; 
donc  le  degré  du  polynôme  mA*~-^B  surpasse  celui  du  polynôme 
CnA"~'*B*,  et  cela  quelque  valeur  plus  grande  que  l'unité 
que  l'on  attribue  an;  donc  le  premier  terme  de  r/2A"'~^B  sera 
le  premier  terme  du  reste;  mais  il  provient  sans  réduction  de 
m  fois  la  {m — 1)*"^  puissance  du  premier  terme  de  A,  c'est- 
à-dire  du  premier  terme  du  polynôme,  par  le  premier  terme 
de  B,  c'est-à-dire  par  le  (n  +  1)'"'  terme  de  ce  polynôme; 
donc,  etc. 

560.  En  répétant  les  raisonnements  que  nous  avons  faits  en 
exposant  la  théorie  de  la  racine  carrée  et  celle  de  la  racine  cu- 
bique des  polynômes,  on  formera  la  règle  général  e  suivante  : 

Pour  extraire  la  racine  m'"''  d'un  polynôme,  ordonnez-le  par 
rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre ,  extrayez  la  racine 
m™^  de  son  premier  terme,  et  vous  aurez  le  premier  terme  de  la 
racine  demandée.  Retranchez  ensuite  du  polynôme,  la  m*"^  puis- 
sance  de  ce  premier  terme,  et  en  divisant  le  premier  terme  du 
reste,  c'est-à-dire  le  deuxième  terme  du  polynôme  par  m  fois  la 
(m  —  1)'"^  puissance  du  premier  terme  de  la  racine,  vous  obtiens 
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drez  le  deuxième  terme  de  cette  racine.  Retranchez  alors  du  po- 
lynôme la  m"*^  puissance  de  la  somme  des  deux  termes  trouvés^ 
et  divisez  le  premier  terme  du  reste  par  m  fois  la  (m —  1)""^  puis- 
sance du  premier  terme  de  la  racine.  Vous  obtiendrez  ainsi  le 
troisième  terme^  et  vous  continuerez  de  cette  manière  jusqu'à 
ce  que  vous  soyez  arrivé  à  un  reste  nul,  auquel  cas  le  polynôme 
trouvé  est  exactement  la  racine  m™''  demandée;  ou  bien  à  un 
reste  tel  qvfen  divisant  son  premier  terme  par  m  fois  la  {m  —  1)"^'^ 
puissance  du  premier  terme  trouvé  à  la  racine,  vous  soyez  con- 
duit à  écrire  à  cette  racine  un  terme  dans  lequel  l'exposant  de  la 
lettre  ordonnatrice  serait  plus  petit  ou  plus  grand  que  la  m™' 
partie  de  celui  qua  cette  lettre,  dans  le  dernier  terme  du  po- 
lynôme, selon  que  Von  aura  ordonné  par  rapport  aux  puissan- 
ces descendantes  ou  ascendantes  d'une  même  lettre.  On  sera 
sûr  alors  que  le  polynôme  proposé  n'est  pas  une  m""'  puissance 
parfaite. 

On  reconnaît  d'ailleurs  immédiatement  qu'im  polynôme  n'est 
pas  une  puissance  parfaite  du  degré  m,  1°  loi^sque  son  premier 
terme  étant  une  puissance  exacte  de  ce  degré,  son  dernier  terme 
n'en  est  pas  une  ;  2°  lorsque  le  polynôme  étant  entier,  le  premier 
terme  d'un  reste  n'est  pas  exactement  divisible  par  m  fois  la 
(m —  l)"^^  puissance  du  premier  terme  trouvé  à  la  racine  (548). 

§  XI.  DÉVELOPPEMENT  DE  a-\-h[\J^^T. 

561.  Considérons  l'expression  imaginaire  {a-\-b\/ — 1)"*;  si 
nous  la  développons  par  la  formule  du  binôme,  il  viendra  : 

a 4- b sJ^-iT  =  «"  +  ma'--'b y/^Hf  +  ^^^0^— J)  ^m-2^2  ( ^ZTÏ)"- 

i.  .  À 

1.  ,  À  ,  Ô 

,  m(m — l)(m — 2)(m — 3)  ^  ,,,,  / r, 

+     1   .2.3.4 — -^"-*^Xv/-i)* 

,  m(m — l)(m — 2)(m — ?,)(m — 4)  ^  .,,,  / — -,  ,     . 
+  -^1 \ ir —  — La^^-^b^sJ—  ij^î+etc. 
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Rappelons-nous  que  Ton  a  (286)  :  -  ^ 

(+  ^f~v/  =  +  s^l  ,     +  (v''=l)^  =  -  1  , 

et  qu'en  formant  les  puissances  successives  de  +  y/ — l  on  re- 
trouve périodiquement 

le  développement  deviendra  donc  : 


m  -M^  t — T   I  ^^^(^"  —  IX»?'— 2)(7n  — 3)  ^  ... 


??î(m— l)(m— 2) 

1    .   2      ^       3" 
m(m—l)(m—2)(»i— 3X^—4)     _^    JZT—  etc 

1.2.3.4.5  ^ 


On  peut  grouper  d'une  part  tous  les  termes  réels,  de  l'autre 
tous  les  termes  imaginaires,  et  on  aura  : 

en  posant  : 

1,2  1.2.3.^ 

?n:m—  iXm— 2)(m—  3)(/n—  4)  ^m-^^,_  ^^^ 
"^1.2.      3~^      4      ;      5~" 

Dans  chacune  de  ces  deux  expressions,  les  termes  sont  alterna- 
tivement positifs  et  négatifs  ;  la  première  ne  renferme  que  les 
puissances  paires  de  h,  la  seconde  renferme  toutes  les  puis- 
sances impaires. 
Si  l'on  pose 


a=p  cosco  )        j,  , 
,      dou 


Jcr-^h" 
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il  viendra  : 

a -f  hsJ—\=L  p (cos  w  +  v/—  1  sin m) 
{a  +  h\J^^T  =  p""  (cos  (0  +  v/--î'sin  oj)"*. 
Or,  d'après  le  théorème  de  Moivre  {Trigonométrie,  46), 
(cos  w  +  sj —  1  sin  Mf  =  cos  ww  +  \J —  i  sin  mw  ; 
donc 

(a  +  6  v/^^r  ==  p*"(cosmo)  +  y/^^^sin  mw). 
Celte  transformation  des  expressions  imaginaires  est  souvent 
employée  ;  nous  y  reviendrons  en  traitant  de  la  résolution  tri- 
gonométrique  des  équations  binômes. 


CHAPITRE  X. 

DES  PROGRESSIONS  ET  DES  SÉRIES. 


S  I.  PROGRESSIONS. 

(Nous  nous  bornerons  à  rappeler  ici  la  définition  des  pro- 
gressions et  leurs  principales  propriétés,  renvoyant,  pour  de 
plus  grands  développements,  à  V Arithmétique,  n"  266  et  sui- 
vants.) 

PROGRESSIONS   PAR  DIFFÉRENCES. 

562.  On  appelle  progression  par  différences  ou  arithmé- 
tique une  suite  de  nombres  tels  que  chacun  d'eux  surpasse  celui 
qui  le  précède  ou  en  est  surjmssé  d\im  quantité  constante  qu'on 
appelle  raison  de  la  progression, 

565.  Un  terme  quelconque  est  égal  au  premier  augmenté  ou 
diminm  d^autant  de  fois  la  raison  quil  y  a  de  termes  avant 
lui.  Ainsi,  soient  a  le  premier  terme  et  r  la  raison  de  la 
progression 

vo.a-fr.a-f  2r.«  +  3r ; 

soit  l  le  terme  qui  occupe  le  7i™**  rang,  il  aura  pour  expres- 
sion. 

/  =  a  +  (?i-.I)r.  [1] 

564.  Insérer  des  moyens  différentiels  entre  deux  nombres  don- 
nés,  c'est  trouver  des  nombres  qui  forment  une  progression  par 

différences  dont  les  deux  nombres  donnés  soient  les  deux  extrêmes. 
On  obtient  la  raison  de  cette  progression  en  divisant  la  différence 
des  deux  nombres  donnés  par  le  nombre  des  moyens  à  insérer 
2)lus  un. 

Ainsi,  soient  a  et  Hes  deux  nombres  donnés,  m  le  nombre 


272  PROGRESSIONS  ET  SÉRIES, 

des  moyens  à  insérer  ;  la  raison  r  de  la  progression  sera  don- 
née par  la  formule  : 

l  — a 
r  = . 

563.  La  somme  des  termes  cVune  'progression  par  différences 
est  égale  à  la  moitié  du  produit  quon  obtient  en  midtipliant  la 
somme  des  deux  extrêmes  par  le  nombre  des  termes.  On  a  donc, 
en  appelant  s  cette  somme  : 

5  =  i^+^.  [2] 

Si  on  remplace  l  par  sa  valeur  en  fonction  de  a  et  r  [l],  il 
viendra 

A 

Si  Ton  demande,  par  exemple,  la  somme  des  n  premiers 

nombres    1,  2,   3,  4, ,  n,  on  fera  a  =  l,  Z  =  n,  et  l'on 

{n  +  l)n 
trouvera  5  =  ^^ — ^— ^. 

A 

De  même,  pour  avoir  la  somme  des  n  premiers  nombres 
impairs  1,  3,  5,  7,  ..,2n— 1,  on  fera  a=l,/  — 27i  — 1,  et  il 

viendra  s^=^     ^'    =  ?i%   c'est-à-dire  le  carré  du  nombre  des 

A 

termes  additionnés.  Ce  résultat  fournit  le  moyen  de  trouver  deux 
carrés  dont  la  somme  soit  elle-même  un  carré.  Il  suffit,  en  effet, 
de  prendre  dans  la  progression  -f  1 .3.5 .  7.  9.  etc.,  un  terme 
2n — \  =  a^  qui  soit  un  carré  parfait,  et  d'y  ajouter  le  carré 
(n — 1)^  du  nombre  des  termes  qui  le  précèdent;  car  cette 
somme  sera  égale  au  carré  n^  du  nombre  n  qui  exprime  le 
rang  du  terme  carré  que  l'on  a  choisi  : 

(2n— l)  +  (n— •l)^=î7-, 
ou  bien  : 


"+v-2-)=(-2--;' 
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puisque  a'=2n  1  — .  Telle  est  la  formule  qui  résoudra  le  pro- 
blème, a  étant  un  nombre  impair  quelconque. 

566.  Les  deux  équations  [1]  et  [2]  ont  lieu  entre  les  cinq 
quantités  «,  i\  l,  n  et  s;  de  sorte  que  si  Ton  donne  trois  quel- 
conques de  ces  quantités,  il  sera  facile  de  calculer  les  deux 
autres.  Or,  comme  avec  ces  cinq  quantités  on  peut  former 
seulement  dix  combinaisons  (525),  savoir  : 

a  et  r,  a  et  /,  a  et  n,  a  et  s,  r  et  /,  r  et  n,  r  et  s,  l  et  n,  l  et  5,  n  et  s, 

on  voit  qu'il  y  a  ainsi  dix  problèmes  à  résoudre  sur  les  pro- 
gressions par  différences.  Nous  ne  nous  occuperons  que  du 
buitième. 

Problèime.  Étant  donnés  a,  r  et  s,  on  demande  1  et  n. 

On  remplacera  dans  [2],  l  par  sa  valeur  donnée  par  [1],  et  il 
viendra  : 

\^a  +  {n — \)r\n    r^-,      ,,   ,       ,  ,  (2a  —  r)n     ^s     ^  ^  ^ 
s=}—-rA— — ^-^,[3]     dou    n'+^ _^__:3=o  [4]. 

Ainsi,  en  résolvant  cette  équation,  on  obtiendra  la  valeur 
de  n,  et  en  la  substituant  dansla  formule  [1]  onauracellede  /. 

n  étant  un  nombre  entier  positif,  il  faudra,  pour  que  le  pro- 
blème soit  possible,  que  les  racines  de  l'équation  [4]  soient 
réelles,  et  qu'il  y  en  ait  au  moins  une  qui  soit  positive  et 
entière.  Si  r  et  s  sont  de  signes  contraires,  il  faudra,  pour  que 
les  racines  de  l'équation  [4]  soient  réelles  et  positives,  que 
l'on  ait 

(2a— 7f  +  8r5>0     et     2a— r<0; 

et  si  de  plus  les  deux  racines  de  l'équation  [4]  sont  entières  le 
problème  aura  deux  solutions. 

25 

Si  r  et  s  sont  de  même  signe,  le  dernier  terme de 

r 

l'équation  [4]  sera  négatif,  et  les  deux  racines  seront  réelles 

et  de  signes  contraires  ;  de  sorte  que  si  la  racine  positive  est 

entière  le;  problème  aura  une  solution. 

Si  la  racine  négative  est  aussi  entière,  on  pourra  se  proposer 

c.  18 
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d'en  trouver  l'interprétation.  Pour  y  parvenir,  on  changera  n 
en— n  dans  la  formule  [3],  ce  qui  donnera 

i2a+(-n— l)rj(-n)  „_  i-2a+(n  +  l)rin 

s—  -  ou      5—  -  , 

en  changeant  les  signesdes  deux  facteurs  du  numérateur,  ce  qui 
n'altère  pas  sa  valeur.  Amsi  il  faudra,  en  se  reportant  à  la  for- 
mule [2],  que — 2a-\-{7i-\-l)r  représente  la  somme  des  deux 
extrêmes  de  la  progression.  Mais  si  l'on  désigne  par  a?  le  pre- 
mier de  ces  termes,  cette  somme  aura  pour  expression 
2x-{-(n —  l)r;  donc  on  devra  avoir 

2x-\-(in  —  \)r= — 2a-|-Cn-f  l)r,     d'où    rr  =  — (a — r); 

de  sorte  qu'il  faudra  faire  commencer  la  progression  par 

—  (a— r). 

567.  Trouver  la  somme  des  puissances  semblables  des  termes 
d'une  progression  par  différences. 

Soient  la  progression  ^a,b.c.d — h  .1,  et  r  sa  raison;  on  a: 

c=h-\-rj 
d=^c-\-r, 

i  =  k  +  r. 

Si  nous  élevons  les  deux  membres  de  chacune  de  ces  équations 
à  la  puissance  (m+  1)"'%  il  viendra  (555)  : 

b"^^^  =z{a  +  rr+^ = a"^+i  +  (m  + 1  j^rr  +^    T^.     a'^-^r\ , .  -j-r'"+^, 

i  •  ^ 

d*^-^^==(c  +  rr-^'  =  c''+'+{m+l)c^r+^'^'}~l^^c'^-'r\..+r"^\ 
Ajoutons  toutes  ces  équations  membre  à  membre,  et  désignons 
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par  n  le  nombre  des  termes  a,  6,  c,  d, . . . . ,  /i  ;  il  viendra,  en  ^o- 

+  ;c^....,  Sm  =  a^+b"^  +  c^  +  d'-  +  ...+k^; 

/«.i  =  a--'  +  (m  +  \)r  S.  + '"' /^ ^^'"^ ^S^-i  +.••.  +  ^^r^-^ 

Cette  équation  fera  connaître  S,„  en  fonction  de  S,;»_i, 
Sct_2...  .  Ss,  Si.  En  y  faisant  successivement  m  =  1,  =2,  =3,  etc., 
on  obtiendra  successivement  Si,  puis  Sj,  puis  S3. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  progression  soit  la  suite 
naturelle  des  nombres  : 

vl.2.3.4 n. 

On  a  dans  ce  cas  :  a  =  1 ,  /  ^  u  +  1 ,  r  ==  1 ,  et  la  formule  gé- 
nérale devient  : 

çn  +  ir^i  =  1  +(m  + 1)  S.  +  ^^^^  +  ^^ ^^^S„.-,  + +  n. 

Faisons  7?i  =  1  ;  nous  aurons  : 

(n+l/=l  +  2Si  +  n, 


d'où  l'on  tire 


ç.  _n(7i-\-  1)      n--\-n 


[5J 


formule  déjà  connue  (363). 
Faisons  ?n=  2,  il  viendra  : 

0i  +  l)3=i4-3S,+  3Si  +  n, 
d'où  Ton  tire  : 

_(n-f  i;»^(n4-l)— 3Si 

v,,_ , 

ou,  en  remplaçant  Si  par  sa  valeur  : 

02  — . 


[6] 


568.  Sommation  des  piles  de  boulets.  Les  formules  [5J  et 
[6]  permettent  de  résoudre  facilement  ce  genre  de  questions. 
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Pile  triangulaire.  La  base  d'une  pile  Iriangulaire  est  formée 
par  des  boulets  rangés  en  triangle  équilatéral,  la  première 
rangée  contenant  1  boulet,  la  seconde  2,  la  troisième  3,  la 
n™^  n  ;  le  nombre  de  boulets  contenus  dans  la  base  est  donc  : 

1  +  2+3+.... +  n='i^\ 

Le  côté  du  triangle  qui  forme  la  tranche  immédiatement 
supérieure  contient  1  boulet  de  moins,  c'est-à-dire  (n—  l)bou- 
lets  ;  le  nombre  de  boulets  de  celte  tranche  est  donc,  en  chan- 
geant n  en  (n —  1)  : 

1  +  2  +  3  +  .... +(»-l)  =  ^'"-')'  +  ^"-'\ 
Le  nombre  de  boulets  de  la  tranche  suivante  est  de  même  : 
!+,+  ;+■... +(n-.)^^"-^)^  +  ^"-^) 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  tranche  supérieure  qui  en  contient: 

2     • 

Le  nombre  total  des  boulets  contenus  dans  la  pile  triangu- 
laire est  donc  : 

n'+7i     (n-lf+in-\)     (n-2y+(n-2)  ■   1^+1 

^~       2     "■  2  "^  2  "T-'-T"     2     ' 

ou  bien  : 

n^j^(n-lf+(n+2f +..,+!'      n+(n-l)+(n-2)+...+  l 

^^—  2  "^  2 

c'est-à-dire  : 

^,      Sa  ,  Si      n(n-fl)(2n+l)  ,  7ifn+l) 
^=-2  +  2= 12 +-"4—' 

OU  enfin  : 

n(n  +  l)(n+2) 
^^~~  6  * 
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Pile  à  base  carrée.  La  base  est  un  carré  qui  contient  n*  bou- 
lets, si  n  est  le  nombre  de  boulets  contenus  dans  le  côté  de  ce 
carré.  La  tranche  suivante  contiendra  (n—l)-  boulets,  la  troi- 
sième {il—  2,%  et  enfin  la  dernière  n'en  contient  qu'un  seul 
ou  l^  Le  nombre  total  des  boulets  de  la  pile  est  donc  : 

^  =  ?l-+Ol— 1)- —  +  1  —bi  — g . 

Pile  à  base  rectangulaire.  La  pile  rectangulaire  a  pour  base 
un  rectangle  et  se  termine  à  sa  partie  supérieure  par  une  file 
de  boulets.  Soit  0^  +  ^)  1^  nombre  de  boulets  contenus  dans 
cette  file.  La  tranche  immédiatement  au-dessous  se  compose 
de  2  files  contenant  chacune  p  +  2  boulets,  elle  contient  donc 
2ip+2)  boulets;  de  même  la  tranche  suivante  se  compose  de 
3  files  de  (p  + 3)  boulets  chacune  et  contient  3  (p  + 3)  boulets; 
il  en  est  de  même  jusqu'à  la  base,  qui  est  composée  de  n  files 
de(p  +  7î)  boulets  chacune  et  contient  n(p  +  n)  boulets.  Le 
nombre  de  boulets  contenus  dans  la  pile  rectangulaire  sera 
donc  : 

N  =  09  +  1)+20j  +  2)  +  30j  +  3)+...  +  71(p  +  ») 

OU  bien  : 

N=i3(l  +  2  +  3  +  ... +  ;0  +  (l +2^  +  3^ +  ....+'i') 
c'est-à-dire  : 

d'où  enfin  : 

,,(n+i)(3p  +  2n+l) 
6 

[Nous  retrouverons  plus  loin  les  formules  précédentes  comme 
applications  du  calcul  des  ditîérences  finies.] 

PROGRESSIONS  PAR   QUOTIENTS. 

ôGd.  On  appelle  PROGRESSION  par  quotients  ou  géométrique 
une  suite  de  nombres  tels  que  chacun  d'eux  est  égal  à  celui  qui 
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le  2yrécède  multiplié  par  une  quantité  constante ,  qu'on  appelle 
RAISON  de  la  progression.  La  progression  est  croissante  ou  décrois- 
sante, suivant  que  la  raison  est  plus  grande  ou  plus  petite  que 
Vunité, 

570.  Un  terme  quelconque  est  égal  au  premier  multiplié  par  la 
raison  élevée  à  une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  termes 
qui  le  précèdent.  Ainsi,  soient  a  le  premier  lerme  et  q  la  raison 
de  la  progression 

^  a;  aq  \  aq^  \  aq^  ....\ 

le  terme  /  qui  occupe  le  n™*'  rang  aura  pour  expression  : 

l=aq^-K  [1] 

571.  Insérer  des  moyens  proportionnels  entre  deux  nombres 
donnés,  c'est  trouver  des  nombres  qui  forment  une  progression 
imr  quotients  dont  les  deux  nombres  donnés  sont  les  deux 
extrêmes.  On  obtient  la  raison  de  cette  ^progression  en  divisant 
le  plus  grand  nombre  par  le  plus  petit,  et  extrayant  du  quo- 
tient une  racine  d\in  degré  égal  au  nombre  des  moyens  à  insérer 
plus  un. 

Ainsi,  soient  a  et  l  les  deux  nombres  donnés,  m  le  nombre 
des  moyens  à  insérer,  la  raison  g  delà  progression  sera  donnée 
par  la  formule  : 


'n 


572.  Pour  calculer  la  somme  des  termes  d'une  progression 
croissante  par  quotients,  il  faut  multiplier  son  dernier  terme  par 
la  raison,  retrancher  du  produit  le  dernier  terme  de  la  progression, 
et  diviser  le  reste  par  V excès  de  la  raison  sur  Vunité.  On  a  ainsi,, 
en  désignant  cette  somme  par  s  : 

Iq  —  a 

s  =  -M -.  [2] 

q  —  1  ■-  ^ 

Si  l'on  remplace  /  par  sa  valeur  en  fonction  de  a  et  q  [l], 
il  viendra  : 

aq""  —  a        ç"  --  1 

s=— r-=a^ -.  [31 

q—l  0  —  1  '-  ^ 
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Cette  formule  peut  se  vérifier  a  posteriori;  en  effet,  si  l'on 
effectue  la  divi^on  de  ç"—  1  par  ^--  1  (7ii),  on  tron^era  : 

ag"-i  +  acf'  +  .,..  + aq^  +  aq  +  a 

c'est-à-dire  tous  les  termes  de  la  progression, 

375.  Si  la  progression  est  décroissante,  il  fma.  du  primijdr 

terme  retrancher  le  produit  du  dernier  mnUiplîé  par  la  raison  y 

et  diviser  le  reste  par  V excès  de  VmiiÀé  sur  la  mism.  On  aura 

donc  dans  ce  cas  : 

a  — la 

574.  Dans  une  progression  décroissante ,  le  dernier  terme 
est  d'autant  plus  petit  qu'il  est  plus  éloigné  du  premier,  c'est- 
à-dire  que  le  nombre  des  termes  sera  plus  considérable,  et  il 
tend  vers  zéro  quand  le  nombre  de  ces  termes  tend  vers  l'in- 
fini {Arith.,  553).  Donc,  en  prenant  un  nombre  de  termes  suf- 
fisamment grand,  la  valeur  de  l,  et,  à  plus  forte  raison,  celle 
du  produit  Iq  {q  est  une  fraction)  sera  assez  petite  pour  que  la 
quantité  a  —  lq  diffère  de  a  d'aussi  peu  qu'on  voudra;  de  sorte 

que  la  quantité  jEt'  différera  elle-même  d'aussi  peu  qu'on 
voudra  de  la  quantité  r^:-.  Cette  dernière  quantité  est  donc 

une  limite  dont  la  somme  des  termes  approche  d'autant  plus 
qu'on  la  compose  d'un  plus  grand  nombre  de  termes,  mais 
qu'elle  ne  peut  atteindre  qu'autant  que  la  progression  se  pro- 
longe à  l'infini;  c'est  alors  seulement  que  son  dernier  terme  l 
est  nul ,  et  que  par  conséquent  le  produit  Iq  devient  aussi  nul. 
Donc,  pour  calculer  la  somme  des  termes  cïune  progression  par 
quotients  décroissante  à  rinfini ,  il  faut  diviser  son  i^remier 
terme  par  l'excès  de  Vunité  sur  la  raison  ;  ce  qui  donne  l'ex- 
pression : 

s  =  -^.  W 

l—q 

575.  On  peut,  comme  pour  les  progressions  par  différences, 
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se  proposer  rfiip  problèmes  à  résoudre  (366)  sur  les  progressions 
par  quotients  au  moyen  des  équations  [1]  et  [2].  La  résolution 
du  deuxième,  du  quatrième,  du  septième  et  du  neuvième  ne 
présente  aucune  difficulté;  le  premier  et  le  cinquième  dépen- 
dent d'équations  d'un  degré  supérieur  au  second  si  n>3; 
quant  aux  quatre  suivants,  ils  présentent  une  application  du 
calcul  des  logarithmes. 
Étant  donnés  q,  1,  s,  calculer  a  et  n. 

De  l'équation  [2]  on  tire  immédiatement 

a=^lq  —  s{q —  1); 

substituant  dans  l'équation  [1],  on  trouvera 

l=\lq-s{q  —  \)\q''-\ 

d'où ,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres , 

log^  =  logî/g  — 5(g— l)!+(n  —  l)log^; 

et  par  suite 

log  g 

Étant  donnés  a ,  1  ef  s,  trouver  q  eî  n. 
On  tire  de  l'équation  [2] 

s — a 

mettant  cette  valeur  de  q  dans  [1],  il  viendra 

d'où,  en  prenant  les  logarithmes , 

log/  =  loga+(?i— l)jlog(5  —  a)  — log(5  — Oî, 

et  partant, 

,  log^  — loga 

/i  —    1 


log(s  — a)  — log(s— 0* 
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Étant  dominés  a,  q,  s,  calculer  1  et  n. 
L'équalion  [2]  donne 

Q 

Je  substitue  cette  valeur  de  l  dans  l'équation  [l],  et  je  trouve 
successivement 

log-  {a  +  (q—l ]s\  —  logq  =  log a  +  (n  —  1}  log  g , 
\ogla  +  (q—l)s]=loga  +  n\ogq, 

n  =^^^  ^^  ~^  ^^""  l)^j  — log  a 
logq 

Étant  donnés  a,  q,  1,  trouver  s  et  n. 

L'équation  [2]  donne  immédiatement  la  valeur  de  5.  Quant 
à  celle  de  ?i,  on  la  tire  de  l'équation  [1]  en  prenant  les  loga- 
rithmes des  deux  membres.  On  trouve  ainsi 

log;  =  loga  +  (7i— l)logg,    d'où    n  =  \+-^^-^^Y^' 
$  II.  SÉRIES. 

576.  On  appelle  série  une  suite  de  termes  en  nombre  ilUrailé 
qui  dérivent  les  uns  des  autres  suivant  une  loi  déterminée. 

Une  série  est  dite  convergente  y  lorsqu'il  existe  une  limite 
dont  la  somme  de  ses  termes  s'approche  indéfiniment  à  me- 
sure que  l'on  en  considère  un  plus  grand  nombre,  et  cette 
hmite  est  ce  qu'on  nomme  la  somme  de  la  série.  Lorsque  la 
somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  consécutifs  ne 
converge  vers  aucune  limite  fixe,  on  dit  que  la  série  est  diver^ 
gente;  de  pareilles  séries  ne  sont  d'aucune  utilité  dans  l'analyse. 

577.  De  la  définition  des  séries  convergentes  il  résulte  d'a- 
bord, comme  caractère  général,  qu'une  série  ne  peut  avoir 
de  somme,  c'est-à-dire  être  convergente,  si  ses  termes  ne 
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sont  pas  susceptibles  de  décroître  indéfiniment.  Ainsi,  en  ap- 
pelant Un  le  terme  général  de  la  série 

Uo,   Wi,  Ih,.  .  .  .Un-ii  Un,   OtC. 

il  faut  que  w„  puisse  devenir  infiniment  pefit.  Mais  cela  n'est 
pas  suffisant.  Appelons  en  effet  S„  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  série  : 

Sn  =  1^0  +  ^1  +  ^2  + +  Wn~l, 

appelons  de  même  S„+i  la  somme  des  (n+  1)  premiers 
termes  : 

Sn+1=  %+  lh  +  U2  + -{-Un-i  +  U„; 

et  ainsi  de  suite.  On  aura 

On+l  ^n  ^^—  "^n  9 

^n-f2  ^7i  ^^^  Un  -7-  Un-i-1  j 

^n-l-m         ^n  ^^^  '^^n    l"  '^^n+i  ~T~  .  •  •  •  ~Y'  '^^n+m— 1» 

11  faut  encore  que,  pour  une  valeur  suffisamment  grande 

de  n,  les  différentes  sommes  i^„,  Un-\-Un+i,  ttn+w«j^i+ 

-\-itn+m-i,  soient  toutes  moindres  qu'une  quantité  aussi  petite 
qu'on  le  voudra,  quelle  que  soit  la  valeur  de  m^  et  qu'enfin, 
pour  m  =  00 ,  la  somme  u»  +  w„+i . . . .  +  Un+m-i  devienne 
infiniment  pefite. 

378.  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  la 

série  sera  convergente;  car,  les  sommes  S„+i»  S„+2 S„+m, 

pouvant  devenir  aussi  peu  différentes  les  unes  des  autres  qu'on 
le  voudra,  convergeront  nécessairement  vers  une  limite  très- 
peu  différente  de  S„. 

En  désignant  par  S  la  somme  de  la  série,  par  S„la  somme 
des  n  premiers  termes,  la  différence  S  —  S„  est  ce  que  l'on 
appelle  le  reste  de  la  série. 

579.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  sur  un  exemple  fort 
simple,  qu'il  ne  suffit  pas  que  les  termes  décroissent  indéfini- 
ment. Soit  en  effet  la  série 

i  +  i+é+i+i  +  i+^  +  i  +  etc. 
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Je  partage  ses  termes  en  groupes  terminés  aux  puissances  suc- 
cessives de  I  : 

(i+i)+a+i)+a+i-+f+i)+etc. 

L'expression  d'un  groupe  quelconque  terminé  à  la  puissance 

m"""  de  rr  est  : 

f    1     I     '     I     ±) 

\2'>'-^  -j-  1    '^  2*"-^  +  2  2"*/  ' 

et  ce  groupe  se  compose  de  2*"-^  termes  (car  2'"=2'"-i-|-2"'-*). 
Or  chacun  de  ces  termes  est  plus  grand  que  le  dernier  — , 

donc  leur  somme  est  >—  X  2"^^ ,  c'est-à-dire  >  {,  Donc  la 

somme  des  termes  de  la  série  considérée  se  compose  d'une 
suite  de  groupes  chacun  >^  ;  donc  elle  n'a  pas  de  hmite;  donc 
la  série  est  divergente. 

580.  Si  une  série  à  termes  positifs  est  convergente,  la  série 
obtenue  en  multipliant  tous  ses  termes  par  une  même  quan- 
tité ,  sera  encore  convergente. 

Soit  en  effet  la  série 

Uo  +  Ul  +  U^  + +  Un-i  +  Un  +  Un+l  + 

En  multipliant  par  G  tous  ses  termes,  nous  formerons  la 
série  : 

Cih  +  Cui  +  Cih  +  ....  +  G«._i  +  Cun  +  Cun^i  + . . . . 

Or,  si  Sn  est  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  l'^^  série, 
le  reste  R„=u„  +  u„_i  + est  susceptible  de  décroître  in- 
définiment ;  il  en  sera  évidemment  de  même  du  reste  delà  se- 
conde série,  puisque  ce  reste  n'est  autre  chose  que  le  produit 
de  Rn  par  le  facteur  constant  G  ;  donc  cette  série  est  conver- 
gente (578). 

Ainsi ,  une  seule  série  convergente  permet  d'^n  former  une 
infinité  d'autres. 

581.  Une  progression  par  quotients  décroissante  est  une 
série  convergente ,  puisque  la  somme  de  ses  termes  tend  vers 
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une  limite  déterminée  (57>5).  Par  conséquent,  toute  série  dont 
les  termes  décroissent  plus  rapidement  que  ceux  d'une  pro- 
gression géométrique,  est  aussi  convergente. 

582.  Uiie  série  à  termes  positifs  est  divergente  y  lorsque ,  à 
partir  cVun  certain  terme ^  le  rapport  d'un  terme  au  précèdent 
est  plus  grand  que  Vunité. 

Il  est  évident,  en  effet,  qu'à  partir  de  ce  terme,  tous  les 
termes  iront  en  croissant,  et  que  par  suite  leur  somme  augmen- 
tera sans  limite. 

585.  Une  série  a  termes  positifs  est  convergente,  lorsqu'à 
partir  d'un  certain  terme  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est 
constamment  moindre  quun  nombre  fixe  plus  petit  que  runité. 

Soit  en  effet  la  série 

Supposons  qu'à  partir  du  terme  de  rang  ?i,  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent  soit  constamment  inférieur  à  un  nombre  K 
moindre  que  l'unité,  de  sorte  qu'on  ait  : 

!f!!ii<K,     ^^<K,     ^^<K,  etc. 

l^n  Un^i  Un+2 

On  déduit  de  ces  inégalités  les  relations  suivantes  : 
w„+2<Kw„+i<K2u„ 

etc., 

d'où  l'on  voit  que,  à  partir  du  n™«  terme,  les  termes  de  la  série 
proposée  sont  respectivement  moindres  que  ceux  de  la  pro- 
gression géométrique  décroissante 

•H  Kwn  :  K^w„  :  K\t„ 

par  conséquent  la  série  est  convergente  (581). 

Si  Ton  fait  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  en 
s'arrêtant  au  terme  Un  exclusivement,  l'erreur  commise  est  la 
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somme  de  tous  les  termes  que  l'on  néglige  : 

Un  +  W„+i  +  Un^i  +  Un-^z  +    •  •  • 

et,  d'après  ce  qui  précède,  cette  somme  est  plus  petite  que  la 
somme 

c'est-à-dire  que     _Jt^-  Telle  est  la  limite  de  l'erreur  commise. 

Si  K  était  égal  à  l'unité,  on  ne  pourrait  rien  conclure  sur  la 
convergence  de  la  série. 
584.  Exemple.  Soit  la  série  : 

,  X  ,    a^    ,      x^      ,       x'* 


1    '    1.2    '    1.2.3    '    1.2.3.4 


Chaque  terme  s'obtient  en  multipliant  le  précédent  par  le  rap- 
port dex  au  nombre  des  termes  déjà  formés  ;  ainsi ,  en  général, 

X 

le  terme  Un+i  est  égal  à  Wn  X  —,  et  il  est  évident  qu'en  pre- 
nant n  suffisamment  grand,  le  rapport  -^^  =  —  deviendra  plus 

petit  que  l'unité,  et  il  en  sera  de  même  a  fortiori  pour  les  ter- 
mes suivants  ;  par  conséquent  la  série  est  convergente  (585). 
Si  donc  on  fait  la  somme  des  m  premiers  termes 

M  /y.2  /V.2  /yi»n— 1 

1  I  :f:  I  jf:^ I     ^'      I  j ± . 

"^l"'l.2'l.2.3'   '1.2.3 (m— .1)' 


x^                  1 
Terreur  commise  sera  < . . 

1.2.3 m    1  —  - 

m 

Si  l'on  suppose  a;  =  1,  la  série  devient 

1,1    .  _i_  4.  _J_  .  L_    . 

"^*r    '     1.2"'l.2.3~^1.2.3.4~^ 

série  sur  laquelle  nous  reviendrons  dans  la  théorie  des  loga- 
rithmes, et  dont  on  désigne  la  somme  par  e. 
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58o.  supposons  que  tous  les  termes  de  la  série 

^0+  ^^1  +  ^^2  + +  Un  +  etc. 

n'aient  pas  le  même  signe,  et  soient 

Uo,  Ui,  Us U„,  etc. 

leurs  valeurs  numériques.  Si  ces  valeurs  forment  une  série 
convergente,  il  est  facile  de  voir  que  la  série  ito+Wi+ Wa-f-  •  •  • 
sera  à  plus  forte  raison  convergente.  En  effet ,  Uo4-Ui+U24- . . . 

étant  convergente,  la  somme  U^  +  Un+i  +  U„4-2 pourra 

devenir  moindre  que  toute  limite  assignable  (577).  Or  il  en 

sera  de  même  a  fortiori  pour  la  somme  Un  +  Unu  +  Wni-2+ 

formée  de  quantités  ayant  respectivement  les  mêmes  valeurs 
numériques  que  celle  de  la  première  somme ,  sans  être  toutes 
positives  ;  donc  la  série  Uq  -{-  ih  -{-  ih  -\- sera  conver- 
gente (578). 

586.  Si  les  termes  d'une  série  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs^  et  qu'ils  décroissent  indéfiniment^  la  série  est  couver- 
g  ente. 

Considérons,  en  effet,  la  série 

Uq  -— Ui  -\-  Ui  —  U3  + +  Wn  —  tfnfl,   etc. 

Je  peux  récrire  de  la  manière  suivante  : 

K— 1^1+^2  — 1^3+.. ..  +  lO  —  (î^n+l-~ï^+2}—(t^„+3  —  Wn+4)— etc. 

Chaque  terme  étant,  par  hypothèse,  plus  petit  que  le  précé- 
dent, les  différences  placées  entre  parenthèses  sont  toutes  po- 
sitives ;  donc  la  somme  de  la  série  indéfiniment  prolongée  est 

<(Wo  —  '^1  +  ^â  —  1^^ +  Itn). 

Si  maintenant  j'écris  la  série  proposée  sous  la  forme 

K  —  'Wl  +  ^2  —  W3  +  .  .  .  +  Wn  —  Un+l)  +  (Un+2  —  Un+d 
+  (Wn+4—  l^n+s)  +etC., 

on  reconnaît  que  la  somme  de  la  série  est 

>  K—  ^^1  +  W2  —  W3  + +  Un  —  Un+i). 
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Ainsi  la  somme  de  la  série  est  comprise  entre  deux  quantités 
qui  ne  diffèrent  que  par  le  terme  z^,^i  ;  et  comme  la  limite  de 
ce  terme  est  zéro ,  on  voit  que  la  série  prolongée  indéfini- 
ment pourra  différer  d'aussi  peu  que  Ton  voudra  de  chacune 
d'elles.  Cette  série  est  donc  convergente. 

En  s'arretant  au  terme  positif  u^,  on  a  pour  la  somme  de  la 
série  une  valeur  trop  grande  ;  et  cette  valeur  devient  trop  pe- 
tite, si  on  la  diminue  de  u^^i  ;  Terreur  commise  en  adoptant 
l'une  ou  l'autre  de  ces  valeurs  est  donc  plus  petite  que  u^^u 

587.  Il  existe  plusieurs  procédés  pour  développer  en  série 
une  expression  algébrique.  La  formule  du  binôme  permet  de 
développer  facilement  un  radical;  ainsi  on  trouvera  pour 
•^  l  -{-œet  \^  l  —  X  : 

v'TTi=(l+-)-^--i  +  f-f+^-^  +  etc. 


X         X^  X^  X 


^/i_^  =  ^l_^).^l_  ________  etc. 

€es  formules  peuvent  servir  à  calculer  rapidement  les  valeurs 
de  ces  radicaux,  lorsque  x  est  très-petit,  en  prenant  seulement 
les  premiers  termes  de  la  série. 

La  division  algébrique  peut  également  conduire  à  un  déve- 
loppement en  série.  Ainsi 

.J_-  =  l  ^x-\-x^  —  x^+ etc. 

^  1  +  a7  +  a;-  +  a;^  + etc. 


1— rr 

Ces  deux  séries  sont,  comme  les  deux  précédentes,  très-con- 
vergenles,  lorsque  x  est  très-petit. 

Enfin,  nous  verrons  plus  loin  comment  la  Oiéorie  des  déri- 
vées peut  fournir  le  développement  de  diverses  fonctions.  Mais 
nous  allons  de  suite  exposer  une  méthode  générale  pour  déve- 
lopper une  fonction  algébrique  en  série  dont  les  termes  procèdent 
suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable. 
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588.  Soit,  par  exemple,  la  fonction 


a-{-bx  -\-  ex"' 


que 


a'-{-b'x-\-c'x^ 
nous  nous  proposons  de  développer  en  une  série  de  la  forme 

A+Bx  +Gx'-  +  J)x'-{-'E,x'+ etc.,  A,B,G,D,E,  etc., 

étant  des  coefficients  à  déterminer.  Nous  poserons  en  consé- 
quence 


a-{-bx  -^  cx^ 
a'+h'x  +  c'x^ 


A  +  B^  +  GiT^  +  Da;''+ E^*+ .. .. , 


d'où,  en  chassant  le  dénominateur,  effectuant  les  opérations 
et  transposant  : 

rr  +  Ca'    x^+Da'    ir^+Ea'    x' + 

-\-m'       +C6'       -\-m'       + 

+  Ac'        +Bc'        +Cc'        + 


0  =  Aa'  +  Ba' 

—  a  +  kb' 
—  b 


Or  cette  équation  doit  avoir  lieu  quelque  valeur  que  Von 
donne  à  x;  ce  qui  exige  que  tous  les  coefficients  soient  identi- 
quement nuls  (5o0*).  On  égalera  donc  tous  les  coefficients  à 
zéro,  ce  qui  donnera  les  équations  de  condition  : 

Aa'  —  a  =  0, 

Ba'  +  Ab'—b  =  0, 

Ca'  +  Bb'  +  Ac'  —  c  =  0, 

Da'  +  Cb'  +  Bc'  =  0\ 


La  première  fera  connaître  A  en  fonction  de  a  et  de  a'.  La 
seconde  servira  à  déterminer  B,  la  troisième  C,  et  ainsi  de 
suite. 


*  On  pourrait  dire  aussi  :  l'équation  devant  être  vérifiée  quelque  valeur  que 
l'ondonneàa;,  faisons  a;  =  0;  j'en  conclus  que  le  terme  Aa'— a  =  0;  suppri- 
mons ce  terme  et  divisons  l'équation  par  a;;  la  nouvelle  équation  aura  pour 
terme  indépendant  de  la  variable  Ba'4- Ab'— b,  et  devra  encore  être  satisfaite 
quelque  soit  a;;  d'où  l'on  conclura  comme  précédemment,  en  faisant  a; =0, 
que  Ba'  + Ab'— &=0.  On  arrivera  ainsi  à  égaler  successivement  tous  les  coeffi- 
cients à  zéro. 
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En  appliquant,  par  exemple,  celte  méthode  au  développe- 
ment de  l'expression  -j— r — nr^»  ^^  posera  : 

1-1-^^-1- ^^2  ==A+Ba;+Ga^^+Da^+....  etc., 

0: 


A  +  Bla^  +  C 
-l  +  AJ    +B 

+A 


d'où  : 


+  G 


+  ... 
+  ... 


A— 1  =  0,        A=l 

B  +  A  =  0,  B=::  — I 

C+B+A  =  0,        C  =  0 
D  +  G+B  =  0,        D=l 
etc. 
Le  développement  cherché  est  donc  : 

que  l'on  peut  mettre  aussi  sous  la  forme  : 

(1  +  x'  +  x'  +  x'  +  ....)  —  (x  +  x'  +  x'  +  X-'  +  ....) 
==(\^x){l+x'-i-x'  +  af +  ,...). 
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CHAPITRE  XI. 

DES  FRACTIONS  CONTINUES. 


589.  Supposons  que  Ton  veuille  trouver  une  valeur  appro- 
chée d'une  quantité  «,  qui  ne  peut  pas  être  exprimée  par  un 
nombre  entier.  La  voie  la  plus  naturelle  est  de  chercher  le  plus 
grand  nombre  entier  a  qui  soit  contenu  dans  a,  de  sorte  que 
a  sera  une  valeur  de  a  exacte  à  moins  d'une  unité,  a  se  com- 
pose donc  de  a  et  d'une  quantité  moindre  que  l'unité,  que  l'on 

pourra  représenter  par  -,  p  étant  amsi  plus  grand  que  1 .  On 

aura  donc 

,  1 

On  pourra  de  même  chercher  le  plus  grand  nombre  entier  b  qui 
soit  contenu  dans  p,  de  sorte  que  la  différence  p-— 6  étant 

moindre  que  Tunité,  on  pourra  la  représenter  par-,  y  étant  ainsi 
>>  1,  et  on  aura  en  conséquence 

p  =  6-)--,    et  partant    a  =  a-| -. 

En  opérant  sur  y  comme  nous  l'avons  fait  sur  a  et  sur  p,  et  en 
continuant  ainsi,  on  parviendra  à  une  expression  de  a  qui  sera 
de  la  forme  suivante  : 

o^  =  a+- [1] 

0  + 


cl  +  etc. 

Or  on  comprend  qu'en  opérant  comme  nous  venons  de  l'indi- 
quer, on  épuisera  peu  à  peu  la  valeur  de  «,  et  qu'en  consé- 
quence plus  on  prendra  de  termes  dans  l'expression  ci-dessus,. 
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plus  on  approchera  de  la  vraie  valeur  de  a.  Il  ne  restera  donc 
plus  qu'à  convertir  en  fractions  ordinaires  les  expressions 

«  +  r,    «H 7,      a-\ 7         ,  etc.    [2] 

pour  obtenir  une  suite  de  quantités  qui  seront  convergentes 
vers  la  quantité  cherchée.  Au  reste  nous  démontrerons  bientôt 
cette  convergence  d'une  manière  rigoureuse. 

590.  L'expression  de  a  que  nous  venons  d'obtenir  se  nomme 

une  fraction  continue.  Ainsi  une  fraction  continue  est  une  ex- 
pression composée  d'un  nombre  entier,  qui  peut  être  nul,  plus 
d'une  fraction  qui  a  pour  numérateur  l'unité  et  pour  dénomina- 
teur un  nombre  entier,  augmenté  dune  fraction  qui  a  pour 
numérateur  l'unité  et  pour  dénominateur  un  nombre  entier, 
augmenté  d'une  fraction....  et  ainsi  de  suite. 

591.  On  nomme  fractions  intégrantes  les  fractions -r» -,;y,... 

et  quotients  incomplets  le  nombre  entier  a  et  les  dénomina- 
teurs b,  c,  d. 

592.  On  appelle  réduite  oxb  fraction  convergente  la  fraction 
ordinaire  équivalente  à  une  portion  quelconque  de  la  fraction 
continue  prise  à  partir  de  son  origine.  Ainsi  a  et  les  fractions 
ordinaires  équivalentes  aux  expressions  [2],  sont  les  réduites 
successives  de  la  fraction  continue  [1]. 

595.  Ces  définitions  établies,  appliquons  la  méthode  que 
nous  avons  exposée  au  n°  589  au  développement  d'une  quan- 
tité commensurable  en  fraction  continue.  Cette  quantité  n'étant 

pas  entière  sera  une  expression  fractionnaire  de  la  forme  r-, 

A  et  B  désignant  deux  nombres  entiers. 
Il  est  évident  que  le  plus  grand  nombre  entier  qui  soit 

contenu  dans  ^,  est  le  quotient  de  la  division  de  A  par  B.  En 
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nommant  a  le  quotient  et  G  le  reste  de  cette  division,  on  aura 
A  ,  G  ,1 

en  divisant  par  G  les  deux  termes  de  la  fraction  :g,  afin  de 

réduire  son  numérateur  à  l'unité. 
Pour  avoir  de  même  la  valeur  entière  approchée  de  la  quan- 

TD 

titér^,  on  divisera  B  par  G,  et  en  appelant  h  le  quotient  et  D  le 
reste  de  cette  division,  on  trouvera 

B^.D       ,,1  ,,A         ,1 

■0-=^+ G»  =  ^+G'  v^"^^^"^^  B"^'"' "r 

D  ^  +  G 

D 

On  divisera  maintenant  G  par  D,  puis  D  par  le  reste  E  de  cette 
division,  et  ainsi  de  suite.  Mais  on  voit,  sans  aller  plus  loin,  que 

les  opérations  qu'exige  la  réduction  de-^,  en  fraction  continue 

sont  précisément  celles  qu'on  doit  effectuer  pour  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B  :  donc  on  arrivera  tôt  ou 
tard  à  une  division  qui  se  fera  exactement  ;  alors  V opération  sera 
terminée.  Si  donc  cette  dernière  division  est  celle  de  G  par  D 
et  qu'elle  ait  donné  c  pour  quotient,  on  aura 

Il  suit  de  là  que,  pour  développer  une  fraction  ordinaire  en 
fraction  continue,  il  faudra  chercher  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  ses  deux  termes,  en  divisant  d'abord  le  numérateur 
par  le  dénominateur.  Le  premier  quotient  sera  la  partie  entière 
de  la  fraction  continue ,  et  les  suivants,  pris  dans  Vordre  où  on 
les  aura  obtenus,  seront  les  dénominateurs  des  fractions  inté- 
grantes successives. 
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271 
ExE]MPLE.  Réduire  r-r^  en  fraction  continue. 

dUo 


2 

4 

9 

2 

3 

608 

271 

66 

7 

3 

1 

66 

7 

3 

1 

0 

ainsi 


271 


608 


2  + 


9  + 


2  + 


II  n'y  a  pas  de  partie  entière,  car  le  quotient  de  la  division  de 
271  par  608  est  zéro. 

594.  Cette  méthode  peut  servir  aussi  à  réduire  en  fraction 
continua  toute  quantité  dont  on  a  la  valeur  en  décimales.  Mais 
si  cette  valeur  en  fraction  décimale  n'est  qu'approchée,  on  aug- 
mentera ou  on  diminuera  le  dernier  chiffre  décimal  d'une 
unité,  suivant  que  cette  fraction  sera  fautive  par  défaut  ou  par 
excès,  afin  d'avoir  deux  limites  entre  lesquelles  soit  comprise 
la  vraie  valeur  de  la  quantité  proposée  ;  puis  on  réduira  chacune 
de  ces  deux  Umites  en  fraction  continue,  en  opérant  simultané- 
ment ?>\xy  toutes  les  deux,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  deux 
quotients  différents,  et  on  n'admettra  dans  la  fraction  continue, 
comme  dénominateurs  des  fractions  intégrantes,  que  les  quo- 
tients qui  seront  communs  aux  deux  opérations.  Supposons, 
en  effet,  que  x  soit  une  quantité  comprise  entre  deux  autres 
y  et  z,  et  qu'en  développant  y,  z  et  x  en  fractions  continues, 
on  ait  trouvé  les  valeurs  suivantes 


,  1 


y'=^+^„ 


V"='C+-g,„ 


b  +  ^,     z^'  =  c  + 


etc.; 


etc. 


^=^'+-.> 


''+h^ 


a^''=c'+^, 


etc. 


Puisque  la  valeur  de  x  est  comprise  entre  celles  de  y  et  de  2, 
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et  que  y  et  ^  ont  la  môme  partie  entière,  il  faut  nécessairement 

que  a'=a  et  que -7  se  trouve  entre  — et  -,  et  partant  que  x' 
X  y      z 

soit  renfermée  entre  les  limites  y'  et  z\  On  conclura  de  là, 

par  le  même  raisonnement  que  tout  à  l'heure,  que  b'  =  b,  et 

que  x"  sera  comprise  entre  y"  et  z'\  ce  qui  conduira  encore  à 

conclure  que  c'  =  c,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  tous  les 

quotients  incomplets  qui  seront  communs  aux  deux  premières 

fractions  continues  appartiendront  également  à  la  troisième. 

Exemple.  La  valeur  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre 

est  7r=3, 1415926  à  moins  d'un  dix-millionième  et  par  défaut  : 

on  forcera  donc  l'unité  sur  le  dernier  chiffre,  ce  qui  donnera 

3,1415927,  puis  on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur 

entre  31415926  et  10000000,  et  entre  31415927  et  10000000. 


3 

7 

15 

1 

2 

31415926 

10000000 

1415926 

88518 

88156 

362 

1415926 

88518 

530746 
88156 

362 

3 

7 

15 

1 

3 

31415927 

10000000 

1415927 

88511 

88262 

249 

1415927 

88511 

530817 
88262 

249 

A  la  cinquième  division,  on  trouve  que  le  chiffre  des  centaines 
du  quotient  est  2  d'une  part  et  3  de  l'autre,  de  sorte  que  l'opé- 
ration s'arrête  là.  L'expression  de  it  en  fraction  continue  est 
donc 

^  =  3+î 


7  + 


15 


1  +  etc. 


593.  Après  avoir  ainsi  expUqué  le  moyen  de  convertir  une 
quantité  donnée  en  fraction  continue,  nous  allons  nous  occu- 
per du  problème  inverse,  en  cherchant  à  revenir  d'une  frac- 
tion continue  à  la  quantité  dont  elle  exprime  le  développement. 
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Soit  donc  la  fraction  continua 
.  1 


b 


c-h  [3] 


r+' 


5  +  etc. 


La  première  réduite  est 


a 
a    ou    y- 


La  deuxième  est 


«  +  6 


1  _a&+l 


La  troisième  avant  a -j ■  pour  développement,  on  voit 

b+- 
'    c 

qu'elle  se  déduit  de  la  deuxième  en  changeant  dans  celle-ci  b 
en  &  +  -  ;  donc  elle  est  équivalente  à 


a{b  +  ^^+l 


a{bc  +  l)  +  c  _  (ab+l)c  +  a 


à  +  Z 


1  bc+l  bc+1 


(on  a  multiplié  les  deux  termes  de  la  première  expression  parc, 
et  on  a  mis  ensuite  c  en  facteur  commun).  Ou  reconnaît  ainsi 
que  la  troisième  fraction  convergente  se  forme  en  multipliant 
les  deux  termes  de  la  deuxième  par  le  quotient  incomplet  cor- 
respondant à  cette  troisième,  et  en  ajoutant  respectivement  aux 
deux  termes  de  la  fraction  ainsi  obtenue,  ceux  de  la  première. 
On  verrait  de  même  que  la  quatrième  se  déduit  de  la  troisième 
et  de  la  deuxième  d'après  la  môme  loi,  et  l'analogie  porte  à 
penser  qu'il  en  est  de  même  de  la  cinquième  à  l'égard  de  la 
quatrième  et  de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  nous  assurer  que  cette  loi  est  générale,  nous  allons 
-supposer  qu'elle  soit  vraie  pour  trois  réduites  consécutives  de 
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rang  quelconque  et  vérifier  qu'elle  aura  encore  lieu  pour  la 
suivante  à  l'égard  des  deux  précédentes. 

P   Q  R     S 
Soient  donc  ^,  çr„  ^,et^  quatre  réduites  consécutives  quel- 
conques, et  r  et  s  les  quotients  incomplets  correspondants  aux 

•p 
deux  dernières.  Supposons  que  la  fraction^,  se  déduise   des 

deux  précédentes  en  multipliant  les  deux  termes  de  ^,  par  r  et 

p 
en  ajoutant  les  deux  termes  de  p,  aux  deux  termes  de  la  frac- 
tion résultante,  de  sorte  que  l'on  ait  identiquement 

R  _  Qr  +  P 

R'-QV  +  F* 

-  et  -  étant  respectivement  les  deux  dernières  fractions  inté- 
r      s 

R  S 

grantes  de^pct  de  ^,  on  voit  que  celle-ci  se  déduit  de  l'autre 

en  y  remplaçant  r  par  r  +  -  ;  donc  on  aura 

S  _  Q  V +7)+^  _  Q(r^+i)+P^_  (Qr+P>+Q  _R^+Q 
S'-  n./    I  1\  ,  T,~Q'(^5+1)+P'5~(QV+P>+Q'-R'5+Q'* 


'       Q'(^+j)+P' 


e  R  0 

Ainsi  ^>  se  déduit  de  ^,  et  de  ç-,  d'après  la  même  loi   qui  a 

servi  à  déduire  ^r-,  de  pr,  et  de  tt,.  Puis  donc  que  cette  loi  a  été 
RU  i^ 

vérifiée  pour  la  troisième  réduite  à  l'égard  de  la  deuxième  et  de 
la  première,  elle  se  trouve  démontrée  pour  la  quatrième  à 
l'égard  de  la  troisième  et  de  la  deuxième  ;  partant  pour  la  cin- 
quième à  l'égard  des  deux  précédentes,  et  ainsi  de  suite;  donc 
elle  est  générale.  Donc 

Pour  former  une  réduite  quelconque,  multipliez,  par  le  quo- 
tient incomplet   correspondant,  les  deux  termes  de  la  réduite 
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précédente,   et  ajoutez   respectivement  aux   deux  termes  de   la 
fraction  résultante    les  deux  termes  de   la  réduite  antéprécé- 
dente. 
On  rendra  cette  règle  applicable  a  la  formation  de  la  deuxième 

réduite,  en  faisant  précéder  la  première  de -ou  de-,   selon  que 

celte  première  est  plus  grande  ou  p/w5  petite  que  Vunité. 

Appliquons  cette  règle  à  la  formation  des  réduites  de  la  frac- 
lion  continue  que  nous  avons  calculée  au  n°  593.   Comme 

la  première  réduite  -  est  moindre  que  1 ,  nous  la  ferons  pré- 

céder  de  j ,  et  nous  trouverons  successivement 

9         i        l.^-[-Q_4        4.9+l_37 
ï'        2'       2.4  +  l~"9'      9.9  +  2~83' 
37.24-4_  78  78.3  +  37  _  271 

83.2+9~~175'       175.3-h83~608* 

596.  Nous  voyons  par  là  que  quand  une  fraction  continue 
est  composée  d'un  nombre  fini  de  fractions  intégrantes,  elle  est  le 
développement  d'une  quantité  commensurable,  puisque  la  dernière 
réduite  est  égale  à  la  quantité  génératrice. 

Par  conséquent  le  développement  en  fraction  continue  d'une 
quantité  incommensurable  se  compose  d'un  nombre  infini  de  frac- 
tions intégrantes,  sans  quoi,  on  n'aurait  qu'à  former  toutes 
les  réduites,  et  on  obtiendrait  une  quantité  commensurable 
pour  valeur  de  la  fraction  continue  totale. 

397.  Théorème  I.  Le  numérateur  de  la  différence  entre  deux 
réduites  consécutives  de  rang  quelconque  est  +  1  ou —  1,  sui- 
vant que  celle  dont  on  retranche  est  de  rang  pair  ou  de  rang 
impair,  et  le  dénominateur  est  le  produit  des  dénominateurs  de 
ces  deux  fractions  convergentes.  On  regardera,  d'ailleurs,  la  pre- 
mière réduite  comme  étant  zéro,  lorsqu'il  n'y  aura  pas  de  partie 
entière  dans  la  fraction  continue. 

Soient  en  effet  ^,  j^,  ^„  trois  réduites  consécutives  quelcon- 
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ques,  et  r  le  quotient  incomplet  qui  correspond  à  la  troisième , 

R      Qr4-  P 
de  sorte  que  ^,  =  ^,    ,  p^  (595).  Si  Von  retranche  chaque  ré- 

duite  de  la  suivante ,  on  trouvera 

Q       P^QP--PQ-   R        Q  _Qr+P        Q_PQ--QF^ 
Q'      F  P'Q'      'R'       U'  — QV+P'        Q'—      Q'R'      ' 

d'où  Ton  voit  que  les  numérateurs  de  deux  différences  consécu- 
tives sont  égaux  et  de  signes  contraires,  et  que  le  dénomina- 
teur de  chacune  est  le  produit  des  dénominateurs  des  deux  ré- 
duites que  Ton  a  considérées.  Or,  si  l'on  soustrait  la  première 

réduite  a  de  la  seconde  a+r-,  la  difTérence  de  ces  deux  ré- 
duites sera  +  r;  donc  le  numérateur  de  la  différence  entre  la 

deuxième  et  la  troisième  réduite  sera  —  1  ;  celui  de  la  diffé- 
rence entre  la  troisième  et  la  quatrième  sera  +  1  ;  et  ainsi  de 
suite.  Notre  théorème  est  donc  démontré,  pourvu  qu'on  re- 
garde la  première  réduite  comme  étant  zéro ,  lorsqu'il  n'y  a 
pas  de  partie  entière  dans  la  fraction  continue. 

598.  Théorème  II.  Les  diverses  fractions  convergentes  sont  des 
fractions  irréductibles. 

p  Q 

Soient  en  effet  r-  et  ^,  deux  réduites  consécutives  quelcon- 
»ques ,  on  aura  (597) 

QP'-PQ'  =  d=l; 

mais  si  Q  et  Q'  avaient  un  fadeur  commun,  ce  facteur  devrait 
diviser  le  premier  membre  de  cette  égalité,  et  par  conséquent  le 
deuxième,  ce  qui  ne  se  peut  pas;  donc  la  réduite  quelconque 

çTi  est  irréductible. 

599.  Corollaire.  Pour  réduire  une  fraction  ordinaire  à  sa 
plus  simple  expression,  il  faut  la  développer  en  fraction  conti" 
nue,  et  former  ensuite  toutes  les  réduites.  La  dernière  sera  la 
fraction  irréductible  demandée.  Soit,  par  exemple,  la  fraction 
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3252 

-— -  ;  on  la  réduira  en  fraction  continue ,  ce  qui  donnera  celle 

que  nous  avons  obtenue  au  n°  595;  puis  on  formera  les  ré- 

27 1 
duites,  et  on  trouvera  -^^  pour  la  dernière  (59o). 

DUO 

400.  Théorème  III.  La  fraction  continue  totale  est  plus  grande 
que  toute  réduite  de  rang  impair  et  plus  petite  que  toute  réduite 
de  rang  pair. 

Soient  p?  >  Ty  ?  ^,  trois  fractions  convergentes  consécutives  de 

rang  quelconque,  et  r  le  quotient  incomplet  correspondant  à 
la  troisième ,  de  sorte  que  (595) 

R  _  Qr+P 

1  T» 

Or  -  étant  la  dernière  fraction  intégrante  de  ^,  ^  si  on  se  re- 
porte à  l'expression  de  la  fraction  continue  [3],  on  voit  que  l'on 
obtiendra  la  valeur  x  de  celte  fraction  continue ,  en  cbangeant  r 

1  R 

en  r-\ —  dans  ^  ;  de  sorte  que  si  l'on  représente  celte 

quantité  r-\ —  par  y,  on  aura 

s  ""j~  eic« 

Si  maintenant  on  prend  la  différence  entre  a;  et  ^, ,  il  viendra 

^     Q  _  Qy+P      Q  _  PQ^-QP'  __4_        1 

Q'-Q'y+P'     Q'~Q'.QV+P')~""Q'(0'!/  +  Pr 

P      Q 
car  PQ' — QF  est  le  numérateur  de  la  différence  ^  —  tj,  ,  et  vaut 

par  conséquent  +  1  ou —  1,  suivant  que  ^  est  une  réduite  de 

rang  impair  ou  de  rang  pair.  Ainsi  x  —  ^  sera  >  0  ou  <  0 , 

c'est-à-dire  que  x  sera  >  ^  ou  <  ^  ,  selon  que  cette  réduite 
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sera  de  rang  impair  ou  de  rang  pair.  Notre  Ihéorème  est  donc 
démontré. 

401.  Il  suit  de  là  que  la  valeur  de  la  fraction  continue  totale 
est  comprise  entre  deux  réduites  consécutives  de  rangs  quelcon- 
ques. Si  donc  on  prend  une  réduite  quelconque^  pourvaleur 
de  la  fraction  continue,  l'erreur  que  Ton  commettra  sera  moin- 
dre que  la  différence  j^^ ,  qui  existe  entre  cette  réduite  et  la 

suivante  ^^y.  Donc 

V erreur  commise  en  prenant  une  réduite  quelconque  pour  la 
valeur  de  la  fraction  continue  totale^  est  moindre  que  Vunilé 
divisée  par  le  produit  du  dénominateur  de  cette  réduite  multiplié 
par  celui  de  la  suivante. 

402.  Si  l'on  observe  que  R'  étant  égal  à  QV  +  F  (593),  vaut 
au  moins  Q'  +  P',  on  en  conclura  que 

Q^'  <  qj^)  '  de  sorte  que  a.  - 1  <  ^^^^      [5] 

D'un  autre  côté  y  qui  représente  r-{-     .  est  moindre 

que  r+1,  de  sorte  que  Q'i/+F<Q'(r+l)+P'=R'+Q';  donc 

Q\Q'y  +  ^')  ^^^  P^"^  ^^^"^  ^"^  Q/(Q^_|,R/)  î    donc 

Il  résulte  des  inégalités  [5]  et  [6]  que 

Quand  on  prend  une  fraction  convergente  pour  valeur  de  la 
fraction  continue  totale,  l'erreur  que  Von  commet  est  moindre 
que  Vunité  divisée  par  le  produit  de  son  dénominateur  multiplié 
par  la  somme  faite  de  ce  dénominateur  et  de  celui  de  la  réduite 
précédente  ;  et  qu*elle  est  plus  grande  que  l'unité  divisée  par  le 
produit  du  dénominateur  de  la  réduite  que  Von  considère  mul- 
tiplié par  la  somme  faite  de  ce  dénominateur  et  de  celui  de  la 
fraction  convergente  qui  suit. 
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403.  Remarquons  encore  que  x — ^,  qui  est  plus  petite  que 

cv'(\  A.v'\  ^^^^  ^  fortiori  moindre  que  ^^  ;  ainsi  l'on  peut 

dire  encore  que 

L'erreur  commise  en  prenant  une  réduite  quelconque  pour  va- 
leur de  la  fraction  continue  est  plus  petite  que  V unité  divisée  par  le 
carré  de  son  dénominateur. 

404.  Si  l'on  veut  appliquer  ces  règles  à  la  fraction  continue 
qui  exprime  la  valeur  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre (594),  on  formera  d'abord  les  réduites  successives,  ce 
qui  donnera 

22         333         355  . 

'Y'     Tûë'     113' 

t'^'  22 

puis,  on  verra  que  le  rapport  d'Archimède,  —,  est  trop  grand 


(400),  mais  qu'il  ne  l'est  pas  de     ^-77-  =  ^=^     (401),  et  que 


7 
J. 

7.106       742 


l'erreur  surpasse  7^7^106)="  7ÏÏT  ^^^^^- 

355 
Quant  à  celui  de  Mètius,  y-r^ ,    il  est  aussi  trop  grand,  mais 

""'^^''^^'P^^'l*^    113(113+106)  =  24k7     ^'^^^^^ 

En  partant  d'une  valeur  décimale  de  -k  plus  approchée  que 

celle  dont  nous  avons  fait  usage,  on  trouve  que  le  dénominateur 

355 
de  la  réduite  qui  vient  après  — -  est  33102  ;  de  sorte  que  le  rap- 

port  de  Métius  n'est  pas  fautif  de  ^^^  ^^^^^  =  g^^Q^^é  ^'^^*^* 

40o.  Le  principe  du  n°  405  donne  le  moyen  de  déterminer  à 

quelle  réduite  il  convient  de  s' arrêter ^  pour  que  l'erreur  coms- 

pondante  soit  moindre  qu*une  fraction  donnée  ^.  Car,  si  l'on  dési- 
gne par  jr,  cette  réduite  inconnue,  comme  on  a  a?  —  ^,  <  qt,  . 
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il  est  clair  que  l'erreur  sera  inférieure  à  r ,  si  Ton  pose  Tvi  <  ^  » 

à  U  0 

d'où  Q'^>ô  et  Q'>v^ô,  le  signe  >  n'excluant  pas  le  signe  =. 
Ainsi, 

Pour  avoir  la  valeur  cVune  fraction  continue^  à  moins  (Tune 
unité  fractionnaire  donnée,  il  suffira  de  s'arrêter  à  une  réduite 
dont  le  dénominateur  soit  au  moins  égal  à  la  racine  carrée  du  dé^ 
nominateur  de  cette  unité  fractionnaire.  On  pourra  toujours  satis- 
faire à  cette  condition,  si  la  fraction  continue  ne  se  termine 
pas,  car  le  dénominateur  de  chaque  réduite  surpassant  le  pré- 
cédent au  moins  d'une  unité,  la  suite  de  tous  ces  dénomina- 
teurs croit  plus  rapidement  que  celle  des  nombres  entiers,  et 
tend  par  conséquent  vers  l'infini.  Si  la  fraction  continue  se 
termine,  on  obtiendra  exactement  sa  valeur  (395). 

Comme  la  limite  indiquée  au  n°  402  est  plus  resserrée  que 
celle  dont  nous  venons  de  faire  usage,  on  devra,  quand  on  sera 
arrivé  à  une  réduite  dont  le  dénominateur  sera  inférieur  d'un 
petit  nombre  d'unités  à  v/î,  calculer  la  limite  de  l'erreur  cor- 
respondante à  cette  réduite,  d'après  la  règle  du  n°  402,  et  on 
fera  de  môme  pour  chaque  nouvelle  réduite  que  l'on  formera, 
afin  de  s'arrêter  dès  qu'on  aura  obtenu  le  degré  d'approxima- 
tion demandé. 

Exemple.  Calculer  la  valeur  de  la  fraction  continue 


X=2 


2+ 


3  + 


3+  i 


'+\ 


a  moins  de  =^-rr- 
7500 

La  racine  carrée  de  7500  est  87,  à  moins  d'une  unité  et  en 
plus.  Ainsi,  dans  le  calcul  des  réduites,  on  s'arrêtera  à  celle  dont 
le  dénominateur  sera  inférieur  à  87  d'un  petit  nombre  d'unités. 
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Les  cinq  premières  sont 

5        17        56        185 
'     2'     T'     23'       76  ' 

et  comme  le  dénominateur  de  la  dernière  diffère  peu  de  87,  nous 
allons  calculer,  par  la  règle  du  n°  402,  la  limite  de  l'erreur  cor- 
respondante à  la  réduite  — .  L'erreur  est  <JôîïqT23)~  752Ï' 

de  sorte  que  cetle  réduite  satisfait  à  la  question. 

406.  Théorème  IY.  Une  réduite  de  rang  quelconque  approche 
plus  de  la  valeur  de  la  fraction  continue  totale  qu  aucune  de  celles 
qui  la  précèdent. 

p  Q 

Soient  en  effet  ^  et  —    deux  réduites  consécutives  quel- 
conques :  nous  avons  trouvé  précédemment 
^      Q  __^         1 

on  verra  de  même  que 

P    _(OF_PQ')y  __^  y 


Si  l'on  compare  les  seconds  membres  de  ces  deux  équations, 

enverra  que  y  étant  >1  et  P'<Q',  le  numérateur  du  premier 

est  plus  petit  que  celui  du  deuxième,  et  que  son  dénominateur 

est,^u  contraire,  plus  grand  que  celui  de  ce  second  membre; 

Q  P 

donc,  par  cette  double  raison,  x — 7y<^^  —  p7' 

407.  Corollaire.  Les  diverses  réduites  successives  conver- 
gent donc  de  plus  en  plus  vers  la  valeur  de  la  fraction  continue 
totale.  C'est  à  cause  de  cette  propriété  qu'on  leur  a  donné  le 
nom  de  fractions  convergentes. 

408.  Théorème  Y.  Une  réduite  quelconque  approche  plus  de  la 
fraction  continue  totale  qu  aucune  fraction  dont  les  deux  termes 
seraient  respectivement  moindres  que  les  siens. 

Soient  ç-,  une  réduite  quelconque  et  —,  une  fraction  irré- 
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0  771 

ductible  qui  approche  plus  de  x  que  ^,.  Si  —  est  une  réduite, 
ses  deux  termes  seront,  d'après  ce  que  nous  venons  de  prouver 
(406),  plus  grands  que  ceux  de  ^,  et  notre  théorème  est  dé- 

71% 

montré.  Supposons  donc  que  —,  ne  soit  pas  une  fraction  con- 

p  Q 

vergente,  et  appelons  p-,  celle  qui  précède  ^,.    Comme  x  est 

PO  Q  P 

comprise  entre  p?  et  ^/ ,  mais  est  plus  près  de  jr,  que  de  ^, , 

il  faudra  nécessairement  que  —7  soit  aussi  comprise  entre  ces 
réduites  ;  car,  si  en  rangeant  ces  quatre  quantités  par  ordre  de 

P  Q        771 

grandeur,  et  supposant,  pour  fixer  les  idées,  que  p;<Mî,  -1 

P  P  ' 

précédait  ^7 ,  elle  différerait  de  x  plus  que  p, ,  et  a  fortiori  plus 

Q        X    .  ^î  •.        ^     Q        n  •-        .         «,'     , 

que  TT-,  ;   et  si  —  venait  après  ■^,,    elle  serait  moins  pf es  de 
U  ''^^  U  / 

m  P  ^*       0 

â?  que  celte  réduite.  Donc   —,    est  comprise  entre   fr,»  et  ^,, 

et  par  conséquent  \ 

m_P       Q___P  \ 

m'      P'^^Q'      F*  X 

ou,  en  effectuant  les  soustractions  indiquées,  *\. 

mP'— Pm^    -_1_ 

Or  le  numérateur  mP' — Pm'  de  la  première  de  ces  deux  frac- 
tions est  au  moins  égal  au  numérateur  1  de  la  deuxième,  puis- 
qu'il exprime  la  différence  de  deux  nombres  entiers  qui  ne  sont 
pas  égaux;  donc  le  dénominateur  de  cette  première  fraction 
doit  être  plus  grand  que  celui  de  la  deuxième;  donc  m'>'Q'. 

ïïi  P       Q 

Or,  si  la  fraction  —7  est  comprise  entre  p7  et  ^y,    son  in- 
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verse  est  aussi  comprise  entre  celles  de  ces  deux  réduites; 

donc  on  doit  avoir  aussi 

m'      P'      Q'      P' 

—  —  p<ô-~p,      partant    w>Q. 

Donc  pour  que  la  fraction   —  approche  plus  de  x  que  %,  il 

faut  que  ces  deux  termes  soient  respectivement  plus  grands 
que  ceux  de  cette  réduite. 

409.  Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  que  les  fractions  con- 
tinues donnent  le  moyen  de  trouver  une  fraction  ordinaire  qui 
diffère  d'aussi  peu  que  Von  veut  de  la  valeur  d^une  quantité 
qui  nest  pas  entière^  et  qui  soit  telle  qu'aucune  fraction  dont 
les  deux  termes  seraient  plus  simples  que  les  siens  ne  pourrait 
en  approcher  d'aussi  près  qu'elle.  Pour  atteindre  ce  but^  on 
développera  la  quantité  proposée  en  fraction  continue  (389), 
•puis  on  formera  les  réduites  successives  (59«^),  jusqu'à  ce  qu'on 
m  obtienne  une  qui  fournisse  le  degré  d'approximation  de- 
nXmdé  (40o). 

4îp.  Exemple.  Calculer,  à  moins  de  ^  dix-millième  près,  la 

valeur\jie  la  quantité      \^ — . 

J'obs'f  rve  d'abord  que  h  dix-millième  égale  wôhm  6t  que  la 
racine  carrée  de  20000  étant  142,  il  faudra  s'arrêter  à  une  ré- 
duite dont  le  dénominateur  diffère  peu  de  142.  Cela  posé, 
le  nkis  grand  nombre  entier  contenu  dans  v^37  étant  6,  on 

^r  112 

voit  que  la  quantité  proposée  est  plus  grande  que    —  =  3  - 

12  1 

et  <  —  =  4  ;  donc  sa  valeur  est  égale  à  3  +  -  ,   x  étant  une 

quantité  plus  grande  que  l'unité;  ainsi 

~3 -^  +  i' 

3 
et  la  première  réduite  est   j.   On  tire  de  cette  équation 

X=-^^  ^  3(v^37  +  4)    ,  V^37+^. 

^37  —  4  37—16      ^  ^^^  7 

C.  20 
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Le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  cette  dernière  ex- 
pression étant  1,  nous  poserons 


_s/37  +  4_  1 

~        7        ~~    "^v' 


y 

4 
et  la  deuxième  réduite  sera  -,    On  tire  de  cette  équation 

_       7       _7(v/37  +  3)_v/37  +  3 
?^-Y37— 3~"      37  — 9       "~        4        * 

2  est  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  cette  valeur 
de  y  :  ainsi  nous  poserons 

y^^^.  +  l, 
et  la  troisième  réduite  sera  ■  '  "f    =— .  Cette  équation  donne 

i  .  A  "p"  i  o 

4  4(v/37+5)_v/37  +  5 


y/37 -.5  37  —  25  3        ' 

ce  qui  nous  montre  que  z  est  précisément  égale  à  la  quantité 
proposée;  de  sorte  que,  dans  Texprcssion  de  cette  quantité  en 
fraction  continue,  les  quotients  incomplets  3,  I  et  2  revien- 
dront périodiquement  et  à  l'infini  ;  donc 

5+V37__„,    1 

~~3~-"^"^r7T 


2  +  ^- 


3+i 


1+; 


etc. 


Nous  avons  vu  que  les  trois  premières  réduites  étaient  p  -ï»  -g-» 

37    48    133    447    ^     ja 
on  trouvera  pour  les  suivantess  —  »  j^?  -gg-?  Y2Ï'       dénomi- 
nateur de  cette  dernière  différant  peu  de  142,  on  calculera  la 
limite  de  l'erreur  correspondante  par  la  règle  dun°  402,  et  on 
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trouvera  pour  cette  limite  ^^^   ^^^  =  ^^—.  Il  faudra  donc 

580 
passer  à  la  réduite  suivante  qui  étant-—-  résout  la  question. 

157 

411.  Une  fraction  continue  ,  dans  laquelle  une  ou  plu- 
sieurs fractions  intégrantes  reviennent  toujours  dans  le  même 
ordre,  se  nomme  une  fraction  continue  périodique.  Elle  est 
périodique-pure  si  la  période  commence  dès  l'origine  de  la  frac- 
tion, et  périodique-mixte  s'il  n'en  est  pas  ainsi.  La  fraction 
continue,  que  nous  avons  obtenue  tout  à  l'heure,  est  pério- 
dique-pure. 

412.  Théorème  VI.  Toute  fraction  continue  périodique  est 
une  des  racines  d'une  équation  du  deuxième  degrés  à  coefficients 
rationnels. 

1°  Supposons  que  la  fraction  continue  soit  périodique-pure, 
et  qu'on  ait,  par  exemple, 

,   1 


1 


+ 


n+etc. 

représentons  par  x  la  valeur  de  cette  fraction  continue,  je  dis 
que  l'on  aura 


',  1 


n  H — . 
En  effet,  soient  ^,  la  valeur  d'une  réduite  qui  serait  composée 
d'un  certain  nombre  de  périodes,  p  et  ^,  les   deux  fractions 
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convergentes  qui  la  précèdent  immédiatement,  on  aura 

R  _  Qn+  P 
R'  ■"  Q'n  +  P'* 

Or,  si  k  représente  lavaleur  d'une  période,  on  obtiendra  la  va- 

Y 
leur  de  la  réduite  :^,  qui  contient  une  période  de  plus,  en  chan- 

1  w 

géant  n  en  n  +  ^  dans  l'expression  de  ^, ,  de  sorte  que 

/v  Jtl 


et  partant 

Y  R  _QR^— RQ^  _       ±  1 

Y  R'  "~  RW/f +Q')  "~  R'  (H'/^  +  QO  ' 

R       V 
d'où  l'on  voit  que  ces  deux  réduites  ^,  et  -^tendent  à  devenir 

égales,  lorsque  le  nombre  des  périodes  qui  les  composent  tend 
à  devenir  plus  grand  que  toute  grandeur  assignable.  Ainsi  en 
désignant  l'une  par  a?,  et  l'autre  par  Xi-i,  on  aura  Xi  =  Xi-i  +  ^, 
B  étant  une  variable  qui  a  zéro  pour  limite  ;  on  pourra  donc 
écrire 

1 


Xi  =  a-\- 


b  + 


de  sorte  qu'en  appelant  x  la  valeur  de  la  fraction  continue  to- 
tale, ou  la  limite  de  Xi,  on  aura  (Arith.,  257)  l'équation  [7]. 

Cela  posé,  soient  :zr,  la  valeur  de  la  période,  et  rj-,  la  fraction 

convergente  qui  la  précède  immédiatement,  on  aura  (583) 

N^  +  M 


X  = 


^'x+W 
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équation  d'où  dépend  la  valeur  de  x.  En  chassant  le  dénomi- 
nateur et  en  transposant,  il  viendra 

N'.r«  +  (M'  —  N>r  —  M  =  0,  [8] 

ce  qui  prouve  que  la  valeur  d'une  fraction  continue  périodique 
2mre  est  racine  d'une  équation  du  deuxième  degré  à  coefficients 
commensurables. 

Cette  équation  ayant  une  permanence  et  une  variation ,  une 
de  ses  racines  est  négative  (25d)  ;  ainsi  on  rejettera  cette  racine, 
et  l'autre  sera  la  valeur  de  la  fraction  continue  totale. 

on  veut  revenir  de  la  fraction  continue  que  nous  avons 
trouvée  au  n°  410  à  la  valeur  d'où  elle  dérive,  on  posera 

1 


a;  =  3 


i+i 


2  +  i 

et,  en  formant  les  réduites  successives,  il  viendra 

J_       3        4        H       11  x+  4 
0  '     1  '     r      3  '     3^  -|-  1  ' 
partant 

nx-\-k  ,,  ,  5  +  v^ 

^^TT  =  ^'    dou    x=  —J-. 

2°  Admettons  maintenant  que  la  fraction  continue  commence 
par  quelques  termes  irréguliers,  et  soit 

'.  1 


r+'- 


»=-'  o  +  ^ 


'.      1 


n+-L 


a 


1 


'  ?i  +  etc. 
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cette  fraction.  Appelons  y  sa  valeur  et  x  celle  de  la  partie  pério-^ 
dique  :  nous  aurons 

,     1 


Q  + 


X 

,  ,  y 

Si  donc  on  désigne  par^r^,  la  valeur  de  la  partie  irrégulière  et 

par  ^  la  réduite  précédente,  on  aura  (o95) 

_    Ya^  +  U.  ._. 

y—  rx  +  v>''  '- -^ 

mais  nous  venons  de  voir  que 

_  Na^  +  M 
^  ~"  N'a;  +  M'  ' 

donc  en  éliminant  x  entre  cette  équation,  qui  est  du  deuxième 
degré,  et  la  précédente,  où  x  n'entre  qu'au  premier,  il 
viendra  une  équation  du  deuxième  degré  en  7/ ,  à  coefficients 
rationnels  ;  ce  qui  achève  de  démontrer  notre  théorème. 

Comme  les  deux  racines  de  l'équation  finale  en  y  pourraient 
être  positives,  on  évitera  la  difficulté  qu'il  y  aurait  à  distinguer 
celle  qui  est  la  valeur  de  la  fraction  périodique-mixte,  en  cal- 
culant d'ahord  la  racine  positive  de  l'équation  [8] ,  et  en  la 
suhsliluant  ensuite  dans  l'équafion  [9]. 

*415.  Théorème  VIL  Réciproquement,  les  racines  incommen^ 
surables  d'une  équation  du  deuxième  degré  à  coefficients  rationnels 
sont  exprimées  par  des  fractions  continues  périodiques. 
'  Je  considérerai  d'ahord  une  équation  dont  les  racines  aient 
des  signes  contraires,  et  soit 

ax^+bx  —  c=0  [10] 

cette  équation,  les  coefficients  a  et  c  étant  des  nomhres  entiers 
positifs,  et  b  un  nomhre  entier  positif  ou  négatif. 
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Je  m'occuperai  d'abord  de  la  racine  positive  de  cette  équa- 
tion ;  son  expression  est 


^—  ^  -        2a      ' 

en  représentant  par  n  le  nombre  entier  lf--\-kac.  Pour  déve- 
lopper celte  racine  en  fraction  continue,  je  chercherai  d'abord 
le  plus  grand  nombre  entier  qui  y  soit  contenu,  et  si  a  est  ce 
nombre,  je  poserai 

'    Xi' 

et  il  s'agira  de  trouver  la  partie  entière  de  la  valeur  de  Xi.  Or 
a-j — étant  une  racine  de  l'équation  [10],  la  substitution  de 

Xi. 

cette  quantité  à  la  place  de  x  devra  vérifier  cette  équation,  de 
sorte  qu'on  aura 

d'où  l'on  tirera  facilement 

{act^-\-bai—c)Xi^-\-{2a^  +  h)Xi+a  =  0.        [11] 

Or,  si  l'on  subtituail  les  deux  racines  de  cette  équation  dans  la 

relation  a7=a  +— ,  on  obtiendrait  les  deux  racines  de  la  pro- 

posée;  mais  ces  racines  sont  de  signes  contraires,  donc  il  faut 
que  les  valeurs  de  ar,  soient  aussi  de  signes  contraires,  et  que 
par  conséquent  le  premier  membre  de  l'équation  qui  les  déter- 
mine ait  une  variation  et  une  permanence  (25o},  ce  qui  exige 
que  aa^+èa— c  soit  négatif,  puisque  a>0. 
Posons 

aa'4-6a— C=:  —  «1,     et     2aa  +  &= — ^1, 

«1  étant  un  nombre  entier  positif  et  h^  un  nombre  entier  de 
signe  quelconque.  L'équation  [1 1]  deviendra  ainsi 

aiiTi^+te— a  =  0.  [12] 
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La  racine  positive  de  celte  équalion  est 

^  2ai    "        ~~~       2ai       ' 

car  61*  +  kaay = (2aa  +  hf  —  4a  (aa^  +  ^a  —  c)  =  ?^'  +  4ac  =  n . 
Soit  ai  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  cette  valeur 
de  0^1,  on  posera 

et,  pour  déterminer  x^,  on  substituera  cette  expression  de  a?i 
dans  l'équation  [12],  ce  qui  donnera  une  nouvelle  équation 
que  Ton  ramènera  facilement  à  la  forme 

Cette  équation  a  ses  deux  racines  de  signes  contraires  et  ses 
coefficients  0%  et  ta  sont  liés  par  la  condition 

62*+4aia2  =  n, 
comme  nous  Tavons  vu  tout  à  l'heure  pour  ceux  de  l'équa- 
tion [12]. 

La  répétition  du  même  calcul  conduira  évidemment  à  la 
suite  indéfinie  des  équations 

ax^  -\-hx  — c  =0, 

a^vXy  +  ^1^1 — a  =  0 , 

aaa?2*+te  —  «1=0, 

ci%x^  +  ^3^3  —  «2^0, 

• 
dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  liés  entre  eux 
par  les  relations 

^>i«  +  4aai=n,  /  ■ 

bi^-\-kaia.2=n,  l  ^ 

et  la  racine  positive  de  l'équation  [10]  a  pour  expression 
.  1 


x- 


.+'- 


«2  + 


a3-|-etc. 
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Pour  démontrer  que  cette  fraction  continue  est  périodique,  il 
suffit  de  prouver  que  l'une  des  transformées  est  identique  avec 
Tune  de  celles  qui  la  précèdent,  car  alors  ces  deux  équations 
auront  les  mêmes  racines. 
Or  j'observe  qu'il  résulte  des  conditions  [13],  que  les  coeffi- 

cients  a,  o^  ai,  a^y...  sont  moindres  que  -,  et  que  les  valeurs  ab- 
solues de  bybiybi,b3y...soni  plus  petites  que  \/Ti  :  par  conséquent 
si  l'on  dési^  ne  par  h  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  - 

et  par  k  la  valeur  entière  de  +  yTi,  on  voit  que  quand  on  aura 
obtenu  un  nombre  d'équations  au  plus  égal  à  2hk  (les  valeurs 
de  b,bub3,...  peuvent  être  positives  ou  négatives),  la  transfor- 
mée suivante  aura  nécessairement  ses  deux  premiers  coefficients 
identiques  avec  les  deux  premiers  coefficients  de  l'une  des  équa- 
tions qui  la  précèdent;  car  en  écrivant  chacun  des  ^k  nom- 
bres ±1,  ±2,  d=3,...  ±2k  successivement  à  la  droite  des  h 
nombres  1,  2,  3,...  /î,  on  ne  peut  évidemment  former  que  2hk 
combinaisons.  Gela  étant,  les  troisièmes  termes  de  ces  équa- 
tions seront  égaux,  puisqu'ils  doivent  safisfaire  à  la  relation 
b^-\-kac=n.  Ainsi,  si  aiMp  =  ai,  et&up  =  &,-,  comme  on  doit 
avoir  &Vp+^^.-^P-i«.-^P  =  ''i  =  ^".  +  ^«i-i««'  i^  en  résulte  que 
fli^p_i=a,_r,  de  sorte  que  les  transformées  a,.r*i-l-6,ar, — a,_i  =  0 
et  Oi^pX-i^p-\-bj  pXi^p — a,fp_i  sont  identiques.  Donc  la  ra- 
cine j)Ositive  de  l'équation  [10]  a  pour  expression  une  fraction 
continue  périodique. 

*414.  Pour  s'assurer  que  la  racine  négative  jouit  de  la  même 
propriété,  on  changera  x  en  — x  dans  l'équation  proposée;  ce 
qui  donnera  la  transformée 

ax^  —  bx  —  c  =  0; 
or  la  racine  positive  de  cette  équation  est  développable  en  frac- 
tion continue  périodique,  donc  il  en  est  de  même  de  la  racine 
négative  de  la  proposée,  puisque  ces  deux  racines  ont  la  même 
valeur  absolue. 

*4lo.  Considérons  maintenant  le  cas  où  les  deux  racines  de 
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réquation  du  deuxième  degré  sont  positives  et  distinguons  deux 
cas,  selon  qu'elles  auront  la  même  partie  entière  ou  des  parties 
entières  différentes.  J'examine  d'abord  ce  deuxième  cas.  Si  on 
désigne  par  a  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  la  plus 
grande  des  deux  racines,  celle-ci  sera  plus  grande  que  a,  mais 
l'autre  sera,  au  contraire,  moindre  que  a  ;  de  sorte  que  si  l'on 

pose  a;==a-| — ,  cci  devra  avoir  deux  valeurs,  l'une  positive  et 
plus  grande  que  l'unité,  et  l'autre  négative.  Si  donc,  pour  dé- 
terminer ces  valeurs  de  Xu  on  substitue  a  -] —  au  lieu  de  x 

X\ 

dans  l'équation  proposée 

ax^—hx  +  c=Q,  [14] 

on  trouvera  une  équation  du  deuxième  degré  dont  les  racines 
seront  de  signes  contraires,  et  seront  par  conséquent  expri- 
mées par  deux  fractions  connues  périodiques,  de  sorte  qu'en 
remplaçant  successivement  Xx  par  chacune  de  ces  valeurs  dans 

«H — >  on  obtiendra  deux  pareilles  fractions  pour  les  racines 

Xx 

de  l'équation  [14]. 
J'observerai  toutefois  que  la  plus  petite  sera  de  la  forme 

1 


a- 


,    1 


a2+  etc. 

mais  il  est  facile  de  la  ramener  à  la  forme  ordinaire;  car  cette 
expression  revient  à 

1  1    I    1        1  ,1  ^1—1  11       1     . 

ce =  a  —  1  4-  1 =a —  1-4 =:  a —  \-\-   7 

Xi  -  Xi  *        Xi  '       Xj 

Xi — 1 

^1  I      I  1 


K-i)+^ 


«2  + etc. 
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Si  ai  était  égal  à  l'unité,  je  poserais  «2 H — ,         =y  ,  et 
j'aurais 

"■"ao  +  etc.  y 

de  sorte  que  l'expression  de  notre  racine  serait  alors 

1 


1  + 


(«.  + 1:  '  ^ 


aa  +  etC. 

*  416.  Dans  le  deuxième  cas,  où  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion [14]  ont  la  même  partie  entière,  j'appellerai  a  cette 

partie  entière,  et  je  poserai  rc  =  a -] — ,  et  la  transformée  en 

œi  aura  ses  deux  racines  positives  et  plus  grandes  que  l'unité. 
Si  ces  racines  ont  encore  la  môme  partie  entière  «i,  on  posera 

iri  =  «1-1 — ,  et  l'équation  en  rca  aura  encore  ses  racines  posi- 

x^ 

tives  et  plus  grandes  que  l'unité.  Mais  en  continuant  le  calcul 
des  équations  transformées  successives,  on  finira  par  arriver  à 
une  équation  dont  les  racines  n'auront  plus  la  même  partie  en- 
tière, sans  quoi  les  racines  de  l'équation  [14]  seraient  égales, 
puisqu'elles  seraient  exprimées  par  la  même  fraction  continue. 
Les  racines  de  celte  dernière  transformée  seront  donc  des 
fractions  continues  périodiques,  et  \)dv  conséquent  il  en  sera 
de  même  de  celles  de  la  proposée. 

*417.  Enfin,  si  les  racines  de  l'équation  du  deuxième  degré 
sont  négatives,  on  y  changera  x  en  — x,  et  on  obtiendra  une 
transformée  dont  les  racines  seront  égales  et  de  signes  con- 
traires aux  siennes  ;  ce  qui  ramènera  au  cas  précédent. 

C'est  à  Lagrange  qu'est  dû  ce  beau  théorème,  mais  la  dé- 
monstration qu'il  en  a  donnée  est  moins  simple  que  la  précé- 
dente, qui  a  été  publiée  par  M.  Gérono,  dans  les  Nouvelles 
annales  de  mathématiques. 

418.  Nous  terminerons  ce  que  nous  a\ions  à  dire  des  frac- 
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lions  continues,  en  montrant  comment  on  peut,  par  leur 
moyen,  obtenir  sans  tâtonnements  une  solution  entière  de 
l'équation  du  premier  degré  à  deux  indéterminées 

ax~{-by  =  k. 

Développons,  en  effet,  le  rapport  r  en  fraction  continue,  et 
formons  ensuite  toutes  les  réduites.  La  dernière  sera  précisé- 
ment t,  puisque  nous  avons  supposé  a  et  &  premiers  entre 

771 

eux  (598).  Si  on  appelle  —  la  réduite  précédente,  on  aura, 
comme  on  sait  (597), 

an  —  hm  =  ±:  1 . 

Or,  en  multipliant  tous  les  termes  de  cette  identité  par  +  /c  ou 
par  —  /v,  selon  que  son  second  membre  sera  +  1  ou  —  1 ,  il 
viendra 

dz  ank  zp  hmk  =  k  ; 

de  sorte  que  si  l'on  pose 

x=^dznk    et    y=^-=ç.mk, 

l'équation  proposée  sera  vérifiée.  On  aura  donc  ainsi  une  solu- 
tion de  cette  équation. 
Soit ,  par  exemple ,  l'équation 

25a;— 591/ =  7. 

59 
En  réduisant  —  en  fraction  continue,  et  en  formant  ensuite  les 

réduites,  on  trouvera 

1        2        5        7        26        59 
Ô'      1'      2'      3'      ÏT'      25* 

Comme  la  dernière  est  de  rang  impair,  on  a 

59.11  — 25.26  =  — 1  : 

je  multiplie  tous  les  termes  de  celte  identité  par  — 7,  ce  qui 
donne 

25.26.7—59.11.7  =  7: 
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donc  on  satisfera  à  la  proposée  en  posant  rr=  26.7  =  182, 
et  y  =  11.7  =  77;  de  sorte  que  les  valeurs  générales  de  x  et 
de  y  sont 

ar=182  +  59^     27  =  77  +  25^ 

419.  Cette  méthode  montre  que  Yéquation  proposée  ne  sera 
soluble  en  nombres  entiers,  si  ^  et  h  ne  sont  pas  premiers  entre 
eux,  qu'autant  que  leur  plus  grand  commun  diviseur  divisera  k. 

En  effet,  si  on  a  a  =  a'd  et  b  =  b'd,  la  dernière  réduite  sera  r-,  j 

771 

de  sorte  qu'en  appelant  —  la  pénultième,  on  aura 


a'n  — ym  =  ztl,     d'où 

±1  a'nk  q=  b'mk  =  k. 

On  posera  donc 

ax  =  ±:  a'nk    et 

by=iïib'mk] 

ce  qui  donnera 

^  ,  a'nk       ,  nk        . 

x^±: =dz-j-,     et 

a              d 

b'mk          mk 

Mais  m  et  71  étant  deux  nombres  premiers  entre  eux,  aucun  des 
facteurs  premiers  de  d  ne  peut  se  trouver  à  la  fois  dans  m  et 
dans  n\  donc  pour  que  x  et  ij  soient  des  nombres  entiers,  il 
faut  et  il  suffit  que  k  renferme  tous  les  facteurs  premiers  de  d, 
c'est-à-dire  que  k  soit  divisible  par  d. 


CHAPITRE  XII. 

DES  LOGARITHMES  ET  DE  LEURS  APPLICATIOIVS. 


§  î.  DES  LOGARITHMES. 

420.  On  appelle  logarithmes  une  suite  de  nombres  en  pro- 
gression par  différence )  commençant  par  zéro,  qui  correspon- 
dent, terme  pour  terme,  a  une  'pareille  suite  dénombres  en 
progression  par  quotient ,  commençant  par  l'unité»  Telle  est  la 
définition  que,  dans  l'arillimétique,  on  donne  des  logarithmes 
{Arith.,  280);  on  y  démontre  en  outre  que  l'on  peut  prendre 
la  raison  de  cette  deuxième  progression  assez  peu  différente  de 
l'unité,  pour  que  la  différence  entre  deux  quelconques  de  ses 
termes  consécutifs  soit  moindre  que  toute  grandeur  donnée 
{Arith.,  554),  de  sorte  que  les  termes  de  cette  progression  pré- 
senteraient toutes  les  nuances  de  la  grandeur,  à  partir  de 
l'unité.  D'après  cela,  si  (q —  1)  et  r  désignent  deux  quantités 
aussi  petites  qu'on  peut  l'imaginer,  les  deux  progressions 
TT . . . . : ç~^  :  ç~^ :  ç~^  :  i  :  q  :q^:  q^  : :  (/":.. . 

■r — 3r .  —  2r .  — r .  0  .  7\  2r .  3r nr 

formeront  un  système  de  logarithmes,  et  le  terme  nr,  par 
exemple,  de  la  deuxième,  sera  le  logarithme  du  terme  ^"  qui 
lui  correspond  dans  la  première  ''. 

*  Si  l'on  représente  par  a  la  différence  extrêmement  petite  qui  existe  entre  q 
et  l'unité ,  de  sorte  que  ^=l+a,  et  que  l'on  pose  en  outre  r=a,  les  deux 
progressions  ci-dessus  deviendront 


■H- :{l+a)-3:(l+ar:(H-a)-':i:(l+a):(l+a)2:(i+a)3: 

■î- —3a    .  —,2a     .    — a       .0.      a    .    2a      .        3a.. 


et  l'ensemble  de  ces  deux  progressions  formera  précisément  le  système  de  lo- 
garithmes que  iVeper  a  considéré,  et  qu'en  conséquence  M.  Lacroix  a  appelé 
le  système  népérien.  On  peut  donc  définir  ce  système  de  logarithmes  en  disant 
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Actuellement,  si  l'on  pose  q  =  a'',  ce  qui  est  toujours  pos- 
sible, car  cela  revient  à  représenter  par  a  la  puissance  du  degré 

-  de  q,  la  progression  par  quotient  deviendra 


~  ....  :  a- 


que  c'est  celui  dans  lequel  la  raison  de  la  progression  arithmétique  est  égale 
à  la  différence  qui  existe  entre  la  raison  de  la  progression  géométrique  et 
l'unité. 

Si  l'on  veut  calculer  la  base  du  système  de  logarithmes  népériens,  on  se 
rappellera  que  la  base  d'un  système  de  logarithmes  est  le  nombre  qui  a  l'unité 
pour  logarithme  {Arith.,  286*).  Or,  si   (n+1)    est  le  rang  qu'occupe  Vuniié 

dans  la  progression -fO. a. 2a. 3a...,  on  aura  l=:na,  d'oùn— -,  et  par  consé- 
quent le  terme  correspondant  de  la  progression  par  quotient  sera  (1  +  a)  «.  On 
obtiendra  donc  la  valeur  de  la  base  e  du  système  népérien,  en  cherchant  la  li- 

mite  vers  laquelle  converge  la  quantité  (1  +a)  «,  lorsque  a  tend  vers  zéro. 
Pour  déterminer  cette  limite,  nous  remplacerons  a  par  -  ,  et  alors  e  sera  la  li- 
mite de  la  quantité  (14--)  ,  lorsqu'on  y  suppose    n=:oo.  En  développant 

cette  fonction  d'après  la  formule  du  binôme,  ce  qui  est  permis,  puisque  (n-f-1) 
désigaant  le  rang  que  1  occupe  dans  la  progression  •r0.a.2a.3a...,  n  est  néces- 
sairement un  nombre  entier  positif,  il  viendra 


(-r= 


n(n-1)(n-2)(n-3)...{n— (p-1)} 
"^■""^  1.2     .     3    .     4     ...         p.np  "^•"' 


ou  bien,  en  divisant  chacun  des  p  facteurs  du  numérateur  du  terme  général 
par  n,  et  le  dénominateur  par  n^, 

,,n.    ,,     ,('-^)H)0-^)-h-^|, 

y-^n)    -^+-+       2.3.4...         3  '^"" 

Maintenant,  si  l'on  suppose  que  n  augmente,  les  termes  qui  ont  n  pour  déno- 
minateur décroîtront,  et  lorsque  n  deviendra  plus  grand  que  toute  grandeur 
assignable,  ces  termes  deviendront  plus  petits  que  toute  quantité  donnée;  donc 
la  limite  du  second  membre  de  l'équation  précédente  est 

série  dans  laquelle  p  doit  recevoir  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  1,2, 
3,  4;  ...-,  mais  nous  avons  appelé  e  la  limite  du  premier  membre;  donc,  en 
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Or,  en  la  comparant  avec  la  progression  par  différence  ci-des- 
sus, on  verra  que  le  logarithme  de  a*"*  sera  nr,  c'est-à-dire 
l'exposant  même  dont  le  nombre  constant  a  est  affecté.  Ainsi 
nous  pourrons  débarrasser  la  définition  des  logarithmes  de 
toute  idée  de  progression,  en  disant  que  le  logarithme  d'un 
nombre  est  Vexposant  de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever 
un  nombre  constant  a  pour  reproduire  ce  nombre.  Celte  nou- 
velle manière  d'envisager  les  logarithmes  étant  une  consé- 
quence de  l'idée  que  nous  en  avons  donnée  plus  haut,  nous 
aurons  prouvé  que  ces  deux  définitions  sont  équivalentes,  si 
nous  démontrons  que  la  première  résulte  aussi  de  la  deuxième. 
Or  la  chose  est  facile.  Désignons  en  effet  par  x  le  logarithme 
d'un  nombre  quelconque  b,  nous  avons  a''  =^  6,  et  si  nous 
donnons  à  x  toutes  les  valeurs  en  progression  par  différence 
tant  positives  que  négatives,  dont  la  raison  serait  une  quan- 
tité r,  aussi  petite  que  l'on  voudra,  nous  trouverons  pour  les 

vertu  du  principe  fondamental  de  la  théorie  des  limites ,  et  en  donnant  à  p 
toutes  les  valeurs  ci-dessus,  il  viendra 

''^^+^  +  0+T:2T3+T:2T374  +  '*-  +  1.2.3...n"^'"' 

série  dont  la  loi  est  évidente  et  qui  se  compose  d'un  nombre  infini  de  termes 
(38S). 

Si  l'on  prend  pour  valeur  de  e  les  n  premiers  termes  de  cette  série,  le  pre- 
mier des  termes  que  l'on  négligera  étant  ,  l'erreur  que  l'on  commet- 

i  .  ,*  .  O  •  •  t  ?l 

tra  sera  plus  petite  que 

11  11 


1.2.3...n*^_l^      1.2.3...(n— l)'n  — r 
n 

en  prenant,  par  exemple,   pour  valeur   de  e  la  somme  des  treize  premiers 
termes  de  la  série,  l'erreur  sera  moindre  que 

^  ^   <  0,00000  00002. 


1.2. 3. 4. ..12    12 

Ainsi,  on  sera  sûr  des  neuf  premières  décimales,  et  on  trouvera  e=2,7 18281828, 
valeur  facile  à  retenir,  à  cause  de  la  période  1828. 
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valeurs  correspondantes  de  b  les  termes  de  la  progression  par 

quotient. 

^....:a-^'  ra-'»"  :  a-'  :  1  :  a*"  :  a"":  a^'  : .... 

En  la  comparant  avec  la  progression  par  différence 

:  ....  — 3r.  — 2r. — r.  0.  r.  2r.  3r 

formée  par  les  valeurs  de  x,  on  reconnaît  que  le  logarithme 
d'un  nombre  est  le  terme  d'une  progression  par  différence 
commençant  par  zéro,  qui  correspond  à  ce  nombre  placé  dans 
une  progression  par  quotient  commençant  par  l'unité. 

421.  Désormais  nous  dirons  que  le  logarithme  d'un  nombre 
est  l'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever  un  nombre 
INVARIABLE  POSITIF,  ET  AUTRE  QUE  l'unité,  pour  reproduire  ce 
nombre j  et  nous  appellerons  système  de  logarithmes  la  série 
des  logarithmes  de  tous  les  nombres  possibles,  pour  une  valeur 
particulière  de  ce  nombre  invariable ,  que  l'on  nomme  la  base 
de  ce  système.  Ainsi  un  même  nombre  peut  avoir  une  infinité  de 
logarithmes  [Arith.,  28G  *). 

422.  Bans  tout  système  de  logarithmes ,  le  logarithme  de  la 
base  est  Vunité  {Arith.,  286*)  et  celui  de  l'unité  est  zéro.  En  effet, 
soit  fait  b=a  dans  l'équation  a'  =  b.  On  aura  a'==a,  équa- 
tion qui  ne  peut  être  vérifiée  que  par  a;=  1  ;  mais  dans  l'équa- 
•lion  a''  =  a,  x  désigne  le  logarithme  de  a;  donc  log  a=  1. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  b  soit  égal  à  l'unité,  on  aura 
a'=l,  ce  qui  ne  peut  être,  à  moins  que  x  ne  soit  égal  à  0; 
mais  dans  l'équation  a*=il,  x  représente  le  logarithme  de  1  ; 
donc  log  1  =  0. 

425.  Nous  allons  maintenant  établir  les  propriétés  des  loga- 
rithmes, en  partant  de  la  définition  algébrique  que  nous  ve- 
nons d'en  donner;  mais  comme  cette  définition  suppose  qu'en 
élevant  un  nombre  constant  à  des  puissances  convenables,  on 
peut  reproduire  tous  les  nombres  possibles,  il  sera  bon  de 
démontrer  directement  \di  vérité  de  ce  principe.  Pour  cela,  nous 
commencerons  par  prouver  que  si  Von  /"aiï  croître  Vexposanlx 
G.  21 
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(ïune  manière  continue^  la  fonction  dc^  variera  aussi  d'une  ma^ 
nière  continue. 

Pour  y  parvenir,  je  donne  kx  une  valeur  quelconque  m,  et 
je  vais  démontrer  d'abord  que  l'on  pourra  toujours  trouver  un 

nombre  entier  n  assez  grand  pour  qu'en  faisant  a? = m-] — , 

la  différence  entre  a*"  et  «*"+«  soit  moindre  que  toute  grandeur 
assignable  S. 

1°  Soit  a^-l,  je  dis  donc  que  l'on  peut  satisfaire  à  l'iné- 
galité 

En  effet,  en  divisant  les  deux  membres  de  cette  inégalité  par 
a"»,  on  trouvera 

i  a 

d'où  Ton  tire 


«<('+â" 


et  il  sera  toujours  possible  de  satisfaire  à  cette  inégalité  par  une 

valeur  entière  de  n,  car  1-) — ;7,>1,   et  on  sait  que  les  puis- 

sances  successives  cVune  quantité  plus  grande  que  Vunitè  sont 
de  plus  en  plus  grandes  et  croissent  au  delà  de  toute  limite 
(Arith.,  551). 

2"  Soit  a<l,  je  dis  que  l'on  pourra  encore  vérifier  l'iné- 
galité 

car  on  en  tirera  facilement 

Or  (  1 ;;^)<C1,  et  on  sait  que  les  puissances  successives  d*une 

quantité  moindre  que  Vunitè  sont  de  plus  en  plus  petites,  et  ont 
zéro  pour  limite  {Arith.,  552). 
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Cela  posé,  partageons  l'unité  en  n  parties  égales,  et  donnons 
uccessivement  à  x  les  valeurs 

0    1  ?  5 

les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  a'  seront 

J.  2.  _3 

1,        a",       fl",       0", 

et  on  voit,  d'après  ce  qui  précède,  qu'en  prenant  n  suffisam- 
ment grand  on  pourra  rendre  la  différence  entre  une  quel- 
conque de  ces  valeurs  et  la  suivante  moindre  que  toute  gran- 
deur donnée,  de  sorte  que  si  l'on  conçoit  que  x  croisse  d'une 
manière  continue  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  et  que  a  soit  >  1, 
la  fonction  a^  croîtra  aussi  d'une  manière  continue  depuis 
l'unité  jusqu'à  l'infini,  sans  quoi  elle  devrait  passer  brusque- 
ment d'une  valeur  à  une  autre  qui  en  différerait  d'une  quantité 
finie,  ce  qui  est  absurde,  puisque  la  variation  de  cette  fonction 
t)eutêtre  rendue  moindre  que  toute  grandeur  donnée.  Donc  on 
reproduira  ainsi  tous  les  nombres  plus  grands  que  V unité. 
Si  maintenant  on  donne  à  x  les  valeurs  successives 

0     ~i     -2     _3 

n'         n'         n'"'" 

les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  a'  seront 

■•  ©'  w-  ©'. 

et,  en  prenant  n  suffisamment  grand,  on  pourra  rendre  la  diffé- 
rence entre  une  quelconque  de  ces  valeurs  et  la  suivante  moin- 
dre que  toute  grandeur  donnée  ;  d'où  il  suit  que  si  l'on  conçoit 
que  X  croisse  négativement  d'une  manière  continue  depuis  zéro 
jusqu'à  l'infini  négaUf,  a  étant  toujours  >  1,  la  foncfion  a'  dé- 
croîtra d'une  manière  continue  depuis  l'unité  jusqu'à  zéro; 
donc  on  reproduira  ainsi  tous  les  nombres  plus  petits  que  Vunité, 
Observons  que  la  fonction  a'  ne  se  réduit  à  zéro  que  pour 
x=^—^ ,  de  sorte  que  le  logarithme  de  zéro  est  Vinfini  néga- 
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tif,  quand  la  hase  est  plus  grande  que  Vunité,  ce  qui  veut  dire 
que  quand  une  fraction  tend  vers  zéro,  son  logarithme  est  né- 
gatif et  croît  au  delà  de  toute  limite. 

Si  a  est  plus  petit  que  l'unité,  on  verra,  en  reprenant  les  rai- 
sonnements qui  précèdent,  qu'en  faisant  croître  x  depuis  zéro 
jusqu'à  l'infini  positif,  la  fonction  a*  prendra  toutes  les  valeurs 
inférieures  à  l'unité,  et  qu'elle  deviendra  successivement  égale  à 
tous  les  nombres  plus  grands  que  1,  quand  x  croîtra  négative- 
ment depuis  zéro  jusqu'à-—  oo  . 

424.  Il  est  important  d'observer  que  la  hase  d'un  système  de 

logarithmes   doit   être  nécessairement  un  nombre  jjosilif  autre 

que  Vunitè.  Supposons,  en  effet,  que  a  soit  une  quantité  négative 

dont  la  valeur  absolue  est  différente  de  1  ;  si  on  fait  successive- 

2m  2?7i-(-l        2m-f-l   ,     „ 

ment  x  =  - — r-;.  =  - — r-r,  =  ,  la  fonction  a*  aura  une 

2n+r       2n+l  2^1 

valeur  réelle  et  positive  dans  le  premier  cas,  réelle  et  négative 

dans  le  deuxième  et  imaginaire  dans  le  troisième,  de  sorte 

qu'en  donnant  à  x  des  valeurs  suffisamment  rapprochées,  elle 

prendra  des  valeurs  absolues,  dont  chacune  différera  de  la 

précédente  d'aussi  peu  que  l'on  voudra,  mais  cette  fonction 

passera  brusquement  du  positif  au  négatif  et  à  l'imaginaire. 

Ainsi,  quand  on  fera  croître  x  d'une  manière  continue,  la 

fonction  a''  prendra  une  suite  de  valeurs  discontinues,  et  par 

conséquent  ne  pourra  point  reproduire  tous  les  nombres 

possibles. 

a  ne  peut  pas  non  plus  être  égale  à  l'unité,  puisque  toutes 
les  puissances  de  -j-  1  sont  égales  à  +  1- 

423.  La  base  d'un  système  de  logarithmes  étant  nécessaire- 
ment positive,  on  voit  que  la  fonction  a''  ne  pourra  donner  des 
nombres  négatifs,  que  si  l'on  assigne  à  x  des  valeurs  fraction- 
naires, dont  le  dénominateur  sera  un  nombre  pair;  mais  alors 
cette  fonction  serait  encore  discontinue,  de  sorte  que  tous  les 
nombres  négatifs  ne  peuvent  pas  avoir  de  logarithmes.  En 
conséquence  on  a  rejeté  ces  logarithmes  et  on  les  a  considères 
comme  des  expressions  imaginaires  ;  ainsi  si  une  question  con- 
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diiit  à  prendre  le  logarithme  d'une  quantité  négative  y  nous  con- 
clurons quelle  est  impossible. 

426.  Notre  définition  des  logarithmes  (421)  étant  complète- 
ment justifiée,  nous  allons  examiner  les  propriétés  qui  en  dé- 
coulent. 

Soient  b,  b\b'\....  des  nombres  quelconques  et  x,  x',x\..., 
leurs  logarithmes  respectifs,  dans  le  système  dont  la  base  est  a  ; 
nous  aurons  les  équations 

a'=b,    a^'  =  b',    a'"  =  b'\...  ; 

et  si  nous  les  multipUons  membre  à  membre,  il  viendra  (282) 

a'+="-^'"+-"'  =  bb'b\... 

Mais,  d'après  la  définition  des  logarithmes,  x+x'+x"-{-....  est 

le  logarithme  du  nombre  66' 6"....;  d'un  autre  côté,  x,  x',  a/'.... 

sont  les  logarithmes  respectifs  des  nombres  6,6'  6"....;  donc 

log  66' 6"....  =log  6+log  6'+log  6"+.... 

Donc  le  logarithme  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égal  à 
la  somme  des  logarithmes  de  ces  facteurs. 
Si  on  divise  membre  à  membre  les  équations 

a^=b    et    fl^'  =  6', 
on  trouvera 

Ainsi  {x—x')  est  le  logarithme  der,;  donc  le  logarithme  du 

quotient  de  la  division  de  deux  nombres  est  égal  au  logarithme 
du  dividende  moins  Je  logarithme  du  diviseur. 
Si  on  élève  à  la  puissance  m  les  deux  membres  de  l'équation 

a"  =  6,  il  viendra    a""'  —  6"*, 

ce  qui  exprime  que  mx  est  le  logarithme  de  6»'*  ;  donc  le  loga- 
rithme d'une  puissance  quelconque  d'un  nombre  est  égal  au  pro- 
duit du  logarithme  de  ce  nombre  par  l'exposant  de  cette  puis- 
sance. 
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On  verra  de  même  que  de  l'équation 

>  h'^'  '  ^     a'=b,    on  tire    a"* = yV, 

et  qu'en  conséquence  le  logarithme  d'une  racine  quelconque 
d'un  nombre  est  égal  au  logarithme  de  ce  nombre  divisé  par  l'in- 
dice de  cette  racine. 

427.  Ces  principes  établis,  il  faut,  pour  en  tirer  parti,  con- 
struire une  table  de  logarithmes.  On  appelle  ainsi  un  tableau  à 
deux  colonnes ,  telles  que  dans  la  première  se  trouve  la  suite  na- 
turelle des  nombres  entiers  1,  2,  3,  k,.,..^ jusqu'à  une  certaine 
limite,  et  à  côté,  dans  la  deuxième,  sont  leurs  logarithmes. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  que  l'on  prenne  le 
nombre  10  pour  la  base  du  système  de  logarithmes  à  construire, 
que  la  table  doive  s'étendre,  comme  celle  de  (7a//eî,  jusqu'à  1 08000 
et  donner  chaque  logarithme  à  m  oins  d'un  demi-dix-millionième . 
Je  remarquerai  d'abord  que  l'on  devra  se  borner  à  calculer  les 
logarithmes  de  tous  les  nombres  premiers  moindres  que  108000, 
puisque  le  logarithme  du  produit  de  plusieurs  facteurs  étant 
égal  à  la  somme  des  logarithmes  de  ces  facteurs,  on  pbtiendra 
le  logarithme  d'un  nombre  composé  quelconque,  en  faisant  la 
somme  des  logarithmes  de  ses  facteurs  premiers.  Mais,  pour 
avoir  ces  logarithmes  des  nombres  composés,  chacun  à  moins 
d'une  demi -unité  du  septième  ordre  décimal,  avec  quel  degré 
d'approximation  faut-il  calculer  ceux  des  nombres  premiers? 
J'observe  que  la  puissance  de  2  qui  est  immédiatement  infé- 
rieure à  108000,  est  la  seizième,  de  sorte  qu'un  noinbre  qui  ne 
surpasse  pas  108000  renferme  au  plus  16  facteurs  premiers; 
donc,  pour  que  son  logarithme  ne  soit  pas  fautif  d'un  demi-dix- 
millionième,  il  suffira  que  ceux  de  ses  facteurs  premiers  ne  le 
soient  pas  de  la  seizième  partie  d'un  demi-dix-millionième, 

c'est-à-dire  de  .  Or  cette  quantité  est  plus  grande  que 

o^UUUUUUU 

0,000000003  :  en  conséquence,  on  calculera  les  logarithmes  de 
tous  les  nombres  premiers  chacun  à  moins  de  trois  unités  du 
neuvième  ordre  décimal,  et  on  sera  sûr  que  ceux  des  nombres 
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composés  qui  ne  surpassent  pas  108000  ne  seront  pas  fautifs 
d*un  demi-dix-millionième.  Quand  tous  ces  calculs  seront 
effectués,  on  supprimera  les  chiffres  décimaux  d'un  ordre 
inférieur  au  septième,  en  ayant  soin  de  forcer  l'unité  sur 
celui-ci,  quand  il  y  aura  lieu,  et  la  table  demandée  sera  con- 
struite. La  question  se  trouve  actuellement  ramenée  à  résoudre 

Véquation 

10^=6, 

dans  laquelle  b  recevra  successivement  pour  valeurs  tous  les 
nombres  premiers  moindres  que  108000,  à  l'exception  de  5,  et 
à  calculer  dans  chacune  de  ces  équations  la  valeur  de  Xy  à  moins 
de  trois  unités  du  neuvième  ordre  décimal. 

Nous  exceptons  le  nombre  5,  parce  que  l'on  obtiendra  son 
logarithme  en  retranchant  le  logarithme  de  2  de  celui  de  10 
(42G),  lequel  est  égal  à  l'unité  (422). 

428.  Il  convient  donc  de  nous  occuper  de  la  résolution  de 
l'équation  précédente  ;  mais  pour  plus  de  généralité  nous  con- 
sidérerons l'équation 

a^=^,  fl] 

dans  laquelle  a  et  b  représentent  deux  nombres  positifs  quel- 
conques. Il  peut  se  présenter  deux  cas  principaux,  suivant  que 
a  sera  plus  grand  on  plus  petit  que  l'unité. 

Sia>l,  5  pourra  être  ou  plus  grand  que  1  ou  plus  petit 
que  1  ;  et  s'il  est>  1,  il  pourra  être  ou>  a  ou  <  a. 

Si  a<l,  6  pourra  aussi  être  plus  petit  que  1,  ou>  1  ;  et  si  6 
est  plus  petit  que  1,  il  pourra  être  ou  <a  ou  >a.  Nous  aurons 
donc  en  tout  six  cas  à  examiner.  Ils  sont  compris  dans  le  ta- 
bleau suivant  : 

^  U<i  U>i 

P'  Cas.  a>l,  6>a. 

Je  remarque  d'abord  que,  dans  tous  les  cas,  l'équation  [1]  ne 
pourra  être  vérifiée  que  par  une  seule  valeur  réelle  de  x,  puis- 
que nous  avons  démontré  que  si  x  croissait  d'une  manière 
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continue,  la  fonction  a"  croissait  ou  décroissait  d'une  manière 
continue,  selon  que  a>l  ou  <1.  Ainsi,  lorsque  x  passera 
par  tous  lesitats  de  grandeur  compris  entre  —  «»  et  +  <»  ,  jl  y 
aura  un  instant  et  un  seul  où  la  fonction  a*  sera  égale  à  h. 

Gela  posé,  il  est  évident  que  si  nous  pouvons  développer  la 
valeur  de  l'inconnue  x  en  fraction  continue,  nous  calculerons 
ensuite  cette  valeur  avec  tel  degré  d'approximation  que  nous 
voudrons,  de  sorte  que  le  problème  que  nous  nous  sommes 
proposé  sera  résolu.  Je  cherche  donc  à  déterminer  le  plus 
grand  nombre  entier  contenu  dans  x  (589),  et  pour  cela  je 
substitue  dans  l'équation  [1],  à  la  place  de  x^  la  suite  naturelle 
des  nombres  entiers  1,2,3,4,....*,  jusqu'à  ce  que  je  parvienne 
à  deux  nombres  consécutifs  n  et  n+  1>  tels  que  l'on  ait  a''<Ch 
eta^'-^^^b,  et  j'en  conclus  que  la  valeur  de  x  étant  comprise 
entre  7i  et  n  +  1 ,  n  sera  le  plus  grand  nombre  entier  contenu 
dans  X.  On  posera  donc 

,  1 

y 

et  il  s'agira  de  déterminer  le  plus'grand  nombre  entier  contenu 
dans  y.  Cette  valeur  de  x  devant  vérifier  l'équation  [1],  nous 
aurons,  en  l'y  substituant, 

0""^=  b, 

équation  d'où  on  tirera  successivement 

«^==p     et    cy  =  a,  [2] 

en  posant,  pour  abréger,  —  =  c.  Or  cette  équation  est  de  la 
même  forme  que  la  proposée,  car  a" étant  <&,  c  =  - >l,et 

Ci 

a"+^  étant  >6,  on  voit  quea>>— =c.  On  déterminera  donc 

et 

*  Je  ne  fais  pas  a;=0,  parce  que  a  étant  supposé  plus  petit  que  &,  il  est  clair 
que  X  est  >  1. 


ET  DE  LEURS  APPLIGATlOiNS.  329 

la  partie  cnlière  de  la  valeur  \j,  comme  on  a  obtcmi  le  plus 
grand  uombre  entier  contenu  dans  x,  en  substituant  dans  l'é- 
quation [2],  à  la  place  de  y,  la  suite  naturelle  des  nombres  en- 
tiers 1,  2,  3,....,  jusqu'à  ce  qu'on  parvieune  à  deux  nombres 
consécutifs  p  etp+1  tels  que  l'on  ait  c?  < a  et  cp^^>  a,  et 
alors,  y  étant  compris  entre  ces  deux  nombres,  on  posera 

,    1 

(on  n'a  pas  fait  y  =  0,  parce  que  cette  quantité  est >>  1,  puisque 
-  représente  une  quantité  plus  petite  que  l'unité). 

On  substituera  donc  cette  valeur  de  y  dans  l'équation  [2],  et, 
en  posant  pour  abréger  -=  d,  on  trouvera 

équation  sur  laquelle  on  agira,  comme  sur  les  deux  précé- 
dentes, et  ainsi  de  suite,  ce  qui  conduira  à  une  suite  de  valeurs 
telles  que 

z=^q-\ — ,   u  =  r-\--^    etc. 

En  remontant  ensuite  à  la  valeur  de  x,  on  trouvera  que  cette 
inconnue  est  exprimée  par  la  fraction  continue 

,    1 


^  + 


r-f-etc. 

2"  Cas.  a>l,   6>1,  5<a.   En  faisant  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  [1], 

a;=0,      on  trouve      1<^, 

x=\,  a>b; 

donc  la  valeur  de  x  est  comprise  entre  zéro  et  l'unité,  et  est 
ainsi  moindre  que  l'unité.  On  posera  donc 

1 

x  =  -. 
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ce  qui  donnera,  en  substituant  dans  [1], 

ay  =  b,  d'où  by=a. 

Or  6>  1  et  a^b;  ainsi  cette  équation  rentre  dans  le  cas  pré- 
cédent, de  sorte  qu'il  est  inutile  de  s'y  arrêter. 

3«  Cas.  a>l,  6<1.  Si  on  fait  croître  x  depuis  zéro  jusqu'à 
l'infini  positif,  a*  croîtra  aussi  depuis  1  jusqu'à  l'infini,  et  par 
conséquent  cette  fonction  ne  deviendra  pas  égale  à  b.  Donc 
la  valeur  de  a;  est  négative.  En  conséquence  je  pose 

ce  qui  donne 

a-^  —  b,  ou    bien   —  —  b,  d'où  ay  =  -. 

Or  a>  1  et  7-  est  aussi  >  1  ;  donc  cette  équation  rentre  dans 

le  premier  ou  dans  le  deuxième  cas. 

4«  Cas.  a<  1,  5<a,  Si  on  fait  croître  x  depuis  zéro  jusqu'à 
l'infini  positif,  la  fonction  a^  décroîtra  depuis  1  jusqu'à  zéro, 
et  deviendra  par  conséquent  égale  à  b.  Je  substituerai  donc  à 
la  place  de  x,  dans  l'équation  [1],  la  suite  naturelle  des  nombres 
entiers  0, 1,  2, 3, 4,...,  jusqu'à  ce  que  je  parvienne  à  deux  nom- 
bres consécutifs  n  et  n+1  tels  que  l'on  ait  a">6  et  ^i"+^<5, 
et  l'on  saura  alors  que,  x  étant  comprise  entre  net  (n+ 1),  sa 
valeur  est  de  la  forme 

,    1 

x=:n-\ , 

y 

y  étant  >  1 .  En  substituant  celte  valeur  de  x  dans  l'équation 

[1],  il  viendra 

i 
a'"^y=^b,  d'où  cy=:za, 

en  posant  -  =  c.  Or  cette  équation  est  de  môme  forme  que  la 
proposée,  cardea">6  et  de  a"+^<6,  on  tire  1>  —  =  6' ,  et 

Oj 

a<— =c.On  la  traitera  donc  comme  la  proposée,  et  ainsi  de 
suite. 
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5^  Cas.  a<;  1 ,  6«<  1 ,  b^a.  On  ramènera  ce  cinquième  cas  au 
quatrième,  de  même  qu'on  a  ramené  le  deuxième  au  premier. 

6«  Cas.  a<<l,  è>  1.  On  verra,  comme  dans  le  troisième  cas, 
que  la  valeur  de  a;  est  négative,  et  que  la  résolution  de  l'équa- 
tion û'^= 5  rentrera  dans  le  quatrième  ou  dans  le  cinquième  cas. 

429.  La  valeur  de  x  étant  exprimée  par  une  fraction  con- 
tinue, il  est  intéressant  de  savoir  si  cette  fraction  continue  sera 
composée  d'un  nombre  limité  ou  d'un  nombre  illimité  de  frac- 
tions intégrantes.  Le  premier  cas  aura  lieu  si  la  valeur  de  x  est 
commensurable,  et  le  deuxième  si  elle  est  incommensurable 
(395  et  596).  Cherchons  donc  quelles  sont  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que  la  valeur  de  x  qui  vérifie  V équation 
a''=b  soit  commensurable. 

Nous  nous  bornerons  à  examiner  les  deux  cas  où,  a  étant  uu 
nombre  entier,  b  sera  une  quantité  commensurable  plus  grande 
ou  plus  petite  que  l'unité. 

Dans  le  premier  cas,  la  valeur  dex  sera  positive,  et,  si  on  la 

suppose  commensurable,  on  pourra  la  représenter  parla  frac- 

m 
tion  irréductible  — .  On  aura  donc  alors 
n 

a^'^by  d'où  a"»  =  6\ 
Or  cette  équation  prouve  d'abord  que  b  est  nécessairement  im 
nombre  entier,  puisque  les  puissances  d'une  expression  frac- 
tionnaire irréductible  sont  irréductibles  ;  ensuite  que  a  et  b  doi- 
vent être  composés  des  mêmes  facteurs  premi'ers,  sans  quoi  un 
même  nombre  pourrait  être  décomposé  en  deux  systèmes  de 
lacteurs  premiers,  ce  qui  est  impossible  ;  soient  donc 

a=p^qh^    et    b  =  p'^  q''r''^''\ 

en  appelant  p,  q,  ries  facteurs  premiers  de  a  et  de  6;  l'égalité 
précédente  «"»=  b""  deviendra  ainsi 

ce  qui  exige  (i4nï/i.,  8o)  que 

(xm  =  0L'n,    8w=r8'?7,    'fm  =  v'n, 
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égalités  d*où  l'on  lire 

^  =  1-1 
a'      p'  -  y- 

Ainsi  lorsque  a  est  un  nombre  entier,  et  que  b  est  une  quantité 

.  rationnelle  "plus  grande  que  V unité,  pour  que  x  soit  commensu- 

rable,  il  faut  que  b  soit  un  nombre  entier,  qu'il  soit  composé 

des   mêmes  facteurs  premiers  que  a,  et  que  les  exposants  de  ses 

facteurs  piremier s  soient  proportionnels  à  ceux  de  a. 

Ces  conditions  sont  suffisantes,  car  si  a  étant  de  la  forme 

a^p'^qh^    on  a    b=p'"''q'"^r'^\ 

m  étant  un  nombre  entier  positif,  il  est  clair  que  l'on  satisfera  à 
Téquation  a''  =  b,  en  posant  3;==  m. 

Dans  le  deuxième  cas,  où  6  est  une  fraction  irréductible  ^ 

d 

plus  petite  que  l'unité,  la  valeur  de  x  est  négative,  et,  en  la 

supposant  commensurable,  on  pourra  la  représenter  par , 

n 
de  sorte  qu'on  aura 

"""===!•  d'où  l'on  lire   i;=J. 

Mais  deux  fractions  irréductibles  ne  peuvent  pas  être  égales 
sans  être  identiques  ;  donc 

c'^=l   et  d''  =  a"'. 

La  première  de  ces  deux  égalités  donne  c=  1,  et  la  deuxième 
exige  que  d  soit  aomposé  des  mêmes  facteurs  premiers  que  a  et 
que  les  exposants  de  ses  facteurs  premiers  soient  proportion- 
nels à  ceux  de  a,  et  qu'ainsi  a  étant  égal  à  p''q^r\b=  -;;;^riir^* 

On  prouverait,  comme  tout  à  l'heure,  que  ces  condilions  sont 
suffisantes. 

450.  Il  suit  de  là  que,  dans  le  système  de  logarithmes  vul- 
gaires ou  de  Briggs*,  c'est-à-dire  dans  le  système  dont  la  base  est 

*  C'est  Briggs  qui,  sur  l'invitation  de  Neper,  l'inventeur  des  logarithmes,  a 
calculé  le  premier  une  table  de  logarithmes  correspondants  à  la  base  10. 
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10,  il  ny  a  que  les  puissances  de  10  qui  aient  leurs  logarithmes 
commensurables,  car  puisque  10  =  2.5,  si  b  est  plus  grand  que 
l'unité,  on  doit  avoir  6  =  2"'. 5"^=  10"»;  et  si  b  est  moindre  que 

Funité,  il  faut  que  b  =  ^^;^  =  10-"». 

431.  Lorsqu'on  a  construit  une  table  de  logarithmes  pour 
une  certaine  base  a,  on  peut,  sans  recommencer  tous  les  calculs 
que  l'on  a  faits,  obtenir  un  nouveau  système  de  logarithmes 
correspondants  aune  autre  base  A.  Désignons,  en  effet,  par  a?  le 
logarithme  d'un  nombre  quelconque  n  dans  le  nouveau  sy- 
stème; on  aura 

et  si  on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, dans  le  système  connu,  il  viendra 

a;logA  =  logn, 

d'où 

losn      ,        ^^1 
x=  T-^  =lognX  , — T. 
logA         °     ■    logA 

Ainsi,  pour  passer  cVun  système  de  logarithmes  à  un  autre,  il 
faut  multiplier  chacun  des  logarithmes  du  premier  système  par 
une  fraction  dont  le  numérateur  est  funité,  et  qui  a  pour  dé- 
nominateur le  logarithme  de  la  nouvelle  base,  pris  dans  l'an- 
cien système.  Cette  fraction  se  nomme  le  module  (Arith.,  55o). 
Pour  faciliter  ces  calculs,  on  commencera  par  réduire  la  frac- 
tion , — r  en  décimales,  puis  on  formera  les  neuf  premiers  mul- 
logA  ^ 

tiples  du  résultat,  ce  qui  ramènera  nos  multiplications  à  de 
simples  additions,  qui  se  feront  très-rapidement;  car,  si  l'on 
veut  avoir  x  à  moins  d'une  unité  du  septième  ordre  décimal, 
par  exemple,  on  calculera  ces  neuf  multiples  du  module,  cha- 
cun à  moins  d'une  demi-unité  du  huitième  ordre  décimal,  et 
comme  on  ne  devra  conserver  que  huit  décimales,  dans 
chaque  produit  partiel,  chacun  de  ces  produits  renfermera  en 
général  un  chiffre  significatif  de  moins  que  le  précédent.  Sup- 
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posons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  calculer  le  logarithme  de 
7  dans  le  système  dont  la  base  est  2,71828  1828  (le  système 
népérien,  note  du  n''  420).  Le  logarithme  de  cette  base  est 

0,43429  4482  et  par  conséquent  le  module  est  ^  ,^,^^  , ,  ^^ 
'  '^  ^  0,43429   4482 

=  2,30258  5093  ;  ainsi  il  faudra  multiplier  ce  nombre  par  le  lo- 
garithme de  7,  c'est-à-dire  par  0,8450980  ;  on  devra  donc  addi- 
tionner les  huitième,  quatrième,  cinquième,  neuvième  et  hui- 
tième multiples  du  module,  mais  après  y  avoir  reculé  la  virgule 
de  un,  deux,  trois,  cinq,  six  rangs  vers  la  gauche,  puisque  les 
chiffres  8,  4,  5,  9  et  8  représentent  respectivement  des  unités 
décimales  du  premier,  deuxième,  troisième,  cinquième  et 
sixième  ordre;  et,  pour  ne  conserver  que  huit  décimales  dans 
tous  ces  produits  partiels,  on  supprimera  dans  chacun  autant 
de  chiffres  à  droite  que  la  virgule  aura  reculé  de  rangs  vers  la 
gauche,  de  sorte  que  le  dernier  de  ces  produits  ne  renfermera 
que  quatre  chiffres  significatifs.  On  trouvera  ainsi  : 

Produit  par  0,8 1,84206  807 

0,04 0,09210  340 

0,005 0,01151  293 

0,00009 0,00020  723 

0,000008 0,00001  842 

1,94591  005 

Ainsi  le  logarithme  demandé  est  1,9459101. 

452.  Pour  donner  un  exemple  de  l'application  de  la  méthode 
que  nous  avons  exposée  plus  haut  pour  résoudre  l'équation 
a*=6,  nous  allons  calculer-  le  logarithme  vulgaire  de  2  à  moins 
d'un  dix-millième.  Il  s'agira  donc  de  résoudre  l'équation 

10^  =  2, 

et  le  dénominateur  de  la  réduite  à  laquelle  on  s'arrêtera  diffé- 
rera peu  de  s/lOOOO  =  100  (40o). 
En  substituant,  dans  le  premier  membre  de  cette  équation, 
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la  suite  naturelle  des  nombres  0,  l,  2,....,  on  trouvera  que 

x=0    donne      1<2, 
x=:l  10>2, 

de  sorte  que  la  valeur  de  x  est  moindre  que  1  ;  on  posera  donc 

1 

x=-, 

y 

ce  qui  donnera 

10"^=  2,     d'où     2^=10. 
En  substituant,  dans  le  premier  membre  de  cette  équation,  la 
suite  naturelle  des  nombres  1,  2,  3,....,  on  trouvera  que 

y=l  donne      2<10, 

-      y  =  2  4<10, 

y=z3  8<10, 

y  =  k  16>10; 

ainsi  la  valeur  de  i/ est  comprise  entre  3  et  4,  et  par  conséquent 
la  première  réduite  est  -.  Je  pose  donc 

puis  je  substitue  cette  valeur  de  y  dans  l'équation  2^'—  10,  ce 

qui  donne 

3--  -      10      5  /5\' 

2  ^=10,    d'où  2'=-^=- et  par  suite    (-j  =2. 

En  traitant  cette  équation  comme  la  précédente,  on  verra  que 


2=1        donne       r<^^> 


g<2, 

^         125    ^„ 
.=3  —  <2, 

256-^    ' 
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de  sorte  que  z  tombe  entre  3  et  4,  et  que  la  deuxième  réduite 
3 


est—.  Je  pose 

.-  =  3  +  !, 

ce  qui  donne 

/5\''+i 

1»  ^     A\"i 

2 

128 

7          = 

:2, 

d  où    ( 7  )    ~ 

\4/ 

Vv 

(D' 

~~  125' 

et  par  suite 

/128\«       5 
ll257    -4' 

\^/ 

OU  ce  qui  revient  au  même 

(1,024)^=1,25. 

On  substituera  dans  le  premier  membre  de  cette  équation  la 

suite  naturelle  des  nombres  1,  2,  3....,,  et  on  trouvera  ainsi  que 

la  valeur  de  u  est  comprise  entre  9  et  10,  et  qu*ainsi  la  troi- 

28 
sième  réduite  est  — .  Gomme  le  dénominateur  93  diffère  peu  do 

100,  j'applique  à  cette  fraction  la  règle  du  n°  402,  et  je  trouve 

que  Terreur  correspondante  est  moindre  que  -=——-, 

uo. lUo      yo/y 

fraction  à  fort  peu  près  égale  à  0,0001  ;  cependant  on  n'est  pas 

28 
sûr  que  la  réduite  — donne  le  degré  d'approximation  demandé, 
y  o 

En  la  réduisant  en  décimales,  on  trouve  0,3010,   valeur  qui 

n'est  pas  fautive  d'un  dix-millième. 

On  voit,  par  cet  exemple,  que  la  méthode  que  nous  avons 
donnée  pour  calculer  une  table  de  logarithmes  deviendrait 
réellement  impraticable  pour  de  grands  nombres;  aussi  est-ce 
par  d'autres  procédés  que  les  tables  dont  nous  nous  servons 
ont  été  construites.  Nous  y  reviendrons  plus  loin  en  donnant  les 
séries  qui  servent  au  calcul  logarithmique  (chap.  XIII,  §  vi). 

455.  Nous  n'entrerons  pas  ici  dans  les  détails  de  ce  qu'il  y 
aà faire  pour  trouver,  à  l'aide  d'une  table,  le  logarithme  d'un 
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nombre  donné  ou  pour  revenir  d'un  logarithme  donné  au  nom- 
bre correspondant  ;  nous  avons  résolu  ces  deux  questions  dans 
nos  Leçons  cT Arithmétique  avec  tous  les  développements  qu'elles 
comportent;  mais  nous  avons  alors  admis  ce  principe  dont  il 
convient  de  donner  la  démonstration  :  lorsque  l'on  considère 
trois  nombres  suffisamment  grands  et  tels  que  la  différence  des 
deux  extrêmes  est  fort  petitCy  les  différences  die  ces  nombres  sont 
sensiblement  proportionnelles  aux  différences  de  leurs  loga- 
rithmes. 

Soient  d'abord  n  et  n+a  deux  nombres,  l  et  ^+6  leurs  lo- 
garithmes, on  aura 

10^=n,     I0'^'=n+a,    d'où   10*=  ^ii-ï=l  +  -; 


n 


ce  qui  montre  que  la  différence  des  logarithmes  de  deux  nombres 
est  d'autant  plus  petite  que  ces  nombres  sont  plus  grands  et  que 
leur  différence  est  plus  petite,  car  b,  logarithme  du  nombre 

(  1  +  -j ,  tend  vers  zéro,  lorsque  ce  nombre  tend  vers  1 . 

Considérons  maintenant  trois  nombres  n,  n-\-a  eln-^2a 
qui  forment  une  équidifîérence  continue,  et  soient  /,  l-{-b^ 
l-{-b-{-c  leurs  logarithmes  respectifs  :  on  aura 

10'=n,     10^+*  =  n+a,     l0'+'^'=n+2a, 

égalités  d*où  l'on  tire 

n    '  n  +  a^ 

et  par  conséquent 

(n-\-ay  {n-\-af  (-4-lY 

Or  (c  —  i/)  est  le  logarithme  du  deuxième  membre  de  cette 
équation,  donc  (c— 6)  sera  extrêmement  petit  lorsque  n  sera 
très-grand  et  a  très-petit.  On  voit  donc  que  lorsque  trois  nom- 
bres très-graiids  forment  une  équidifférence  continue  dont  la 
raison  est  très-petite,  la  différence  c-^h  des  différences  b  et  c 
C.  22 
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de  leurs  logarithmes  est  extrêmement  petite,  de  sorte  que  ces  dif- 
férences sont  sensiblement  égales.  C'est  pour  cela  que  l'on 
trouve,  dans  les  tables,  les  mêmes  différences  répétées  succes- 
sivement un  assez  grand  nombre  de  fois  et  d'autant  plus  de 
fois  que  l'on  s'éloigne  davantage  du  commencement  de  la  ta- 
ble, parce  que  les  chiffres  par  lesquels  elles  diffèrent  sont  d'un 
ordre  inférieur  à  ceux  que  l'on  conserve. 

Soit  maintenant  a  la  commune  mesure  de  trois  nombres 
fort  grands;  ces  trois  nombres  pourront  être  représentés 
par  n,  n  +  aa,  n+6a  et  regardés  comme  faisant  partie  d'une 
progression  par  différence  dont  a  serait  la  raison .  Mais ,  en 
vertu  du  dernier  principe  que  nous  avons  établi,  les  logarith- 
mes des  termes  de  cette  progression  formeront  sensiblement 
aussi  une  progression  par  différence,  de  sorte  qu'en  appelant 
p  la  raison  de  cette  deuxième  progression,  les  logarithmes  de 
nos  trois  nombres  pourront  être  représentés  respectivement 
par  /,  Z  +  ap,  l-\-  bf^;  d'où  l'on  voit  que  l'on  a  sensiblement  cette 
proportion  : 

aa,  différence  des  deux  premiers  nombres,  est  à  ba,  diffé- 
rence des  deux  extrêmes,  comme  ap,  différence  des  logarith- 
mes des  deux  premiers  nombres,  est  à  hp,  différence  des  loga- 
rithmes des  deux  extrêmes. 

Ainsi  se  trouve  établi  le  principe  sur  lequel  on  s'appuie 
pour  faire  usage  des  tables  de  logarithmes.  Il  resterait  à  exa- 
miner quelle  est  la  limite  de  l'erreur  que  l'on  commet  en  em- 
ployant ce  principe,  mais  c'est  là  une  recherche  à  laquelle 
nous  ne  pouvons  pas  nous  hvrer  ici. 

g  II.  DES  ÉQUATIONS  EXPONENTIELLES. 

454.  On  appelle  quantité  exponentielle  une  quantité  qui  est 
élevée  à  une  puissance  dont  l'exposant  est  inconnu.  Il  y  a  des 
exponentiehes  de  plusieurs  degrés.  Quand  l'exposant  est  in- 
connu, on  dit  que  l'exponentielle  est  du  premier  degré  :  telle 
est  a''.  Quand  l'exposant  est  lui-même  une  exponentielle  du 
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premier  degré,  on  dit  que  la  quantité  dont  il  s'agit  est  une 
exponentielle  du  deuxième  degré  ;  telle  est  a''*  (ce  symbole 
signifie  qu'il  faut  élever  a  à  la  puissance  dont  l'exposant  est  b'). 

De  même,  a^  est  une  exponentielle  du  troisième  degré,  et  ainsi 
de  suite. 

455.  On  appelle  équation  exponentielle  celle  dans  laquelle 
entrent  des  quantités  exponentielles,  et  son  degré  est  celui  de  l'expo- 
nentielle du  plus  haut  degré  qui  y  entre. 

Nous  ne  considérerons,  parmi  les  équations  exponentielles 
d'un  degré  supérieur  au  premier,  que  celles  à  deux  termes, 
c'est-à-dire  qui  contiennent  un  terme  affecté  de  l'inconnue  et 
un  terme  tout  connu.  Les  équations  a^=z7n,  a^'"  =  m^  etc.,  sont 
des  équations  exponentielles  à  deux  termes. 

456.  L'équation  exponentielle  la  plus  simple  est 

dans  laquelle  a  et  6  sont  deux  nombres  positifs  connus.  On 
pourrait  la  résoudre  à  l'aide  de  la  méthode  que  nous  avons 
exposée  au  n°  428  ;  mais  les  tables  de  logarithmes  fournissent 
un  moyen  bien  plus  simple  d'obtenir  la  valeur  de  x.  Si  l'on 
prend,  en  effet,  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette 
équation,  il  viendra 


a;loga=log6,    d'où 


10°:  h 


'o 


457,  Cherchons  maintenant  à  résoudre  l'équation  générale 


si  on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres,  il  viendra 


6°    loga  =  logm,    d'où    ô"   =7-^^ — . 

Ainsi  la  résolution  de  l'équation  proposée  se  trouve  ramenée  à 
celle  d'une  équation  exponentielle  dont  le  degré  est  inférieur  au 
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sien  d'une  unité;  donc,  en  traitant  cette  seconde  équation 
comme  la  première,  la  troisième  de  la  même  manière  et  ainsi 
de  suite,  on  arrivera  à  l'équation 


logP 
log/c* 


k'  =  P,    d'où  on  tirera    x 
Exemple.  Résoudre  l'équation 

23*"  =512; 

on  exécutera  les  calculs  suivants  : 

,a>     log  512  _  2,70926996  . 
^    ~"   log2   ""0,30103000  ' 

log2,70926996— -log  0,30103000  __  0,9542424  . 
^'—  Ïôg3  0,47712125' 

log  0,9542424  —  log  0,47712125  _  0,301 03000  __  1 
^  """  bg4  ""0,60206000 "2' 

438.  Considérons  maintenant  l'équation 

^(jmz+mi  _j_  g^nx+n/  J^  Cc^'+P'  +  CtC.  =  0. 

Cette  équation  revient  à 

A'a"»*  +  B'6"' +  G'cP' +  etc.  =  0, 

en  posant,  pour  abréger,  Aa^'  =  A',  B&"'=B',Gcp'=C',  etc.  Si 
maintenant  on  fait  b=a^,  c—a\  etc.,  p,  y,  etc. ,  étant  des  incon- 
nues dont  les  valeurs  sont  P  =  j^»  Y  =î^'-.  il  viendra 

A'a"»*  +  B'a^"*  +  C'a^^"*  +  ....  =  0, 
équation  que  l'on  ramène  enfm  à 

A'^-^Byn^.Gyp+....==o,  [3] 

en  posant 

a-=zy.  [4] 

Ainsi,  quand  on  aura  appris  à  résoudre  l'équation  [3],  on  sub- 
stituera les  valeurs  que  l'on  en  tirera  dans  l'équation  L^],  ot  il 
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sera  facile  alors  d'obtenir  les  différentes  valeurs  de  x.  Remar- 
quons toutefois  qu'il  faudra  rejeter  les  valeurs  négatives  de  i/, 
car  elles  conduiraient  (42o)  à  des  valeurs  imaginaires  de  x. 
439.  Exemple  I.  Résoudre  Véquation 

Q2X-8  _  2a^-s  _  3a-i  — •  0. 
Elle  revient  à 

d'où,  en  chassant  les  dénominateurs  et  en  posant  a'=zy, 

i     X  loga  +  logS       .        .     . 

partant  x=    ^  ^J^^"    ,    si    a>0, 

et  si  a  est  négatif,  les  valeurs  de  x  sont  imaginaires. 

3 
Exemple  II.  Résoudre  l'équation  5*-^  =  2  -}-  r^^« 

Cette  équation  revient  à 

d'où,  en  chassant  les  dénominateurs,  et  après  avoir  posé  5'=i/, 

2;'— i0î/--375  =  0,  2/  =  5±20  ; 

\os  y      log25 
partant  a,  =  j^O  ==  ^  =  2. 

§  III.  DE  L'USAGE  DES  LOGARITHMES  DANS  LA  RÉSOLUTION 
DE  CERTAINS  PROBLÈMES. 

440.  On  sait  que  quand  une  personne  prête  à  une  autre  une 
certaine  somme  d'argent,  que  l'on  appelle  capital,  elle  se  fait 
payer  par  l'emprunteur  une  somme  qui  se  nomme  intérêt,  pour 
s'indemniser  de  la  jouissance  de  ce  capital,  dont  elle  s'est  privée 
pendant  un  certain  temps,  et  le  taux  de  l'intérêt  est  ce  que 
rapporterait  ainsi  un  capital  de  100  francs,  placé  pendant  un  an. 
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On  distingue  deux  sortes  d'intérêt,  le  simple  et  le  composé. 
L'intérêt  simple  est  celui  qui  se  tire  uniformément  du  capital 
prêté,  sans  pouvoir  devenir  lui-même  capital,  ni  produire  d'in- 
térêts. Il  est  proportionnel  au  capital  et  au  temps  pendant  le- 
quel ce  capital  est  resté  entre  les  mains  de  l'emprunteur. 

L'intérêt,  au  contraire,  devient  composé  quand  il  s'ajoute  au'' 
capital  pour  devenir  ainsi  capital  lui-même  et  produire,  en  con- 
séquence, un  certain  intérêt.  Concevons,  par  exemple,  qu'une 
personne  emprunte  2000  francs  à  5  pour  100  par  an  :  elle  devra, 
à  l'échéance  du  billet,  cette  somme,  plus  ses  intérêts,  c'est-à- 
dire  2100  francs.  Si  donc  elle  ne  peut  s'acquitter  alors,  elle 
devra  à  son  créancier,  au  bout  de  la  deuxième  année,  les 
2100  francs  qu'elle  lui  devait  à  la  fm  de  la  première,  plus  les 
intérêts  de  cette  somme,  c'est-à-dire  2205  francs,  et  ainsi  de 
suite  d'année  en  année,  jusqu'à  l'acquittement  de  la  dette. 
C'est  des  principales  questions  relatives  à  la  théorie  des  intérêts 
composés  que  nous  allons  nous  occuper  actuellement. 

Ml.  Nous  représenterons  le  capital  prêté  par  a,  le  nombre 
des  années  pendant  lesquelles  il  aura  été  prêté  par  n  ;  par  A  ce 
qu'il  deviendra  au  bout  de  ce  temps,  et  par  r  le  denier  de  l'in- 
térêt^ c'est-à-dire  ce  que  1  franc  rapporte  dans  une  année. 
Ainsi,  dans  une  question  d'intérêts,  il  y  a  quatre  choses  à  con- 
sidérer, de  sorte  que  la  recherche  de  l'une  d'elles,  lorsqu'on 
connaît  les  trois  autres,  donne  lieu  à  quatre  problèmes.  Mais  il 
est  évident  que  la  solution  de  chacune  de  ces  questions  ne  dif- 
fère en  rien  de  celle  des  autres,  puisqu'en  regardant  successi- 
vement, dans  l'équation  relative  à  l'une  d'elles,  les  quatre  quan- 
tités a,  A,  net  r  comme  inconnues,  on  obtiendra  facilement  les 
formules  qui  doivent  les  résoudre.  Nous  traiterons  donc  toutes 
les  questions  d'intérêts  composés,  comme  si  l'on  demandait 
la  valeur  d'un  capital  connu  à  une  époque  déterminée. 

442.  Problème  L  Une  somme  a  est  placée  pour  n  années  au 
denier  r;  que  vaudra-t-elle,  tant  en  principal  qu'en  intérêts,  à 
r  expiration  de  ces  n  années? 
Puisque  l^rapporle  r^  dans  un  an,  et  que,  dans  les  questions 


1 
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d'intérêt  simple,  cet  intérêt  est  proportionnel  au  capital,  on 
Yoit  que  a^  rapporteront  ar^  en  un  an  (1  :a\:r\  ar)  ;  de  sorte 
que  cette  somme  vaudra,  au  bout  d'un  an,  tant  en  principal 
qu'en  intérêt,  a-\-ar=a  (1  +  r).  Ainsi,  pour  avoir  la  valeur 
d'un  capital  quelconque  au  bout  d'un  an,  il  faut  multiplier  ce 
capital  par  la  quantité  (l+r)«  Nous  obtiendrons  donc  la  valeur 
du  nouveau  capital  a  (1  -\-r)  au  bout  d'un  an,  c'est-à-dire  celle 
du  capital  a^  au  bout  de  2  ans,  en  multipliant  a  (1  +'')  par  (1 4-^); 
ce  qui  donnera  a  {\-\-rf.  Par  la  même  raison,  ce  capital  a^ 
vaudra  au  bout  de  3  ans,  a  [\-{-rY'X{\-{-r)^=a{\-{-rf,  et 
ainsi  de  suite.  Donc,  au  bout  de  n  années,  ce  même  capital 
vaudra  a{\-{-ry",  donc  on  aura 

A=a(l+rr,  [5] 

formule  qui  résout  le  problème,  lorsque  la  somme  a  a  été 
prêtée  pour  un  nombre  exact  d'années. 

Mais  si  cette  somme  avait  été  placée  pendant  n  années  plus  p 
jours,  quelle  serait  alors  la  valeur  de  A?  Les  banquiers  ne  com- 
posent les  intérêts  que  d'année  en  année,  de  sorte  que  pour 
trouver  la  valeur  du  capital  a^  au  bout  de  ce  temps,  il  faudra 
le  regarder  comme  ayant  été  prêté  à  intérêts  composés  pendant 
n  années,  ce  qui  produira  la  somme  a  (1+^^)",  et  considérer 
celle-ci  comme  placée  à  intérêts  simples  pendant  les  p  jours 

r^ 
excédants.  Or,  puisque  1^  rapporte  r^  en  1  an,  il  rapportera —-r 

en  un  seul  jour  (dans  les  questions  d'intérêts,  on  regarde  l'an- 
née comme  étant  composée  de  12  mois  de  30  jours  chacun),  et 

par  conséquent —r  en  p  jours.  Donc  le  capital  a  (1  +  ?'}"  pi'o- 

duira,  dans  le  même  temps,  ~-  x  a  (1  +  ry^  d'intérêts  ;  de  sorte 

que  le  capital  a^  vaudra,  au  bout  de  n  années  et  p  jours,  tant 
en  principal  qu'en  intérêts, 

'^(i+'-^"+lô-''(i+''^"=«(i+'-K'+3ro)' 
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donc  enfin  la  solution  de  la  question  sera  donnée  par  la  formule 

A=a(l  +  r)»(l+^).  [6] 

Les  géomètres  ne  partagent  point  l'avis  des  banquiers  :  se 
préoccupant  du  soin  de  donner  à  leurs  formules  toute  la  géné- 
ralité possible,  ils  regardent  l'équation  [5]  comme  étant  égale- 
ment vraie,  soit  que  n  représente  un  nombre  exact  d'années, 
soit  que  n  se  compose  d'un  nombre  entier,  qui  peut  être 
zéro,  et  d'une  fraction  de  l'année.  Ainsi,  dans  le  cas  où  le  ca- 
pital a^  aurait  été  prêté  pendant  n  années  et  p  jours,  ils  rem- 
placeraient n  par  n+;^  dans  la  formule  [5]  et  diraient  que 
la  solution  de  la  question  est  donnée  par  la  formule 

kz=a{l+r'r^\  [7] 

En  effet,  supposer,  comme  le  font  les  banquiers,  que  l'intérêt 
est  composé  d'une  année  à  une  autre  et  que,  dans  le  courant 
d'une  seule,  il  soit  traité  comme  intérêt  simple,  est  une  hypo- 
tbèse  bizarre  qui  ne  saurait  être  admise  que  dans  le  cas  d'une 
convention  formelle  entre  le  créancier  et  son  débiteur.  Il  est  bien 
plusnaturel  d'admettre  que  l'intérêt  se  compose  de  jour  en  jour, 
comme  il  se  compose  d'année  en  année;  car,  si  la  personne  qui 
a  emprunté  2000^  par  exemple,  pour  20  jours,  ne  pouvant  pas 
acquitter  sa  dette  à  l'écbéance  du  billet,  garde  encore  les  fonds 
pendant  15  autres  jours,  ne  devra-t-elle  pas  payer,  auboutde  ces 
1 5  nouveaux  jours,  la  somme  qu'elle  devait  au  bout  des  20  pre- 
miers, plus  les  intérêts  de  cette  somme  pendant  les  15  derniers 
jours;  de  sorte  que  les  intérêts  auront  été  ainsi  composés?  En 
admettant  cette  manière  de  voir,  il  faudra,  pour  trouver  la  va- 
leur de  a^  au  bout  de  n  années  plus  p  jours,  c'est-à-dire  au  bout 
de  (360  n-fi?)  jours,  chercher  combien  l^doitrapporterd'intérets 
en  1  jour  pour  valoir  (1  -f-r)  francs  au  bout  d'un  an,  conformé- 
ment aux  données  de  la  question.  Soit  x  cet  intérêt  de  1^  pour 
1  jour  :  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut,  on 
verra  facilement  :  1"  que  1^  vaudra,  tant  en  capital  qu'en  inté- 
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rèls,  au  bout  de  360  jours,  (1+^)^;  de  sorte  qu'on  doit  avoir 

(1  J^x]^=:  1 4-  r,    d'où     1  +x  =  (l  +  if'; 
2°  que  a^  vaudront  au  bout  de  (360n+j;)  jours,  a  (1  +  xJ^^'-^p, 

360  B  +  p 

OU  bien  a  (1  +r)  ^  ,  en  remplaçant  (1  +x)  par  la  valeur  que 
nous  venons  de  trouver;  donc 

k  =  ail+rT'^^,  [7] 

Ainsi,  en  regardant  les  intérêts  comme  se  composant  de  jour 
en  jour  aussi  bien  que  d'année  en  année,  la  formule  [5]  est 
vraie  aussi  bien  quand  n  est  un  nombre  fractionnaire,  que 
quand  il  représente  un  nombre  entier. 

Elle  l'est  encore,  môme  lorsque  n  est  négatif;  car  si  on  y 
change  n  en  —  n,  elle  deviendra 

A=a(l+7r";  [8] 

or,  lorsque  îi  est  une  quantité  positive,  A  représente  ce  que  la 

somme  a,[argent  comptant  aujourd'hui,  vaudra  dans  n  années; 
donc,  lorsque)!  sera  une  quantité  négative,  A  représentera  ce  que 
la  somme  a,  argent  comptant  aujourd'hui,  valait  il  y  a  n  années 
(22);  et,  en  efîet,  si  l'on  a  placé  A^  il  y  an  années  au  denier  r, 
cette  somme  doit  valoir  aujourd'hui,  tant  en  principal  qu'en 
intérêts,  A  (1+  r}";  si  donc  a  représente  cette  valeur,  on  aura 

A(l+r)'^  =  a,     d'où    A=:a(l -|- r)-". 

Il  suit  de  là  que,  si  l'on  veut  trouver  le  capital  que  l'on  doit 
placer  aujourd'hui  au  denier  r,  pour  avoir,  au  bout  de  n  an- 
nées, une  certaine  somme,  tant  en  principal  qu'en  intérêts,  il 
faut,  dans  la  formule  [8],  remplacer  a  par  cette  somme,  et  la 
valeur  qui  en  résultera  pour  A  sera  la  réponse  à  la  question. 
Cela  revient  à  tirer  la  valeur  de  a  de  la  formule  [5]. 

445.  Problème  II.  Une  personne  qui  a  besoin  d'argent  comp- 
tant, vend,  pour  s  en  procurer,  un  contrat  de  12000^  qui  nest 
payable  que  dans  7  ans  et  158  jours.  L'escompte  est  pris  à  raison 
de  6  pour  100  par  an,  et  on  demande  combien  elle  recevra? 
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Si  on  veut  faire  usage  de  la  formule  [8],  on  y  remplacera  a 
ir  120( 
donnera 


158  7Q  l'^'^Q 

par  12000,  r  par  0,06  et  n  par  7  — =  7— =:i^;  ce  aui 
^  »      i         '  ^  360        180        180  '       ^ 


A=12000(l,06r^'=:J^5^: 
(1,06)*«« 
d'où,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres, 

1339 
logA=log  12000— ^g^  Xlog  1,06. 

On  exécutera  donc  le  calcul  suivant 

log  12000  =  4,079  1812 

1  qqq 

log  1,06  =  0,025  30587       --^xlog  1,06  =  0,188  2476 

loO  _____________ 

log  A  =  3,890  8336 
A  =  7779,18. 
Si  on  veut  faire  usage  de  la  formule  [6],  on  y  fera  A=  12000, 
r  =  0,06,  n  =  7,  p=  158;  ce  qui  donnera 

En  effectuant  ce  calcul  par  logarithmes,  on  trouvera 

log  720000  =  5,857  3325 

log  61,58  =1,789  4397 


7Xlogl,06  =  0,mi411    j  jg^g^3^3 


log  a=  3,890  7517 
a  =  7775,92\ 


*  Ce  résultat  étant  plus  petit  que  celui  qui  est  fourni  par  la  formule  [7] ,  il  en 
résulte  que  la  formule  [6]  donne  pour  A  une  valeur  plus  grande  que  celle-ci; 
or,  il  est  facile  de  démontrer  qu'il  en  doit  être  ainsi.  Si  l'on  divise,  en  effet, 
les  seconds  membres  de  ces  deux  formules  par  a{\  +^)'S  la  question  sera  ré- 
duite à  prouver  que 

^360      ^^'^ 
Pour  y  parvenir,  élevons  ces  deux  quantités  à  la  trois-cent-soixantième  puis- 
sance ,  elles  deviendront  respectivement 


V^360,/ 


et     (l-f-r)^ 
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444.  Problème  III.  Aïo  bout  de  combien  de  temps  un  capital 
prêté  à  5  pour  100  par  an  sera-t-U  doublé  ? 

En  employant  la  formule  [5],  on  en  tirera,  après  y  avoir  fait 
A  =  2a  et  r  =  0,05, 

log2  0,3010300  =  14%21. 


2  =  (l,05f;     d'où    n  = 


log  1,05      0,0211893 


et  on  voit  immédiatement  que  si  on  développe  ces  expressions  par  la  formule 
du  binôme  de  Newton,  les  deux  premiers  termes  de  l'une  seront  identiques 
avec  les  deux  premiers  termes  de  l'autre.  Formons  le  terme  qui,  dans  chacune, 
ena.  k  avant  lui;  nous  trouverons,  pour  la  première, 

360(360-l)(360— 2)....(360— (fc— 1)1      /pr_y 
1.2.3..../;  •  V360/  ' 

et  pour  la  seconde 

p{p-l){p-'2)...{p-{k-\)) 

1.2. 3.. ../t  •    • 

En  divisant  ces  deux  expressions  l'une  par  l'autre,  il  viendra 

360(360—1)  (360-2)  . ...  {  360—  (fr-  1)  ]    /  p^y 
p{p-l)ip-2}....lp-{k-l)]        -^360/  • 

Or,  au  lieu  de  multiplier  la  première  de  ces  deux  fractions  par  la  seconde,  il 
reviendra  au  même  de  diviser  les  k  facteurs  du  dénominateur  de  cette  première 
par  p,  et  les  k  facteurs  de  son  numérateur  par  360,  ce  qui  donnera 


V       360/  V       360/    -    I         360  ( 

H)  (}-ï)--{ 


A--1 
P 

Or,  p  étant  moindre  que  360,  on  voit  que  l  — -^  >  1  — -,  de  -sorte  que  k 

oDU  p 

étant  >  1 ,  chaque  facteur  du  numérateur  est  plus  grand  que  son  correspon- 
dant dans  le  dénominateur.  Par  conséquent,  à  partir  du  troisième  terme  inclu- 
sivement ,  tous  les  termes  du  développement  de  (  i  +^  )      sont  plus  grands 

\       300/ 

que  ceux  qui  occupent  les  mêmes  rangs  dans  (1  -f-r)p.  Donc 


''"+^)"0+ië)  >"<'+'■)" 


p 


On  voit  par  là  que  quand  on  emprunte  à  intérêts  composés,  la  somme  due 
est  moins  forte,  s'il  y  a  moins  d'un  an  écoulé,  qu'elle  ne  le  serait  dans  le  cas 
de  l'intérêt  simple  (faites  n=0),  tandis  que  le  contraire  a  lieu,  si  le  débiteur 
garde  la  somme  plus  d'un  an. 
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Ainsi  un  capital  quelconque  est  doublé  au  bout  de  14%21,  c'est- 
à-dire  en  moins  de  14  ans  et  76  jours.  On  pouvait  prévoir  que 
le  nombre  d'années  demandé  serait  indépendant  de  la  valeur 
du  capital  prêté,  puisque  les  valeurs  qu'acquièrent  des  capitaux 
différents,  placés  pendant  le  même  temps,  sont  proportionnelles 
à  celles  de  ces  capitaux. 

Si  l'on  veut  faire  usaj^^e  de  la  formule  [6],  on  trouvera,  après 
y  avoir  fait  A=  2a  et  r  =  0,05, 

.=(i.05r.(.+£gJ5)=a,05r.(.+,-|,), 

équation  qui  renferme  les  deux  inconnues  n  eip.  Toutefois  elle 
n'est  pas  indéterminée,  attendu  que  le  nombre  entier  n  doit 
être  tel  que  l'on  ait 

(l,05r<2,     d'où         n<j|fj^, 

et  (l,05r^>2,    d'où    n+l>Jg-^. 

Ainsi  n  est  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  la  quan- 

loo"  2 
tité  -j — T-7^-  Ce  plus  grand  nombre  entier  étant  14,  on  le  sub- 
stituera à  la  place  de  n  dans  l'équation  qu'il  s'agit  de  résoudre, 
et  il  viendra  ainsi 


d'où 


log(7200  +p)  =  log  2  4-  log  7200  --  14  log  1,05 
log2  =  0,30l   0300 
log  7200  =  3,857  3325 

4,158  3625 
14  log  1,05  =  0,296  6502 


log  (7200 +p)=  3,861   7123  ^    . 

7200+p  =  7273 

Ainsi  _p  =  73;  donc  le  capital  sera  doublé  au  bout  de  14  ans  et 
73  jours. 
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AA6.  On  voit,  par  ce  résultat,  avec  quelle  rapidité  croît  la 
valeur  d'un  capital  à  mesure  que  le  nombre  des  années  pendant 
lesquelles  il  est  placé  devient  plus  considérable.  Ainsi,  en  élevant 
à  la  dixième  puissance  les  deux  membres  de  l'équation 

2=:(l,05y-2S     il  vient     2^''    ou     1024=  (1,05)^*^^ 

Un  capital  devient  donc  1024  fois  plus  grand,  au  bout  de  142  ans 
environ ,  de  sorte  qu'en  Angleterre ,  où  la  loi  permet  les  sub- 
stitutions ,  si  une  personne  en  mourant  laissait  1  million ,  pour 
être  remis  à  l'aîné  de  ses  arrière-petits-fils,  l'héritage  s'élève- 
rait, au  bout  de  142  ans,  à  la  somme  énorme  de  1  milliard 
24  millions.  Il  faut  remarquer  toutefois  qu'il  n'en  serait  pas 
tout  à  fait  ainsi ,  dans  la  réalité ,  parce  que  l'abondance  du 
numéraire  et  la  difficulté  de  trouver  l'emploi  des  sommes  accu- 
mulées feraient  baisser  le  taux  de  l'argent;  de  sorte  que  la 
progression  suivrait  bientôt  une  loi  moins  rapide. 

446.  Problème  IY.  Une  personne  achète  une  propriété  a^  ar- 
gent comptant.  Elle  possède  deux  contrats ^  Vun  de  b^  'payable 
dans  m  années ,  et  Vautre  de  c^  payable  dans  n  années ,  et  pro- 
pose à  un  banquier  de  les  lui  escompter^  moyennant  un  intérêt 
de  V  pour  V,  avec  cette  condition  que  y  si  la  valeur  actuelle  des 
deux  contrats  nest  pas  suffisante  pour  acquitter  le  prix  de  la 
propriété,  le  banquier  lui  prêtera,  pour  p  années  et  au  menu 
taux,  la  somme  qui  lui  sera  nécessaire.  Quelle  sera,  dans  cette 
hypothèse,  la  valeur  du>  billet  à  somcrire  au  profit  du  banquier? 

La  somme  b^  payable  dans  m  années  vaut  actuellement 

.    ■        ;  la  somme  c^  payable  dans  n  années,  vaut  de  même 

c  b 

aujourd'hui  •  donc  les  deux  contrats  valent 


+  -r: ,  argent  comptant  ;  donc  si  cette  somme  est  supé- 
rieure à  a ,  le  banquier  devra  remettre  au  possesseur  de  ces 
contrats 

__6 __c 

(l+îr"^(l+rr       ^'. 
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et  si  elle  est  moindre ,  il  devra  lui  prêter 


a 


\  (i+rr+(l+rr  j  ' 


mais,  comme  il  ne  sera  remboursé  que  dans  p  années,  il 
faudra  qu'on  lui  souscrive  un  billet  de 

payable  sans  intérêts,  dans  p  années. 

447.  Problème  Y.  Une  personne  place  une  somme  a^  à  intérêts 
composés  pour  n  années ,  et  chaque  année  elle  joint  au  capital  de 
cette  année  une  nouvelle  somme  b^,  provenant  de  ses  économies, 
laquelle  doit  rester  entre  les  mains  du  débiteur  aux  mêmes  con- 
ditions que  la  première  et  jusqu'au  remboursement  de  celle-ci. 
On  demande  quel  sera ,  à  cette  époque ,  le  montant  de  toutes  ces 
sommes  accumulées  avec  leurs  intérêts,  le  denier  de  V intérêt 
étant  r. 

Il  est  clair  que  le  capital  primitifs,  ayant  été  placé  pendant 
n  années,  vaudra  alors 

a(l+rr, 

que  la  première  somme  b,  étant  restée  (n  —  1)  années  entre  les 
mains  de  l'emprunteur,  sera  devenue  ainsi 

que  la  deuxième,  la  troisième,  la  quatrième,...  la  (n— 1)'°« 
somme  b  vaudront  de  même,  au  bout  de  n  années, 

b  (1+r)"-^     ^(l+r)"-^     fc(l+r)"-*,...  è(l+r); 

et,  en  ajoutant  à  toutes  ces  sommes  l'économie  b  faite  pendant 
la  n™*  année ,  on  aura  pour  somme  totale 

X=:ail+rr+bil+rr~'  +  b{l+rr-''+.,..  +  bil+r)+b, 

ou,  en  mettant  b  en  facteur  commun , 
A  =  a(l+rr+&}(l  +  r'}«-^  +  (l+r)"-2  +  ....  +  (l  +  r)  +  lj. 
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Or  la  quantité  comprise  dans  les  accolades  est  le  quotient  de 

(1  +  r)"  —  1  par  (1  +  r)  —  I  =  -r  (72)  ;  donc 

Si  l'on  suppose  b  =  a,i\  viendra 


448.  Problème  YI.  Une  compagnie  emprunte  une  somme  à  pour 
exécuter  un  canal ,  et  elle  s'engage  à  éteindre  sa  dette  au  moyen 
de  n  payements  égaux  effectués  à  la  fin  de  chaque  année ,  ù  partir 
de  Vèpoque  de  Vemprunt.  Le  denier  de  Vintèrêt  est  r,  et  on  demande 
quelle  sera  la  quotité  de  chaque  payement. 

On  a  donné  à  chacun  de  ces  payements  le  nom  d' annuité  , 
de  sorte  que  Von  appelle  ainsi  la  somme  qu'il  faut  payer  annuel- 
lement pour  éteindre  une  dette  en  un  certain  nombre  d'années. 
Cette  dette  se  nomme  le  prix  de  Vannuitè. 

Il  est  clair  que  la  quotité  de  l'annuité  doit  être  telle  que  si  la 
compagnie  la  déposait  àlafm  de  chaque  année  chez  un  banquier, 
qui  en  payerait  l'intérêt  au  denier  /%  pour  l'y  laisser  jusqu'à  la 
fm  des  n  années,  la  somme  totale  qu'elle  en  retirerait  alors  de- 
vrait être  égale  au  montant  de  la  dette,  c'est-à-dire  à  a  (1  +  r)'*. 
Représentons  donc  par  x  l'annuité.  Si  cette  somme  eût  été 
portée  chez  le  banquier,  elle  y  serait  restée  (n — 1)  années,  et 
serait  ainsi  devenue  égale  kx{\-\-  ry^^\  donc  en  payant  x^  à  ses 
créanciers ,  à  la  fin  de  la  première  année ,  la  compagnie  a  éteint 
une  partie  de  sa  dette  marquée  par 

x(\  -\-rT-K 

De  même ,  en  donnant  x^  à  la  fin  de  la  deuxième  année ,  la  com- 
pagnie éteindra  une  nouvelle  partie  de  sa  dette  marquée  par 

a;(l  +  r)"--*, 

et  ainsi  de  suite.  Enfin  les  x^  payés  à  la  fin  de  la  (n  —  1}™*  année 
acquitteront  une  partie  de  la  dette  égale  à 

x{l+r). 
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et  comme  elle  donne  encore  x^  h  la  fm  de  la  rr"  aimée ,  on  voit 
que  la  partie  de  la  dette  éteinte  par  ces  n  payements  sera 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

a;  î{i +^r-^+(i +^)"-'+(i +^)"-'+ . . .  .+(1 +^)+ 1  { 

r  ' 

mais  alors  l'emprunt  doit  être  acquitté  entièrement,  donc 

d'où 

ar(l+r)" 

449.  Supposons  que  l'on  fasse  n=  qo  ,  et  voyons  ce  que  de- 
viendra la  valeur  de  x.  Pour  cela,  je  commence  par  diviser  les 
deux  termes  de  cette  fraction  par  (1  +  r^,  parce  que  comme  ils 
croîtraient  tous  deux  en  même  temps  quand  n  augmentera , 
on  ne  pourrait  pas  suivre  les  variations  de  x.  Il  vient  ainsi 

ar 

X  = :: — . 


1  — 


(1+r)" 


Sous  cette  forme,  on  voit  maintenant  qu'à  mesure  que  n  aug- 
mentera, la  quantité— -7— -^diminuera,  que  par  conséquent  le 

dénominateur  augmentera  et  tendra  à  devenir  égal  à  l'unité,  de 
sorte  que  la  valeur  de  x  convergera  vers  la  limite  ar,  qu'elle 
atteindra  lorsque  n  deviendra  infini.  Ainsi  l'annuité  devient 
alors  égale  à  l'intérêt  du  capital  prêté ,  et  c'est  ce  qui  doit  être, 
puisque  le  capital  a^  ne  devant  jamais  être  payé,  le  débiteur 
ne  doit,  à  la  fin  de  chaque  année,  que  l'intérêt  de  ce  capital. 
450.  La  théorie  des  annuités  donne  lieu  à  quatre  questions , 
car  on  peut  prendre  successivement  pour  inconnue  chacune  des 
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quantités  x,  a,  n,  et  r.  La  troisième  question  exige  remploi  des 
logarithmes;  et  la  quatrième  dépend  de  la  résolution  d'une 
équation  du  degré  (n  +  1),  que  l'on  ramènera  facilement  à 

fl^jn-ri  —  (a  -[-  0^)3"  +  rr  =  0, 

en  posant  1  +  ^  =  "»  d'où  r  =  z  —  1.  Celle-ci  a  une  racine 
égale  à  +  1?  laquelle  est  une  solution  étrangère  à  la  question, 
car  r  ne  peut  pas  être  égale  à  l'unité. 

4ol.  Lorsque  le  gouvernement  fait  un  emprunt,  il  émet  une 
série  d'actions  toutes  de  la  même  valeur,  et  qu'il  échange  con- 
tre de  l'argent  comptant.  Ces  actions  sont  inscrites  sur  le  grand- 
livre  de  la  dette  publique,  et  rapportent  ainsi  un  intérêt,  qui 
est  acquitté  par  le  Trésor,  à  la  fm  de  chaque  semestre.  Il 
crée  en  même  temps  un  fonds  d'amortissement ,  pris  sur  les 
revenus  de  l'État,  qui  est  versé  chaque  année  dans  une  caisse 
que  l'on  appelle  la  caisse  d' amortissement ,  et  dont  il  constitue 
la  dotation;  le  directeur  de  cette  caisse  emploie  cette  dotation 
pour  racheter  les  actions  qui  ont  été  émises  ;  de  sorte  qu'au  bout 
d'un  certain  nombre  d'années,  l'emprunt  se  trouve  acquitté. 
Ici,  les  intérêts  de  l'emprunt  n'étant  pas  payés  par  la  caisse 
d'amortissement,  la  somme  des  valeurs  des  différentes  annuités 
doit  être  simplement  égale  au  capital  prêté;  de  sorte  que  l'on  a 
ainsi 

œ\{\+rr-l\  ^  ^ 
r  * 

d'où 

ar 

x=- 


(1  +  rj"  —  r 

Cherchons  en  combien  d'années  l'emprunt  sera  éteint,  en 
supposant  que  le  fonds  d'amortissement  soit  le  centième  du 
capital,  et  que  le  taux  de  l'intérêt  soit  3  pour  100.  On  tirera 

d'abord  de  la  formule  précédente ,  en  y  faisant  x  =  Yqq    ^^ 
r  =  0,03, 

(l,03r  =  4,    d'où    n  =  j^|^  =  47ans. 

C.  23 
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§  IV.  USAGE  DE  LA  RÈGLE  A  CALCUL. 

432.  Nous  avons  vu  dans  les  Leçons  d'Arithmétique  que  la 
Règle  à  calcul  ou  Règle  logarithmique  ,  était  un  instrument 
composé  d'une  partie  fixe  ou  Règle^  et  d'une  partie  mobile 
appelée  Réglette^  qui  glisse  à  l'intérieur  de  la  première. 

La  Régie  et  la  Réglette  portent  une  graduation  identique  ob- 
tenue en  traçant  sur  l'une  et  l'autre  des  divisions  proportion- 
nelles aux  logarithmes  des  nombres,  à  partir  de  0,  qui  est  le 
logarithme  de  1.  Sur  chaque  division  est  inscrit  le  nombre  cor- 
respondant au  logarithme  représenté  par  la  distance  de  cette 
division  à  l'origine.  Il  en  résulte  que  l'intervalle  compris  entre 
le  logarithme  de  1  ou  zéro  et  le  logarithme  de  10  étant  égal  à 
l'unité,  les  chiffres 

2,     3,     4,     5,     6,     7,     8,     9 

seront  inscrits  à  des  distances  de  l'origine  respectivement 
égales  à 

0,301;    0,477;    0,602;    0,699;    0,778;    0,845;   0,903;   0,954. 

Entre  les  divisions  principales  sont  d'ailleurs  tracées  d'autres 
subdivisions  dont  le  nombre  varie  avec  les  dimensions  de  la 
Règle.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  ici  à  ces  détails  de  construc- 
tion, qui  ont  été  donnés  dans  VAritfimétique  avec  tous  les  déve- 
loppements nécessaires. 

435.  De  la  graduation  de  la  Règle  et  de  la  Réglette  résulte 
cette  propriété  fondamentale  et  caractéristique  de  la  Règle  à 
calcul  : 

Pour  trouver  le  produit  de  deux  nombres,  il  faut  placer  le 
chiffre  1  de  la  Réglette  sous  l'un  des  deux  nombres  lu  sur  la  Règle, 
Le  produit  cherché  correspond  sur  la  Règle  au  second  nombre  lu  sur 
la  Réglette. 

Il  est  clair,  en  effet,  que  l'on  détermine  ainsi  sur  la  Règle  un 
nombre  dont  la  distance  au  chiffre  1  de  la  Règle,  c'est-à-dire 
le  logarithme ,  est  égal  à  la  somme  des  distances  du  premier 
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nombre  au  chiffre  1  de  la  Règle,  et  du  second  nombre  au 
chiffre  1  de  la  Réglette,  c'est-à-dire  à  la  somme  des  logarithmes 
des  deux  nombres  donnés.  Ce  nombre  est  donc  leur  produit. 

De  cette  propriété  de  la  Règle  à  calcul,  on  peut  déduire  fa- 
cilement toutes  les  autres,  en  se  rappelant  les  principes  qui 
président  à  la  formation  des  logarithmes. 

434.  Nous  ne  reviendrons  pas  ici  sur  la  manière  d'opérer  la 
multiplication  et  la  division.  Nous  avons  exposé  dans  ÏArith- 
métique  la  marche  à  suivre  dans  tous  les  cas ,  soit  que  l'on 
opère  avec  la  Réglette  droite,  soit  que  Ton  emploie  la  Réglette 
renversée.  Nous  nous  sommes  également  occupés  de  Y  éléva- 
tion au  carré  et  de  Vextraction  de  la  racine  carrée  au  moyen 
de  l'échelle  des  carrés  tracée  au  bas  de  la  Règle*.  Nous  obser- 
verons cependant  que  l'emploi  des  deux  échelles  de  nombres 
tracées  sur  le  haut  de  la  Règle  et  sur  la  Réglette  suffirait 
pour  trouver  les  carrés  directement  (puisqu'une  élévation 
au  carré  revient  à  une  multiplication  dans  le  cas  où  les 
deux  facteurs  sont  égaux),  et,  à  la  rigueur,  les  racines  carrées 
avec  un  tâtonnement.  Il  est  clair,  en  effet,  qu'il  suftira  défaire 
glisser  la  Réglette  jusqu'à  ce  que  le  chiffre  1  de  la  Réglette  et 
le  nombre  dont  on  demande  la  racine  lu  sur  la  Règle  se  trou- 
vent à  la  fois  l'un  au-dessous,  l'autre  au-dessus  d'un  même 
nombre,  qui  sera  précisément  la  racine  cherchée  ;  car  la  di- 
stance comptée  sur  la  Règle  entre  le  nombre  trouvé  et  Torigine 
de  la  Règle,  plus  la  distance  égale  comptée  sur  la  Réglette  entre 
ce  même  nombre  et  l'origine  de  la  Réglette ,  c'est-à-dire  le 
double  du  logarithme  du  nombre  trouvé,  reproduira  la  distance 
du  nombre  proposé  à  l'origine  de  la  Règle,  c'est-à-dire  le  lo- 


*  Cette  échelle  représente  les  logarithmes  des  carrés  des  nombres  qui  y 
sont  inscrits-  ses  divisions  sont  donc  doubles  de  celles  de  l'échelle  des  nom- 
bres tracée  sur  le  haut  de  la  Règle  et  sur  la  Réglette;  en  effet,  le  carré  d'un 
nombre  étant  le  produit  de  deux  facteurs  égaux  à  ce  nombre,  les  logarithmes 
des  carrés  sont  les  doubles  des  logarithmes  des  nombres.  Il  en  résulte  qu'en 
lisant  les  racines  sur  l'échelle  des  carrés,  on  trouve  les  carrés  sur  léchelle  des 
nombres,  et  réciproquement. 
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garithme  de  ce  nombre  ;  donc  le  nombre  trouvé  sera  la  racine 
carrée  du  nombre  proposé.  Le  tâtonnement  sera  amoindri  en 
renversant  la  Réglette  ;  on  amènera  le  chiffre  1  de  la  Réglette 
sous  le  nombre  dont  on  demande  la  racine  lu  sur  la  Règle 
(remarquons  qu'en  même  temps  ce  nombre  lu  sur  la  Réglette 
se  trouvera  au-dessous  du  chiffre  1  de  la  Règle) ,  et  on  cher- 
chera le  point  de  coïncidence  de  deux  divisions  semblables  de 
la  Règle  et  de  la  Réglette. 

4o3.  Nous  allons  nous  proposer  actuellement  diverses  ques- 
tions dont  la  solution  serait  impossible  par  une  seule  lecture  en 
se  bornant  à  l'emploi  exclusif  des  échelles  des  nombres.  Nous 
commencerons  par  Y  élévation  au  cube  et  Y  extraction  de  la  racine 
cubique. 

456.  Soit  proposé  d'abord  de  former  le  cube  d'un  nombre 
compris  entre  1  et  10  ;  son  cube  sera  compris  entre  1  et  1000. 
On  obtiendra  évidemment  le  cube  cherché  en  multipliant  le 
nombre  donné  par  son  carré,  ce  qui  peut  se  faire  de  trois  ma- 
nières différentes  : 

1°  Je  fais  glisser  la  Réglette  vers  la  gauche  de  manière  à  ame- 
ner au-dessus  du  chiffre  1  de  l'échelle  des  carrés  le  nombre  pro- 
posé lu  sur  l'échelle  des  nombres  de  la  Réglette  ;  le  cube 
cherché  se  lira  sur  la  Réglette  au-dessus  du  nombre  proposé 
lu  sur  l'échelle  des  carrés  : 

Réglette  a  <r<  x  =  a^ 

Échelle  des  carrés      1  a 

En  effet,  la  distance  de  x  au  chiffre  1  de  la  Réglette  se 
trouve  égale  au  logarithme  de  a  (compté  sur  la  Réglette),  plus 
le  double  du  logarithme  de  a  (compté  sur  l'échelle  des  carrés), 
c'est-à-dire  à  trois  fois  le  logarithme  de  a  ;  donc  x  est  la  troisième 
puissance  ou  le  cube  de  a. 

2«  Je  fais  glisser  la  Réglette  vers  la  droite  de  manière  à 
amener  le  chiffre  1  de  son  échelle  au-dessus  du  nombre 
proposé  lu  sur  l'échelle  des  carrés;  le  cube  cherché  se  lira  sur 
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l'échelle  supérieure  de  la  Règle  au-dessus  du  nombre  proposé 
lu  sur  la  Réglette. 

Règle  (échelle  supérieure)  ce  =  a' 

Réglette  »  1  a 

Échelle  des  carrés  a 

3°  Je  renverse  la  Réglette,  et  je  place  le  nombre  proposé  lu 
sur  Téchelle  de  la  Réglette  au-dessus  de  ce  même  nombre  lu 
sur  Téchelle  des  carrés  ;  le  cube  cherché  se  lira  sur  l'échelle 
supérieure  de  la  Règle  au-dessus  du  chiffre  1  de  la  Réglette. 

Règle  (échelle  supérieure)  x=  a} 

Réglette  renversée        <-^  a  1 

Échelle  des  carrés  a 

407.  La  dernière  manière  d'opérer  est  la  plus  commode. 
On  se  rappellera  qu'en  opérant  avec  la  moitié  de  droite  de  la 
Réglette  renversée,  \°  les  cubes  d'un  seul  chiffre  correspondent 
à  l'index  1  de  la  Réglette  et  se  lisent  sur  la  moitié  de  gauche 
de  l'échelle  supérieure  de  la  Règle  ;  2°  les  cubes  de  deux  chif- 
fres correspondent  au  même  index  et  se  lisent  sur  la  moitié  de 
droite  de  l'échelle  supérieure  de  la  Règle;  3°  les  cubes  de 
trois  chiffres  correspondent  au  chiffre  10  de  la  Réglette  et 
se  hsent  sur  la  moitié  de  droite  de  l'échelle  supérieure,  con- 
sidérée dans  ce  cas  comme  renfermant  tous  les  nombres  de 
100  à  1000. 

408.  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'élever  au  cube 
un  nombre  quelconque.  On  ramènera  ce  cas  au  précédent,  en 
rendant  le  nombre  proposé  >  1  et  <  10  ,  ce  qui  se  fera  en  le 
multipliant  ou  en  le  divisant  par  10,  100,  1000,  etc.  ;  puis  après 
avoir  cherché  le  cube  du  nombre  ainsi  préparé ,  on  divi- 
sera ou  l'on  multipliera  le  résultat  trouvé  par  le  cube  de  10, 
ou  par  le  cube  de  100,  ou  par  le  cube  de  1000,  suivant  que  l'on 
aura  multiplié  ou  divisé  le  nombre  proposé  par  10,  100, 
1000,  etc.  Ainsi,  soit  0,09538  à  élever  au  cube;  je  multiplie 
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par  100,  et  je  cherche  le  cube  de  9,54  (456,  3°)  : 
Règle  (échelle  supérieure)         a;  =  868 
Réglette  renversée  »  10  9,54 

Échelle  des  carrés  9,54 

Divisant  le  résultat  trouvé  868  par  100^=  1000000,  il  vient 
0,000868  pour  le  cube  cherché. 

439.  Occupons -nous  actuellement  de  l'extraction  de  la  ra- 
cine cubique,  et  supposons  d'abord  que  le  nombre  donné  soit 
compris  entre  1  et  1000.  Comme  pour  l'élévation  au  cube,  il  y 
a  trois  manières  d'opérer.  Nous  ne  nous  occuperons  que  de  la 
troisième,  qui  est  seule  d'une  application  facile.  Elle  consiste  à 
amener  le  chiffre  1  de  la  Réglette  renversée  sous  le  nombre  pro- 
posé lu  sur  l'échelle  supérieure  de  la  Règle  ;  la  racine  cherchée 
correspond  au  point  où  la  graduation  de  la  Réglette  et  la  gra- 
duation de  l'échelle  des  carrés  donnent  le  même  nombre. 

Règle  (échelle  supérieure)  a 

Réglette  renversée  x  =  yja<:^  1 

Échelle  des  carrés  x=^  \/a 

4G0.  On  aura  d'ailleurs  égard  aux  observations  suivantes  : 

1°  Si  le  nombre  donné  est  <.10,  on  le  lira  sur  la  moitié  de 
gauche  de  l'échelle  supérieure. 

2°  S'il  est  compris  entre  10  et  100,  on  le  lira  sur  la  moitié  de 
droite  de  l'échelle  supérieure,  et  sa  racine  se  lit  en  employant 
comme  index  le  chiffre  1  de  la  Réglette  renversée. 

3"  S'il  est  compris  entre  100  et  1000,  on  le  lit  encore  sur  la 
moitié  de  droite  de  l'échelle  supérieure  ;  mais  la  lecture  de  la 
racine  se  fait  en  employant  l'index  10. 

4°  La  coïncidence  d'où  résulte  la  détermination  de  la  racine 
cubique  doit  toujours  avoir  lieu  sur  la  partie  de  la  Réglette  qui 
porte  les  divisions  de  1  à  10. 

461.  Si  l'on  demande  maintenant  la  racine  cubique  d'un 
nombre  quelconque,  on  commencera  par  rendre  ce  nombre 
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>  1  et  <  1000,  en  le  multipliant  ou  en  le  divisant  par  1000 , 
ou  par  1000000,  ou  par  1000000000,  etc.;  on  cherchera  la  ra- 
cine cuhique  du  nombre  ainsi  préparé ,  laquelle  se  trouvera 
nécessairement  comprise  entre  1  et  10,  puis  on  la  divisera  ou 
on  la  multipliera  par  10,  ou  par  100,  ou  par  1000,  etc.,  suivant 
que  Ton  avait  multiplié  ou  divisé  le  nombre  donné  par  10^  ou 
par  100^  ou  par  1000^  etc.  Ainsi,  si  l'on  demande  la  racine 
cubique  de  0,27,  on  multiphera  ce  nombre  par  10'=  1000,  ce 
qui  donne  270,  dont  je  cherche  la  racine  cubique  (4G0,  3°). 

Règle  (échelle  supérieure)  270 

Résrlette  renversée        »  10  œ  =  6M 


Échelle  des  carrés  x  =  6,46 

Divisant  le  résultat  trouvé  6,46  par  10,  il  viendra  0,646  pour 
la  racine  cubique  cherchée. 

462.  La  Règle  à  calcul  est  d'un  usage  extrêmement  facile 
pour  calculer  le  quatrième  terme  d'une  proportion  dont  on 
connaît  les  trois  autres  termes,  pour  trouver  une  moyenne  pro- 
portionnelle entre  deux  nombres  donnés,  etc.  Nous  allons  ré- 
soudre ces  deux  questions. 

465.  Calculer  le  quatrième  terme  d*une  proportion.  Cette 
question  revient  à  trouver  le  quotient  d'un  produit  de  deux 
facteurs  par  un  troisième  nombre,  et  peut  se  résoudre  de 

bc 
différentes  manières.  Soit  a  :  b  ::  c  :  x,  d'où  a;  =  — . 

a 

P  J'amène  le  diviseur  (extrême  connu)  lu  sur  la  Réglette 
sous  l'un  des  facteurs  (moyens)  lu  sur  la  Règle  ;  le  quotient 
cherché  se  lit  sur  la  Règle  au-dessus  du  second  facteur  lu  sur 
la  Réglette. 

Règle  b  x  =  — 

^  a 


Réglette         a  ^^  c 

Il  est  évident,  en  effet,  que  l'on  a  :  log  x  (sur  la  Règle) 

=  log  b  (sur  la  Règle)  -|-  [log  c  — log  a]  (sur  la  Réglette) 

,      bc 
=  log-. 


360  DES   LOGARITHMES 

(On  remarquera  que  les  deux  rapports  égaux  -=-  se  trou- 
vent figurés  aux  yeux  sur  l'instrument.) 

2°  Ayant  renversé  la  Réglette,  j'amène  l'un  des  moyens  lu  sur 
la  Réglette  sous  l'autre  moyen  lu  sur  la  Règle;  le  quotient 
cherché  se  lit  sur  la  Règle  au-dessus  de  l'extrême  connu  lu  sur 
la  Réglette. 

Règle  b  x=  — 


Réglette  c         <-^  a 

On  peut  toujours  faire  en  sorte  que  le  terme  inconnu  soit  le 
4«  de  la  proportion ,  et  que  tous  ses  termes  aient  au  moins  un 
chiffre  entier;  ce  résultat  s'obtiendra  par  un  simple  change- 
ment de  place ,  et  par  une  multiplication  de  tous  Jes  termes 
par  10,  ou  par  100,  ou  par  1000,  etc. 

Ceci  posé,  on  déterminera  d'avance  le  nombre  des  chiffres 
de  la  partie  entière  du  résultat  au  moyen  de  la  règle  suivante  : 

Lorsque  le  diviseur  (ou  premier  terme),  et  Vun  des  facteurs 
{ou  moyens),  comptés  sur  la  même  moitié  de  la  Réglette,  cor- 
respondent  à  une  même  moitié  de  la  Règle,  le  nombre  des  chif- 
fres entiers  du  terme  inconnu  s  obtient  en  retranchant  le  nombre 
des  chiffres  du  diviseur  [ou  extrême  connu)  du  nombre  des 
chiffres  que  possèdent  à  la  fois  les  deux  facteurs  [moyens). 

Le  terme  inconnu  a  un  chiffre  de  plus  à  la  partie  entière, 
lorsque  Vindex  de  la  Réglette  et  le  diviseur,  pris  sur  la  même 
moitié  de  la  Réglette,  correspondent  seuls  a  une  même  moitié 
de  la  Règle  ou  de  son  prolongement. 

Le  terme  inconnu  a  un  chiffre  de  moins  à  la  partie  entière, 
lorsque  Vindex  et  Vun  des  deux  facteurs  pris  sur  la  même  moi- 
tié de  la  Réglette  correspondent  seuls  à  une  moême  moitié  de  la 
Règle  ou  de  son  prolongement. 

Lorsqu'on  trouve  un  reste  nul,  il  n'y  a  pas  de  partie  en- 
tière ,  et  le  premier  chiffre  signilicatif  du  terme  inconnu  est 
de  l'ordre  des  dixièmes;  s'il  s'en  faut  d'une,  de  deux,  de  trois 
unités,  que  la  soustraction  ne  puisse  se  faire,  il  faudra  écrire 
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un,  deux,  trois  zéros  entre  la  virgule  et  le  premier  chiffre  si- 
gnificatif, qui  sera  alors  au  rang  des  centièmes ,  des  millièmes, 
des  dix-millièmes,  etc. 

Exemple.  Calculer  le  quatrième  terme  de  la  proportion 
0,9  :  0,4  \:  X'.  4,8.  Je  permute  chaque  antécédent  avec  son 
conséquent,  et  je  multiplie  tous  les  termes  par  10.  La  propor- 
tion devient  4  :  9  ::  48  :  a;' =  10^7. 

Règle  9  x'=z\Ç)^  ' 

Réglette  4  $h>  48 

L'index  et  le  diviseur  4  pris  sur  la  première  moitié  de  la  Ré- 
glette correspondent  seuls  à  la  première  moitié  de  la  Règle  ; 
le  nombre  total  des  chiffres  entiers  des  moyens  est  3;  celui 
des  chiffres  de  l'extrême  connu  est  1  ;  le  nombre  des  chiffres 
entiers  du  terme  inconnu  est  donc  3  —  l  -f-  1  =  3  -,  donc 
x'  =:  108,  et  par  suite  xt=  10,8. 

464.  Calculer  une  moyenne  'proportionnelle  entre  deux  nom- 
bres donnés.  Cette  question  revient  à  l'extraction  de  la  racine 
carrée  d'un  produit  de  deux  facteurs  ;  elle  se  résout  des  deux 
manières  suivantes  : 

1°  On  amène  le  chiffre  1  de  la  Réglette  sous  le  premier  fac- 
teur lu  sur  l'échelle  supérieure  de  la  Règle  ;  la  moyenne  pro- 
portionnelle cherchée  se  lira  sur  l'échelle  des  carrés  au-des- 
sous du  second  facteur  lu  sur  la  Réglette. 
Règle  (échelle  supérieure)      a 
Réglette  »  1  h 

Échelle  des  carrés  x  =  sjab 

2°  On  amène  l'un  des  facteurs  lu  sur  la  Réglette  renversée 
au-dessous  de  l'autre  facteur  lu  sur  l'échelle  supérieure  de  la 
Règle,   et  la  moyenne  proportionnelle  cherchée  se  lit  sur 
l'échelle  des  carrés  au-dessous  de  l'index  de  la  Réglette. 
Règle  (Échelle  supérieure)       10  a  - 

Réglette  renversée  »  10  6       1 

Échelle  des  carrés  x  =  \Jab 
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En  effet ,  d'une  part  la  distance  du  nombre  a  à  l'origine  de 
l'échelle  supérieure  est  égale  à  la  distance  du  chiffre  10  de 
cette  échelle  à  l'origine  plus  la  distance  du  nombre  a  à  ce  même 
chiffre  10,  c'est-à-dire  égale  à  1  +loga;  d'autre  part  la  di- 
stance de  l'index  10  de  la  Réglette  au  nombre  h  est  égale  à  ^ 
distance  de  cet  index  à  l'origine  de  la  Réglette  moins  la  di- 
stance du  nombre  b  à  cette  même  origine,  c'est-à-dire  à  1  —  log  6; 
et  la  distance  du  nombre  trouvé  x  à  l'origine  de  l'échelle  des 
carrés,  c'est-à-dire  2  log  x,  est  égale  à  la  différence  de  ces  deux 
distances;  donc  2logir=l-j-loga  —  (1  — log&)  =  loga-|-log6; 
donc  x  =  \/ab. 

46o.  La  Règle  à  calcul  peut  servir  à  résoudre  des  questions 
moins  simples,  par  exemple  à  trouver  le  quatrième  terme 
d'une  proportion  dont  les  autres  termes  seraient  des  carrés,  ou 
des  radicaux,  etc.  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas;  mais  nous 
croyons  utile  de  donner  un  tableau  de  toutes  les  opérations 
que  l'on  peut  effectuer  au  moyen  de  la  Règle,  avec  l'indication 
succincle  de  la  manière  d'opérer.  Nous  empruntons  ce  tableau 
à  Y  Instruction  sur  les  Règles  à  calcul  de  M.  L.  Lalanne* ,  dans 
laquelle  nous  avons  puisé  déjà  une  grande  partie  de  ce  qui  pré- 
cède. X  désigne  la  quantité  inconnue  qu'il  s'agit  de  calculer, 
et  y  une  quantité  variable  à  laquelle  on  donne  une  suite  de 
valeurs  déterminées.  Toutes  les  formules  qui  donnent  l'expres- 
sion de  y  au  moyen  de  x  sont  des  formules  indirectes,  déduites 
de  formules  directes  dans  lesquelles  la  variable  x  était  expri- 
mée au  moyen  dey. 

*  Instruction  sur  les  Règles  à  calcul,  et  particulièrement  sur  la  nouvelle 
Règle  à  enveloppe  de  verre,  par  Léon  Lalanne,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et 
chaussées.  Cette  Instruction  se  trouve  chez  MM.  Hachette  et  G'®,  avec  la  nou- 
velle Règle  à  enveloppe  de  verre. 
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FORMDLES. 

DBS  FORMULES  ES  L.\>G\GE 

r- 

SUR  LA  MANIÈRE  d'OPÉRER. 

s 

ORDINAIRE. 

Emploi  exclusif  des  échelles  des  nombres. 

J 

x  =  ay 

Formation    d'une  suite 

La  Réglette  tenue  droite.  L'index  sous 

de  produits  d'un  facteur 

le  facteur  constant,  la  lecture  au-dessus 

constant   par  un  facteur 

du  facteur  variable. 

variable. 

2 

X 

Formation  d'une  suite  de 

Mêmes  échelles  et  même  position  de 

quotients  d'un   dividende 

la  Réglette.    L'index  sous  le  diviseur 

variable  par  un  diviseur 

constant,  la  lecture  au-dessous  du  divi- 

constant. 

dende  variable. 

3 

a 
x  =  - 

y 

Suite  de  quotients  d'un 

L'index  de  la  Réglette  renversée  sous 

dividende  constant  par  un 

le  dividende  constant,  et  la  lecture  du 

b 

diviseur  variable. 

quotient  au-dessus  du  diviseur  variable. 

4 

4'  terme  de  la  propor- 

Réglette droite.  Le  nombre  a  placé 

tion  a  :  b  ::  y  :  X ,  dans  la- 

sous le  nombre  b ,  et  le  nombre  x  lu 

quelle  les  deux  termes  du 

au-dessus  du  nombre  y. 

second    rapport  sont  va- 

ab 

riables. 

5 

k^  terme  de  la  propor- 

Réglette renversée.  Le  nombre  b  sous 

y 

tion  y  :a::b  -.x,  dan?  la- 

nu sur  le  nonibre  a,  et  le  nombre  x 

quelle  les  deux  extrêmes 

sous  ou  sur  le  nombre  y. 

sont  variables. 

6 

'x  =  y^ 

Produit  de  deux  facteurs 

Comme  au  n»  i ,  dont  cette  question 

égaux  ou  élévation  au  carré 

n'est  qu'un  cas  particulier. 

7 

*y  =  \/x 

Extraction  de  la  racine 

Le  chiffre  1  de  la  Réglette  renversée 

carrée. 

sous  le  nombre  x;  lecture  de  la  racine 
simultanément  sur  la  Règle  et  la  Ré- 
glette au  point  oh  ces  deux  graduations 
expriment  deux  nombres  égaux. 

£ 

mpîoi  de  V 

échelle  des  nombres  de  la  Réglette  et  de  l'échelle  des  carrés. 

8 

x  =  y^ 

Élévation  au  carré. 

L'index  de  la  Réglette  sur  le  i  de  l'é- 
chelle des  carrés.  Lecture  du  carré  au- 
dessus  du  nombre  donné. 

9 

y  =  \^ 

Extraction  de  la  racine 

Même  position  de  la  Réglette.  Lecture 

carrée. 

de  la  racine  au  -  dessous  du  nombre 
donné. 

10 

x  =  ay' 

Produit    d'un    nombre 

Le  nombre  constant  sur  la  Réglette 

constant  par  une  suite  de 

au-dessus  du  1  de  l'échelle  des  carrés. 

carrés. 

Lecture  du  produit  au-dessus  du  nombre 
à  élever  au  carré.  —  Cas  particulier  : 
y  =  a,  a;  =  a'  (élévation  au  cube, 
no  456,  1°). 

\ 
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FORMULES. 

-v/! 

a 

'  =  ¥' 

^-'/i 

a' 

EXPRESSION 

DES  FORMULES  EN  LANGAGE 

ORDINAIRE. 


Racine  carrée  d'une 
suite  de  rapports  dont  l'an 
técédent  est  variable  et 
dont  le  conséquent  est 
constant. 

Racine  carrée  d'une 
suite  de  rapports  dont  l'an- 
técédent est  constant  et  le 
conséquent  variable. 

Quotient  d'un  nombre 
constant  par  le  carré  d'un 
nombre  variable. 

ke  terme  de  la  propor- 
tion v^  :  ^y  ::b  :  x. 


k^  terme  de  la  propor- 
tion a'  :  b^  ::  y  :  X. 


OBSERVATIONS 
SUR   LA  MANIÈRE  D'OPÉRER. 


Même  position  de  la  Réglette.  Lecture 
de  la  racine  sous  le  nombre  variable. 


Le  nombre  constant  sur  la  Réglette 
renversée  au-dessus  du  i  de  l'échelle 
des  carrés.  Lecture  du  résultat  au-des- 
sous du  conséquent  variable. 

Même  position  de  la  Réglette.  Lecture 
du  résultat  sur  la  Réglette  au-dessus  du 
diviseur  variable. 

Placez  a,  lu  sur  la  Réglette  renversée, 
au-dessus  de  b;  lecture  de  x  sur  l'c 
chelle  des  carrés  au-dessous  de  y  lu  sur 
la  Réglette. 

Placez  y  lu  sur  la  Réglette  au-dessus 
de  a  ;  lecture  de  x  sur  la  Uégletie  au- 
dessus  de  6,  lu  sur  l'échelle  des  carrés 


Emploi  simultané  des  trois  échelles. 


19 


a'y  Produit  du  carré  d'un 
nombre  constant  par  une 
suite  de  nombres  varia- 
bles. 


=  \/ax 


Quotient  d'un  nombre 
variable  par  le  carré  d'un 
nombre  constant. 


Troisième  proportion- 
nelle à  doux  nombres  don- 
nés, dont  le  second  est 
variable  dans  la  propor- 
tion a:y::y  :x. 

Racine  carrée  du  pro- 
duit d'un  nombre  constant 
par  un  nombre  variable. 

Troisième  proportion- 
nelle à  deux  nombres  don- 
nés dont  le  second  est  con- 
stant dans  la  proportion 
y  :  a  ::  a  :  X. 


L'index  de  la  Réglette  au-dessus  du 
nombre  constant.  Lecture  du  produit  sur 
l'échelle  supérieure  au-dessus  du  nom 
bre  variable  lu  sur  la  Réglette.  —  Cas 
particulier  :  y  =  a,  x  =  a^  (élévation  au 
cube,  n"  436,  2"). 

Même  position  de  la  Réglette.  Lecture 
du  quotient  sur  la  Réglette  au-dessous 
du  nombre  variable  lu  sur  l'échelle  su- 
périeure. 

L'index  de  la  Réglette  droite  sous  le 
nombre  constant  lu  sur  la  Règle.  Lecture 
du  nombre  clierché  au-dessus  du  nombre 
variable  lu  sur  l'échelle  des  carrés. 


Même  position  de  la  Réglette.  Lecture 
de  la  racine  au-dessous  du  nombre  va- 
riable lu  sur  la  Réglette. 

L'index  de  la  Réglette  renversée  au- 
dessus  du  nombre  constant  lu  sur  l'é- 
chelle des  carrés.  Lecture  de  x  sur  la 
Réglette  au-dessous  du  nombre  variable. 
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26 


28 


29 


x  =  y' 


3  - 

y=  y'-^ 


0^ 

y 


a'y 


bx 


a 


3  — 

'y  =  Y  ax 


EXPRESSION 

DES  FORMULES  EN  LANGAGE 

ORDINAIRE. 


OBSERVATIONS 
SLR   LA   MANIÈRE  D'OPÉRER. 


Elévation  au  cube. 


Extraction  de  la  racine 
cubique. 


li^  terme  de  la  proportion 
y:a'::6:x,  dans  laquelle  un 
des  moyens  (tous  deux  con- 
stants) est  élevé  au  carré. 

%«■  terme  de  la  proportion 
a:h::y'':x,  dans  Idquelle 
un  des  moyens  (nombre  va- 
riable) est  élevé  au  carré. 

(i«  terme  Je  la  proportion 
V^  :  \/â  ::  y/i  :  y,  dans  la- 
quelle les  trois  premiers 
termes  sont  des  racines 
carrées. 

4e  terme  de  la  proportion 
b:a^::y:x,  dans  laquelle 
un  des  moyens  (nombre 
constant)  est  élevé  au 
carré. 

k^  terme  de  la  proportion 
a^  :b::x:y,  dans  laquelle 
les  deux  termes  du  premier 
rapport  sont  constants,  et 
le  premier  terme  un  carré 

Quotient  d'un  cube  par 
une  quantité  variable. 


Quotient  d'un  cube  va- 
riable par  un  diviseur  con- 
stant. 


Racine    cubique     d'un 
produit  de  deux  facteurs. 


Le  nombre  y  pris  sur  la  Réglette  ren 
versée  au-dessus-  du  même  nombre  pris 
sur  l'échelle  des  carrés.  La  lecture  de  x 
sur  l'échelle  supérieure  au-dessus  de 
l'index  de  la  Réijiette. 

L'index  de  la  Réglette  renversée  au 
dessous  du  nombre  donné  pris  sur  l'é- 
chelle supérieure.  Lecture  simultanée 
de  la  racine  sur  la  Réglette  et  sur  l'é- 
chelle des  carrés,  au  point  où  les  deux 
graduations  en  coïncidence  expriment 
des  nombres  égaux. 

Placez  le  moyen  simple  b  pris  sur  la 
Réglette  renversée  au-dessus  du  nom- 
bre a;  lecture  de  x  sur  l'échelle  supé- 
rieure au-dessus  de  l'extrême  y. 

Placez  le  moyen  constant  b  pris  sur  la 
Réglette  sous  l'extrême  connu  a;  lecture 
de  X  sur  la  Réglette  au-dessus  de  y  pris 
sur  l'échelle  des  carrés. 

Placez  le  nombre  b  pris  sur  la  Réglette 
sous  le  nombre  a  •  lecture  de  y  sur  l'é- 
chelle des  carrés  au-dtssous  de  x  pris 
sur  la  Réglette. 

Placez  l'extrême  connu  b  pris  sur  la 
Réglette  au-dessus  du  nombre  a;  lec- 
ture de  X  sur  l'échelle  supérieure  au- 
dessus  du  moyen  variable  y  pris  sur  la 
Réglette. 

Placez  le  moyen  connu  b  pris  sur  la 
Réglette  au-dessus  du  nombre  a  ;  lec- 
ture de  y  sur  la  Réglette  au-dessous  du 
moyen  variable  x  pris  sur  l'échelle  su 
périeure. 

Placez  le  nombre  à  élever  au  cube  pris 
sur  la  Réglette  renversée  au-dessus  du 
même  nombre  pris  sur  l'échelle  des  car 
rés  ;  lecture  de  x  sur  l'échelle  supérieure 
au-dessus  du  diviseur  variable. 

Comme  précédemment.  On  peut  aussi 
placer  le  nonibre  à  élever  au  cube  i)ris 
sur  la  Réglette  au-dessous  du  diviseur 
constant,  et  lire  x  sur  la  Réglette  au 
dessus  du  nombre  à  élever  au  cube  pris 
sur  l'échelle  des  carrés. 

Placez  l'un  des  facteurs  pris  sur  la 
Réglette  renversée  au-dessous  de  l'autre 
pris  sur  l'échelle  supérieure;  et  lisez  x 
simultanément  sur  la  Réglette  et  sur 
l'échelle  des  carrés  au  point  correspon- 
dant à  des  nombres  égaux. 
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A  l'exception  des  formules  marquées  d'un  astérisque ,  une 
position  unique  de  la  Réglette  donne  la  solution  de  toutes  les 
questions  de  même  nature  dans  lesquelles  l'élément  variable 
est  désigné ,  soit  par  y  si  la  formule  est  en  x ,  soit  par  x  si  la 
formule  est  en  y. 

466.  En  général ,  si  l'on  désigne  par  a,  aJ,  a'\  par  6,  b',  h\ 
deux  séries  de  nombres  qui  se  correspondent  sur  l'échelle  su- 
périeure de  la  Règle,  sur  la  Réglette  et  sur  l'échelle  des  carrés, 
dans  une  position  quelconque  de  la  Réglette,  on  aura  les  rela- 
tions suivantes  selon  que  la  Réglette  sera  droite  ou  renversée  : 

Règle  (échelle  supérieure)      a'  b' 

Réglette  a  h 


Échelle  des  carrés  al'  h" 

(Réglette  droite)  (Réglette  renversée) 

a&'  =  ha'  ad   =zbb' , 

ab'"  =  ba'  aa'   =h¥\ 

ab"^z=ba"^  aa!'^=.bb"\ 

Ces  relations  permettent  toujours  de  retrouver  la  marche  à 
suivre  pour  résoudre  les  questions  du  tableau  précédent. 

467.  Les  applications  de  la  Règle  à  calcul  aux  questions 
usuelles  de  géométrie,  de  mécanique,  de  chimie,  etc.,  sont 
extrêmement  nombreuses.  Il  serait  beaucoup  trop  long  de  les 
énumérer  ici  ;  mais  nous  engageons  vivement  nos  lecteurs  à  se 
reporter  à  V Instruction  sur  les  Règles  à  calcul  de  M.  L.  La- 
lanne.  Ils  trouveront  dans  cet  ouvrage,  avec  tous  les  dévelop- 
peinehts  nécessaires,  un  jzhoix  nombreux  de  questions  dont  la 
résolution  achèvera  de  les  familiariser  avec  l'usage  de  la  Règle 
à  calcul  et  de  leur  faire  comprendre  toute  l'utilité  pratique  de 
cet  ingénieux  instrument. 


.      CHAPITRE  XIÏI. 

THÉORIE  DES  FONCTIOXS  DERIVEES. 


§  I.  DÉFINITIONS  ET  PRINCIPES  GÉNÉRAUX. 

468.  Nous  avons  dit  (20)  qu'wne  quantité  dont  la  valeur 
dépend  de  celles  d'autres  quantités  est  appelée  une  fonction  de 
ces  quantités.  Ces  quantités  se  nomment  mm^/es,  parce  que, 
pour  chaque  système  de  valeurs  arliitralres  que  l'on  peut  leur 
donner,  la  fonction  prend  une  valeur  correspondante. 

469.  Une  fonction  d'une  certaine  quantité  x  s'indique  à 
l'aide  de  notations  telles  que  f{x),  ^lix),  F(a;),  f{x),  etc. 

On  représente  de  même  une  fonction  de  deux  variables  x 
et  y  par  <i^%y),  ^{x,y),  ¥(x,y),  f[x,y),  etc. 

<^{x,yyZ)  indique  une  fonction  de  x,  de  y  et  de  z,  c'est-à- 
dire  une  expression  composée  d'une  manière  quelconque  de 
ces  quantités  x,  y,  z. 

Il  faut  faire  précéder  la  parenthèse  de  lettres  différentes,  si 
l'on  veut  représenter  des  fonctions  différentes  ;  ainsi  o  (x)  et 
^ix)  expriment  des  quantités  qui  ne  sont  pas  composées  de  la 
même  manière  en  x. 

Au  contraire,  si  deux  fonctions  sont  formées  de  la  même 
manière,  au  moyen  des  variables  qu'elles  renferment,  elles 
sont  représentées  par  la  même  caractéristique.  Par  exemple, 
<i(x)  et  <p(i/)  désignent  deux  fonctions  composées  de  la  même 
manière,  l'une  en  x  et  l'autre  en  y,  de  telle  sorte  que  0/(1/)  est  ce 
que  devient  o{x),  lorsque  l'on  y  remplace  x  par  y.  Ainsi,  '^(37,^7) 
représentant,  je  suppose,  le  polynôme  2x^^3xy-\-if—x-{-l0j 
ç(3,4)  représentera  la  valeur  que  prendra  ce  polynôme,  si 
l'on  y  remplace  x  par  3  et  y  par  4 ,  de  sorte  que  l'on  aura 
ç(3,4)  =  2.9  — 3.3.4+16— 3  +  10=5. 

470.  Une  fonction  est  dite  continue  ,  entre  deux  limites  don^ 
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nées  y  lorsquen  faisant  varier  d'une  manière  continue  les  quan- 
tités dont  elle  dépend,  elle  est  constamment  réelle  et  passe  par 
tous  les  états  de  grandeurs  compris  entre  ces  limites. 

47 1 .  On  appelle  limite  d'une  fonction  la  valeur  vers  laquelle 
elle  tend,  lorsque  la  variable  dont  elle  dépend  converge  elle- 
même  vers  une  valeur  déterminée. 

472.  Si ,  dans  une  fonction  de  a;,  on  donne  à  cette  variable 
un  certain  accroissement  /i,  la  fonction  prendra  un  accroisse- 
ment correspondant,  positif  ou  négatif,  et  la  limite  vers  la- 
quelle tend  le  rapport  de  cet  accroissement  de  la  fonction  à  celui 
de  la  variable,  lorsque  cet  accroissement  de  la  variable  tend 
vers  zéro,  est  ce  qu'on  appelle  la  fonction  dérivée  ou  simple- 
ment la  DÉRIVÉE  de  la  fonction  proposée.  Ainsi  la  limite  vers 

laquelle  converge  le  rapport  ■'  — ^,    lorsque  h  tend 

vers  zéro,  est  la  dérivée  de  <^{x), 

475.  Si  cette  dérivée  est  elle-même  une  fonction  de  Xy  elle 
aura  aussi  une  dérivée ,  qui  sera  ainsi  la  dérivée  de  la  dérivée 
ou  la  dérivée  du  deuxième  ordre  de  la  fonction  primitive.  On 
pourra  de  même  obtenir  une  dérivée  du  troisième  ordre ,  puis 
une  du  quatrième,  et  ainsi  de  suite. 

On  est  convenu  de  représenter  la  dérivée  d'une  fonction  par 
la  même  notation  que  cette  fonction ,  mais  en  affectant  d'un 
accent  la  caractéristique  de  la  fonction.  Ainsi,  pour  indiquer  la 
dérivée  de  cp(a?),  nous  écrirons  9'(a;};  par  conséquent  la  dérivée 
de  (p'(rr),  c'est-à-dire  la  dérivée  du  deuxième  ordre  de  (^{x), 
sera  représentée  par  <^"{x),  et,  en  général,  la  dérivée  de  l'ordre 
n  le  sera  par  <f[x). 

474.  Une  fonction  quelconque  de  x  peut  être  soumise  à 
différentes  opérations ,  de  manière  à  constituer  une  nouvelle 
fonction,  qui  sera  par  conséquent  une  fonction  d'une  fonction 
de  rr.  En  considérant  cette  nouvelle  fonction  elle-même  comme 
une  variable ,  on  pourra  encore  la  soumettre  aux  opérations 
qui  constituent  une  nouvelle  fonction,  et  ainsi  de  suite.  Les 
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fonctions  obtenues  de  cette  manière  se  nomment  en  général 
des  fonctions  de  fonctions, 

475.  La  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  est  le  produit  des 
dérivées  de  chacune  de  ces  fonctions  par  rapport  à  la  variable  dont 
elle  dépend  immédiatement. 

Ainsi,  soit  une  certaine  fonction  de,  x  que  je  représenterai 
par  u=¥{x);  soit  y  =fiu)  une  autre  fonction  composée  d'une 
manière  quelconque  avec  Uy  de  sorte  que  y=f(F{x))='^{x) 
est  une  fonction  de  fonction  de  x;  je  dis  que  la  dérivée  de  y 
est  égale  au  produit  de  la  dérivée  de  fÇu)  prise  comme  si  u 
était  une  variable  indépendante,  par  la  dérivée  de  F  (x),  c'est- 
à-dire  que 

o\x)=f'{u).r{x). 

En  effet,  d'après  la  définition  de  la  dérivée  (472),  on  a 

,,  .      ,.     o(x-{-h) — <ù{x) 
<p'  (x)  =  lim  ^-^^ — *— y — -^\ 

Mais  9  (x)=f{u);  u  étant  une  fonction  de  x,  cette  égalité  reste 
vraie  en  y  changeant  œ  en  x-{-h\  or,  pour  cet  accroissement, 
h  donné  à  x,  la  fonction  de  x  représentée  par  ît  prend  un  cer- 
tain accroissement  que  j'appelle  k;  on  aura  donc 

o(x+h)=f(u+k\ 
donc 

^ix  +  h)-^:f{x)==f(U  +  J^)-m, 


et  par  suite 


^(x+h)  —  ^ix)_f(u+k)'-'f{u)  k, 
h  "~  k  'h' 


et  cette  égalité  subsistera  toujours  pour  toutes  les  valeurs  de  h 
elles  valeurs  correspondantes  de/:.  Or,  lorsqueles  deux  quan- 
tités variables  restent  constamment  égales  entre  elles,  dans 
tous  les  états  de  grandeur  par  lesquels  elles  passent,  leurs 
c.  24 
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limites  sont  égales  {Arith.,  257);  donc 

A  k  h 

Or  le  premier  membre  est  cp'  (a;),  c'est-à-dire  la  dérivée  de  y. 
Le  premier  facteur  du  second  membre  est  la  dérivée  f  (u)  de 
f{u)  formée  en  regardant  u  comme  une  variable  indépendante; 
quant  au  second  facteur,  c'est  la  limite  du  rapport  de  l'accrois- 
sement de  la  fonction  u=:f  (x)  à  celui  de  la  variable  x,  ou 
F'  (x);  donc  enlîn 

9'  (œ)  =  f'(u),F'ix), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

476.  Il  est  facile  d'étendre  ce  théorème  important  à  un 
nombre  quelconque  de  fonctions.  Soient  en  effet  les  fonctions 

u=¥  (x) 

y=:f{u)=:f{¥{x))  =  c^(x) 

D'après  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  on  aura  succes- 
sivement 

<f'(x)=r{u).w(x), 

'K'ix)  =  y(y).'^'{x), 

d'où  l'on  déduit,  en  multipliant  membre  à  membre, 

^'(x)=^'{y).nu).¥'{x). 

Ainsi,  ce  principe  permettra  de  ramener  la  formation  des 
dérivées  d'une  fonction  de  fonctions  à  celles  des  dérivées  de 
chacune  des  fonctions  qui  concourent  à  la  former. 

*  La  limite  d'un  produit  est  égale  au  produit  des  limites  de  ses  facteurs. 
Soient  en  effet P  + a,  Q+  p  deux  facteurs  ayant  pour  limites  respectives  P  et 
Q,  on  a  :  (P  +  a)(Q  +  P)  =  PQ+Pp  +  Qa  +  ap,  et  cette  égalité  subsistera 
quels  que  soient  a  et  p-,  donc  elle  aura  encore  lieu  lorsque  P  +  a  et  Q  +  p 
auront  atteint  leurs  limites;  mais  alors  les  termes  Pp.  Qa,  a^,  se  réduisent  à 
zéro,  et  l'égalité  devient  :  lim  [(P  -F  a)  (Q  +  p)]  =  PQ. 
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477.  Il  résulte  immédiatement  de  la  définition  des  dérivées 
que  la  dérivée  d'une  constante  est  nulle.  Réciproquement,  si 
pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable,  comprises  entre  les  valeurs 
a  et  p,  la  dérivée  d'une  fonction  est  nulUy  celle  fonction  est  constante 
dans  cet  intervalle. 

En  effet,  puisque  la  valeur  de    ^     "'    ^j~'^^^^      con- 

verge  vers  <^' (x),   nous  pourrons  représenter  la  différence 

rr — ^'  {x)  par  une  quantité  £  qui  sanaulepour 

/i=0,  de  sorte  que  l'on  pourra  représenter  en  général  Tac- 
croissement  de  la  fonction  cp  {x)  par  h  [n/ {x)  +  s].  Ceci  posé,  je 
prends  deux  valeurs  arbitraires  de  la  variable,  Xq  et  x,  com- 
prises entre  a  et  p  ;  je  partage  l'intervalle  x — x^en  n  parties 

égales,  et  je  représente  par  h  =    ~  "    l'une  quelconque    de 

n 

ces  parties  ;  /^  pourra  devenir  aussi  petit  que  l'on  voudra,  puis- 
que n  est  un  nombre  quelconque.  Eq  donnant  à  la  variable  les 
valeurs  successives a^oja^o+Zi-'^i,  Xi-\-h=Xi,.,,.^Xn-i-{-h=^x, 
et  observant  que  par  hypothèse  la  dérivée  de  la  fonction  est 
constamment  nulle  pour  toutes  ces  valeurs,  il  viendra 

<i  {Xi+hy^{x{j    =/i£i, 


ou  bien 


cp(a?i)  — cp(a7o)      =/l£û» 

<p(a;2)— ?  (0:1}    ^/i£i, 


9  (a;)  —  cp  (a7„_i)  —  /i£«_i. 
D'où,  en  ajoutant,  membre  à  membre, 

en  appelant  s  la  plus  grande  des  quantités  £«,  ^i,---»  ^""-i-  Ainsi, 

9  (a;)— 9(a;o)<n/i.£. 
Ovnh  =  x  —  XQ  est  une  quantité  finie;  quant  au  facteur  £,  il 
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devient  nul  à  la  limite,  lorsque  Ton  fait  n  =  oo  ,  d'où  /t=:  0  , 
donc  alors  la  quantité  9  (x)-'o(Xo)  =  0.  Mais  cette  quantité  ne 
change  pas  de  valeur;  donc  elle  est  toujours  nulle;  donc 
(p  (x)  —  cp  (a?o)  =  constante. 

478.  Si  deux  fonctions  sont  égales  ou  ne  diffèrent  que  par  une 
quantité  constante,  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  comprises 
entre  les  valeurs  a  et  p,  leurs  dérivées  sont  égales. 

Supposons  que,  x  variant  entre  a  et  p,  les  deux  fonctions 
(^ix)j^{x)  restent  constamment  égales.  Jadis  que  Ton  aura 
(^'{x)='Y{x).  En  effet,  on  a  par  hypothèse 

o(x)=^(x),  (Dix-\-h)=^x+h), 

d'où  l'on  tire,  en  retranchant  et  divisant  par  h, 

<i>(x-}-h) — cp(a?) ^{x-{-h) — ^(x) 

''  h  ~"  h  * 

Ces  deux  quantités  ne  cessant  pas  d'être  égales  pour  toutes 
les  valeurs  de  /i,  leurs  limites  seront  aussi  égales,  c'est-à-dire 

que  o  (a;)  — J/'(^)- 

479.  Récipro'quement,  si  les  dérivées  de  deux  fonctions  sont 
égales  pour  les  valeurs  de  la  variable  comprises  entre  a  et  p, 
ces  fonctions  sont  aussi  égales  ou  ne  diffèrent  que  par  une  con- 
stante. 

Supposons,  en  effet,  que  les  deux  fonctions  ne  soient  pas 
égales,  et  ?>Qi{f{x)  leur  différence,  de  sorte  que 

On  aura,  en  donnant  à  a?  un  accroissement  h, 

<^{X+h):=:^{X+h)+f{x+h) 

d'où  l'on  tire 

^{xJ^h)-^t^{x)_^{xJrh)-'m  I  f{a^  +  h)-f{x) 
h  ^  h  '^  h 


et  à  la  limite 


i{x)^^'{x)  +  f{x) 
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or  ?'  (x) = f  (x)  par  hypothèse  ;  donc  /"  (^)  =  0 ,  donc  f(x)  est 
une  quantité  constante  (477). 

480.  Si  nous  nous  reportons  à  l'expression  h  [o'ix)  +£]  par 
laquelle  nous  avons  dit  que  l'on  pouvait  représenter  (477) 
raccroissement  (s{x-^h) — o(x)  que  prend  la  fonction  o(x) 
pour  un  accroissement  h  donné  à  la  variable,  on  en  conclura 
que  la  fonction  o  {x]  prendra  des  valeurs  croissantes  si  la  quan- 
tité h  [cp'  (x)-{-e]  est  positive,  décroissantes  si  cette  quantité  est 
négative,  puisque  o  {x-\-h)  sera  plus  grand  que  o  (x)  dans  le 
premier  cas,  et  plus  petit  dans  le  second.  Or  l'accroisse- 
ment h  donné  à  x  est  positif;  donc  on  aura  h  [o'(x)  +  i]^0 
suivant  que  <^' {x)-\-t^O.  Mais  9' (x)  étant  une  quantité  finie, 
et  £  décroissant  indéfiniment  avec  /î,  on  pourra  toujours  pren- 
dre h  assez  petit  pour  que  la  valeur  absolue  de  cp'  [x)  soit  plus 
grande  que  celle  de  s,  c'est-à-dire  pour  que  o(x)  donne  son 
signe  à  l'expression  ©'  (x)  +  t.  Donc  9  {x-{-h)^o(x)  sera  ^  0 
suivant  que  9'(a;)^0;  donc,  une  fonction  est  croissante  quand 
sa  dérivée  est  positive,  et  décroissante  quand  sa  dérivée  est 
négative. 

$  II.  DÉRIVÉES  D'UNE  FONCTION  ENTIÈRE  ET  RATIONNELLE; 
FORMULE  DE  TÂYLOR. 

481.  Considérons  maintenant  en  particuher  une  fonction 
rafionnelle  et  enfière  de  a?,  et  soit 

^(x)  =  A^'"  +  Bx""-'  -f  Cx'^-^+  D^»»-3+  ....  4-  Trr  +  U 

une  pareiUe  fonction,  de  sorte  que  m  est  un  nombre  entier  et 
positif.  Changeons  x  eux -\- h ^  ce  qui  donnera 

^(x+h)=kix+hr+\Bix+hr-'+Cix+hr-'+D  {x+hr-^+,... 

+T(rr+/i)+U; 

puis,  développons  les  diverses  puissances  du  binôme  x  +  h, 
d'après  la  formule  du  binôme  de  Newton  ;  il  viendra 
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+Ba;'»-«+(m-l)Ba;'*-2 


+Ta;     + 
+U 


+ 

+ 


1 .2.0 


1.2 
(m— l)(m— 2) 

1.2 
(m— 2)  (m— 3) 

1.2 


^(^-l)(m-2)(m-3)^^,_, 
,  (m— 2)  (m— 3)  (m— 4) 


1.2.3 


Cx'»-s 


^3+. 


On  voit  que  le  terme  indépendant  de  h  est  la  fonction  pro- 
posée 9  (x)  elle-même,  de  sorte  que  si,  pour  abréger,  on  con- 
vient de  représenter  par  Ai,  A2,  A3,....  les  coefficients  respectifs 
de  h,h^,h^,...,,  on  tirera  facilement  de  l'égalité  précédente 


Or,  si  l'on  suppose  que  h  décroisse  indéfiniment,  tous  les  termes 
qui,  dans  le  deuxième  membre  de  cette  égalité,  viennent  après 
le  premier,  tendront  vers  zéro,  de  sorte  que  la  limite  de  ce 
deuxième  membre,  et  par  conséquent  celle  du  premier  est  Ai; 
donc  la  dérivée  de  la  fonction  proposée  cp  (x)  est  le  coefficient  de 
la  première  puissance  de  h  dam  le  développement  de  ^(x-l-h); 
ainsi 

9'(ir)~mAa;*"-i+(m— l)B^"-2  +  (m—2)te"-3  +  ....+T. 

Sioncomparecettedérivéeàlafonctionproposée,  on  verra  que 

Pour  former  la  dérivée  d'une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x, 

il  faut  multiplier  chaque  terme  de  cette  fonction  par  V exposant  de  x 

dans  ce  terme,  et  diminuer  cet  exposant  d'une  unité. 

W 
482.  Or  le  coefficient  de  :j-^se  déduit  de  celui  de  h  d'après 

la  même  loi  ;  donc  il  est  la  dérivée  du  deuxième  ordre  de  la 

fonction  proposée.  De  même  le  coefficient  de  -r-^—    se  déduit 

h^ 
de  celui  de  -—■  d'après  cette  loi;  donc  il  est  la  dérivée  du  troi- 
1  •  Â 

sième  ordre  de  la  fonction  proposée,  et  ainsi  de  suite. 
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D'après  cela,  et  en  employant  les  notations  dont  nous  sommes 
convenus  au  n°  475,  la  formule  qui  exprime  le  développement 
de  <D(x-\-h)  pourra  être  écrite  de  la  manière  suivante  : 

car  la  dérivée  de  l'ordre  m  du  polynôme  proposé  est  évidemment 
'm(m—lXm—2)....{m—(m—l)\A.  Elle  est  due  au  géomètre  an- 
glais Taylor,  qui  Fa  donnée  pour  une  fonction  quelconque  de  x, 
et  elle  a  été  appelée  en  conséquence  formule  de  Taylor.  La  dé- 
monstration que  nous  venons  d'en  donner  exige  que  la  fonction 
cp(^)  soit  algébrique,  rationnelle  et  entière  ;  ainsi  nous  ne  devrons 
appliquer  la  formule  de  Taylor  qu'à  de  pareilles  fonctions. 

Cette  formule,  traduite  en  langage  ordinaire,  donne  lieu  au 
théorème  suivant,  qui  est  connu  aussi  sous  le  nom  de  Théorème 
DES  FONCTIONS  DÉRIVÉES  i  Si  claus  ww  fonctloîi  algébrique,  en- 
tière et  rationnelle  de  x,  on  donne  à  cette  variable  un  certain 
accroissement  h,  et  quon  développe  la  nouvelle  fonction  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  cet  accroissement,  le  premier  terme 
du  développement  sera  la  fonction  proposée;  le  coefficient  de  la 
première  puissance  de  h  sera  la  dérivée  de  cette  fonction;  le  coeffi- 
cient de  h^  en  sera  la  dérivée  du  deuxième  ordre,  divisée  par  1.2, 
et  en  général  le  coefficient  de  h**  sera  la  dérivée  du  n"'^  ordre  de  la 
fonction  proposée  divisée  "par  1. 2 . 3 . . .  .n . 

485.  Si  dans  la  fonction  cp(a;),  on  fait  x=^a-\-h,  a  étant  un 
nombre  connu,  elle  deviendra  o{a-^h),  et  on  aura  évidemment 
la  valeur  de  cette  quantité  en  faisant  a; = a  dans  la  formule  [1]; 
donc 

?(a  +  /i)=?(a)  +  o'(a)/i  +  9^a)^  +  ?''Xa);p^3  +  ..-  +  ?^^^^  [2] 

ainsi,  pour  obtenir  la  valeur  de  o{a-{-h),  on  commencera  par 
former  toutes  les  dérivées  de  ^(^x'),  puis  on  remplacera,  dans 
chacune  et  dans  r^{x),  x  par  a,  en  effectuant  ce  calcul  d'après 
la  règle  du  n°  09,  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  les  résultats 
qu'on  aura  trouvés,  dans  le  deuxième  membre  de  l'équation 
précédente. 


376  THÉORIE  DES  FONCTIONS  DÉRIVÉES. 

Exemple  .  Que  devient  cp  (x) = x' — 4x^  +  5  x—  1 ,  j90  t^r  x  =  2  -|-  h  ? 
On  trouvera  facilement  que 

(f(x)  =x^  — 4a;^  +  5a?— 1,     par  suite  cp(2)    —1; 

1.2    "^^      ^'        ^  TT     ""^' 

ï^=.l  '  cp72)    _.  . 

1.2.3         '  1.2.3   "~     ' 

par  conséquent 

484.  La  dérivée  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égale  à 
la  somme  des  ]prodmts  formés  en  multipliant  la  dérivée  de  chaque 
facteur  par  le  produit  de  tous  les  autres. 

Soient  U,  Y,X,  Y,....  plusieurs  facteurs  dépendants  de  x\  si, 
dans  cimcun  d'eux,  on  change  x  en  x-\-h,  ils  deviendront 
respectivement 

y  +  Y'/^  +  Y'^^ +...., 

De  sorte  que,  pour  avoir  la  dérivée  du  produit  UYXY....,  il  fau- 
dra faire  le  produit  de  ces  quantités,  et  cette  dérivée  sera  le 
coefficient  de  la  première  puissance  de  h  dans  ce  produit  (481). 
Or  il  est  évident  que,  pour  former  ce  coefficient,  il  faudra 
multiplier  le  coefficient  de  h  dans  chaque  facteur  par  le  produit 
des  termes  indépendants  de  h  dans  les  autres,  et  additionner 
les  résultats.  Donc  la  dérivée  du  produit  UYXY....  est 

U'YXY....+Y'UXY....+X'UYY....+Y'UYX... .  +  ...., 
ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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48o.  11  suit  de  là  que  la  dérivée  de  la  ni"'"  puissance  d'une 
fonction  rationnelle  et  entière  de  x  est  égale  à  m  fois  la  dérivée 
de  cette  fonction^  multipliée  par  la  (m — 1)'"*  puissance  de  cette 
même  fonction;  qu'ainsi  la  dérivée  de  X"*  est  mX'X'^K  En  effet, 
X"*  étant  le  produit  de  m  facteurs  X,  la  dérivée  de  X*",  qui  est 
égale  à  la  dérivée  X'  de  chaque  facteur  multipliée  par  le  pro- 
duit X*"-^  de  tous  les  autres,  vaut  par  conséquent  m  fois  X'X"-*. 

Exemple.  Quelle  est  la  dérivée  de 

(a;-— If  (2  — si*}  (2a;— 1}? 
C'est 

3.2x  (a;'—  1)2(2  — 3a;')(2:r—  1)  — 6rï;(ar*—  l)3(2a;— 1) 

+  2{x'—iyi2  —  3x'}; 

d'où  l'on  tire,  en  mettant  2{x^ —  1/  en  facteur  conmmn, 

—  2(a:-—  1)'  [27rr*—  l2x^—23x^-\-9x  +  2]. 

486.  Pour  former  la  dérivée  d'une  fraction,  il  faut  du  produit 
de  la  dérivée  de  son  numérateur  par  son  dénominateur  retrancher 
le  produit  de  la  dérivée  du  dénominateur  par  le  numérateur,  et 
diviser  le  reste  par  le  carré  du  dénominateur. 

Soit  en  effet,  jj-  cette  fraction,  que,  pour  abréger,  nous  re- 
présenterons parF  (X)  :  il  s'agira  de  trouver  la  limite  vers  laquelle 

Pf^_j_/)) Y(x) 

converge  le  rapport         ~  j î^,    lorsque /z  tend  vers  zéro. 

En  conséquence,  je  remplace  x  par  x-{-h,  et  je  trouve  (482)  : 

ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur,  puis  faisant  la  ré- 
duction, 

7,2 

{ ^(x)9'(x)  ~ç{xyi' (x)  ]h+{ ^(x)?"(x)  - ç(x)6"(x)  ]  -^+  . . . 
F(x  +  h)  -  F(x)  := — , . 


378  THÉORIE  DES  FONCTIONS  DÉRIVÉES. 

On  tire  de  là 

~        h  '<^{x+h)^{x) 

Or  la  limite  du  numérateur  est  Y^^Wi^)  —  ^i^Wi^)  » 
et  celle  du   dénominateur    est  ['\>{x)Y  ;  donc  la   limite  de 

— "^  l'~'   ^  \  c'est-à-dire  la  dérivée  de  77^,  est 
Il  ^{xy 

'^{x)(f\x) —  (^{x)^\x) 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

487.  Théorème.  Si,  dans  une  fonction  entière  et  rationnelle 
de  X,  on  fait  croître  cette  variable  d'une  manière  continue  cle^ 
puis  a  jusqu'à  p,  a  et  ^  étant  deux  nombres  quelconques,  cette 
fonction  variera  aussi  d'une  manière  continue. 

Je  désigne,  en  effet,  par  o{x)  la  fonction  proposée,  puis  je 
partage  la  différence  p  —  a  en  n  parties  égales,  et  je  représente 
par  h  l'une  quelconque  de  ces  parties  :  h  pourra  devenir  aussi 
petite  que  l'on  voudra,  puisque  n  est  un  nombre  quelconque. 
Cela  posé,  je  donne  successivement  à  x  les  valeurs 

a,     a-^-h,     a-\-2h,     a-f- 3/t, .... ,     a-(-n/^=p, 

et  je  dis  que  l'on  pourra  prendre  h  assez  petite  pour  que  l'une 
quelconque  des  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  diffère 
de  la  suivante  d'une  quantité  moindre  que  toute  grandeur  as- 
signable ;  d'où  l'on  devra  conclure  que  cette  fonction  variera 
d'une  manière  continue,  lorsque  x  passera  par  tous  les  états 
de  grandeur  compris  entre  a  et  p  ;  sans  quoi  notre  fonction 
devrait  passer  brusquement  d'une  valeur  à  une  autre  qui  en 
différerait  d'une  quantité  finie,  ce  qui  est  absurde,  puisque 
sa  variation  peut  être  rendue  moindre  que  toute  grandeur 
donnée.  Soit  donc  a  un  quelconque  des  termes  de  la  progres- 
sfon  ci-dessus,  autre  que  p.  Je  \)Osex—a-\-h,  et  il  vient  alors, 
d'après  le  théorème  des  fonctions  dérivées  (485), 

<p(a  +  h)  ^  cp(a)  +  cp'(a)/^+  9'(a) ^+9'»  -^  +  etc.  ; 
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d*où  l'on  tire 

ç(a  +  /0-cp(«)  =  9'M./i.  +  ?'W^+?'»^  +  etc.  [3] 

Or  (o'{x),  ^"(x),  (i/"{x),....  étant  des  fonctions  entières  de  x,  il  est 
évident  que  <p'(a),  ^"{a),  a>'"(a),....  sont  des  quantités  finies,  de 
sorte  qu'en  donnant  à  h  une  valeur  suffisamment  petite,  on 
pourra  rendre  chacun  des  termes  qui  composent  le  deuxième 
membre  de  l'équation  [3]  aussi  petit  que  l'on  voudra  ;  il  en  sera 
donc  de  même  de  ce  deuxième  membre,  puisqu'il  renferme  un 
nombre  limité  de  termes*.  Notre  théorème  est  donc  démontré. 
488.  Il  est  facile  d'été ndre  la  formule  de  Taylor  aux  fonctions 
de  deux  variables.  Soit  en  effet  ©(rr,  y)  une  pareille  fonction, 
et  supposons  que  l'on  donne  à  a;  et  à  i/  les  accroissements  res- 
pectifs heik  'A\  s'agira  de  trouver  quel  est  le  développement 
de  ?  (a;  +  /i-,  1/  +  ^0»  ordonné  par  rapport  aux  puissances  et  aux 


*  Si  l'on  veut  déterminer  la  valeur  qu'il  faut  assigner  à  h  pour   rendre  la 
différence  9(0  + /i) — ç(a)  moindre  qu'une  quantité  donnée  ô,  on  représentera 

par  A  la  plus  grande  valeur  absolue  des  quantités  c^'{q),  h—,  ^  ^    ,  ....,  et 

l'inégalité 

sera  évidemment  comportée  par  la  suivante  : 

AMI  +  h  +  h'  +  ....  +  /i"--')  <  8. 

Or   la   quantité    1+ /i  + /12  +  ...  + /i"»-'  = -^-y- (72);  donc  l'inégalité  pré- 

1  —  il 

céiîente  revient  à 

A/îd-/))» 


1-/1 


<ô. 


Mais  h  étant  supposé  moindre  que  l'unité,  il  est  évident  que  le  premier  mem- 

A/i 
bre  de  cette  inégalité  est  moindre  que   -,  de  sorte  que  si  l'on  pose 

A^        .       .,   ,     ,  5 

;<o;     dou    h< 


\  —  h       '  A  +  o 

on  aura ,  à  plus  forte  raison , 

ç(a  +  h)  —  o{a)<o. 
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produits  de  ces  accroissements.  Or  il  est  clair  que  Ton  arrivera 
à  ce  résultat  si  l'on  change  d'abord  a;  en  x-\-h,  ce  qui  donnera 
(u{x-\-h,y);  puisque,  dans  le  développement  de  <^{x-\-h,y), 
effectué  d'après  la  formule  de  Taylor,  on  remplace  y  par  y+k, 
et  qu'on  applique  encore  cette  formule  aux  fonctions  résul- 
tantes. Mais  il  faut  auparavant  convenir  d'une  notation,  car  on 
sera  conduit  à  regarder  successivement  ic  et  y  comme  constantes 
et  comme  variables. 

L'ordre  delà  dérivation  sera  toujours  indiqué  par  le  nombre 
des  accents  dont  sera  affectée  la  caractéristique  delà  fonction; 
mais  on  donnera  à  la  variable,  par  rapport  à  laquelle  on  aura 
dérivé,  un  indice  qui  fera  connaître  l'ordre  de  la  dérivation  re- 
lative à  cette  variable.  Ainsi  (^"'(Xp.yq),  n  étant  égal  hp  -\-  cj, 
indique  que  l'on  a  pris  la  dérivée  de  la  fonction  cp(a;,  y),  p  fois 
par  rapport  à  x,  et  q  fois  par  rapport  ky.  Toutefois,  quand  une 
seule  des  quantités  a;  ou  7/ aura  varié,  nous  conviendrons,  pour 
plus  de  simplicité,  de  n'écrire  que  cette  seule  variable,  entre 
parenthèses,  sans  lui  donner  d'indice  ;  ainsi 

o'(x)    et    o'(Xi,y);    o'iy)    et    (^'{x,yi]; 

o^ix)   et    o\Xn,y);    tiv)   et    ^\x,yn), 
seront  des  expressions  équivalentes.  De  môme,  au  lieu   de 
'J'{Xi,yi),  on  pourra  écrire  ^"{x,  y). 

Ces  conventions  établies,  changeons  a;  en  a;  +  h,  et  il  viendra 

Si  maintenant  on  remplace,  dans  cette  équation,  i/par  i/4-/v, 
nous  trouverons 

<?{xi-h,y+k)=<^{x,y+l!)+^\Xi,y+h)li+cD"{x2,y+l:)Y^^-^f\x^^ 

Mais,  en  vertu  de  la  formule  [1],  on  a 

k^  k^ 

ç  [x,  y-\-k)  =  o  {x,  y)+o'{x,   y^)ki-f{x,  y,)~+f'{x,  î/3)i;^+etc. 

r  <p'  (a;,,  y-\-k)=z ?'  (x, ,  y)  +  o"  {x,,  y ,)fc  +  9'"(.t,  ,  ?/,)  ^  +  etc. 

9"  (X2 ,  y  +  /.•) =?''■  {xi ,  y)  +  o"'{x2,  î/,)fc  +  etc. 

9'"(.^3,l/  +  /^-)  =  ?"%^o,  î/)  +  etc. 

etc. 


[4] 
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Donc  enfin ,  en  substituant  dans  l'expression  précédente  de 
9(^  +  ^5  y,  +  /v),  on  trouvera 

+  ?'(.T,  y,)k  +  2/(x. .!/.)  ||  +  3/'(^..yJi^+. 

formule  dont  la  loi  est  très- facile  à  saisir. 
Exemple.  Soit  o{x, y) =y''—^axy+x\  on  trouvera 

,^(,)^3.'-3.,;@  =  3.;fg  =  l, 
?ïl/)  =  3y^-3aar;    2-^^=3y;|^==l, 

On  a  formé  ^"{x,y)  en  prenant  la  dérivée  de  ^\x)  par  rapport 
h  y;  on  a  de  même  pris  la  dérivée  par  rapport  à  y  de  c^'Xx), 
pour  avoir  (ù"'{Xi,y).  Donc 

o{x-i-/i,  y  +  Ji)  ==!/'  +3(a;2— a?/)/i+3a;/i^  +  /i^ 
—  3axy  +  3(y^  —  aa;)^-—  Zahk-\-  k^ 
+  x'  +3yk' 

489.  Nous  avons  obtenu  le  développement  précédent  en 
changeant  d'abord  x  en  x-{-/iy  puis  yen î/  +  ^'^i  i^'^^^is  on  aurait 
pu  procéder  dans  un  ordre  inverse,  c'est-à-dire  mettre  d'abord 
i/+/»:au  lieu  de  y,  et  ensuite  x-\-h  à  la  place  de  x,  et  il  est 
évident  que  le  deuxième  développement  aurait  été  nécessaire- 
ment identique  avec  le  premier  ;  alors,  au  lieu  de  prendre  d'a- 
bord les  dérivées  de  <^{x,y)  par  rapport  à  x,  puis  les  dérivées 
par  rapport  à  y  de  ces  dérivées,  nous  aurions  opéré  dans  un 
ordre  contraire;  donc  cet  ordre  d'opérations  est  parfaitement 
indifférent.  Ainsi,  par  exemple,  pour  former  (^'"(xi  y^),  on 
pourra  prendre  la  dérivée  de  o{x,  y),  d'abord  par  rapport  à  x, 
puis  deux  fois  par  rapport  à  y,  ou  bien  deux  fois  relativement 
à  y,  et  ensuite  une  fois  par  rapport  à  x. 
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§  III.  DÉRIVÉES  D'UNE  SOMME,  D'UN  PRODUIT,  D'UNE 
PUISSANCE,  D'UN  QUOTIENT. 

490.  La  dérivée  de  la  somme  algébrique  de  plusieurs  fonctions 
est  égale  à  la  somme  des  dérivées  de  chaque  fonction  prise  avec 
son  signe. 

Soit  y=u-\-v — WyUy  VfWyéUnt  des  fonctions  de  x.  Don- 
nons à  0?  un  accroissement  h,  d'où  résultent  pour  y,  u^v.w^ 
les  accroissements  ky,  /c„,  k^,  kuj  ;  on  aura 

ky  =^  k^-f-kj,  —  kwy        , 

ri 'niN  ^V ^u  j^  K  ku, 


et  à  la  limite, 


h      h  ^    h       h 


y'^u'-\-v' — w\ 


en  désignant  la  dérivée  par  la  lettre  de  la  fonction  affectée 
d'un  accent. 

4.91.  La  dérivée  d'un  produit  de  plusieurs  fonctions  est  égale  à 
la  somme  des  produits  des  dérivées  de  chaque  fonction  par  toutes 
les  autres  fondions  *, 

1°  Soit  d'abord  un  produit  de  deux  fonctions,  y=uv.  Don- 
nons à  X  Taccroissement  /i,  et  soient  ky^  k^,  K  les  accroisse- 
ments correspondants  de  y,  u,  v;  il  viendra  successivement 

y^ky  =  uv-\-vk^t-\-uk„-{-kJc„; 

h~^  h^^  h^    h''"''' 
et  cette  dernière  égalité  subsistera  lorsqu'on  passera  à  la  limite. 

*  Les  démonstrations  données  aux  n»*  484,  48Î)  et  486  s'appliquent  exclusi- 
vement à  des  fonctions  entières  eX  rationnelles  ;  car  elles  ont  été  déduites  im- 
médiatement de  la  formule  de  Taylor,  et  nous  avons  établi  Citte  formule  seu- 
lement pour  de  semblables  fonctions  (482). 
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Mais  alors  le  produit -y^.  k^  devient  nul,  car  le    facteur  yi 

converge  vers  u',  c'est-à-dire  vers  une  quantité  finie,  et  K  a 
pour  limite  zéro  ;  et  l'égalité  devient 

y'z=vu'-{-uv'. 

Si  l'une  des  deux  fonctions,  v  par  exemple,  est  une  quantité 
constante  a,  sa  dérivée  est  nulle,  et  la  dérivée  du  produit 
^  =  ai^  devient 

y'= au'. 

2°  Considérons  maintenant  un  produit  de  plusieurs  fonc- 
tions ;  et  supposons  que  le  théorème  soit  démontré  pour  un 
produit  de  m  facteurs;  je  vais  prouver  qu'il  sera  vrai  pour 
(m+1) facteurs.  Soit  en  effet  y=tu....vw\\xi  produit  de  (w-f-l) 
facteurs;  je  peux  considérer  comme  effectué  le  produit  m.... -y, 
et  regarder  y  comme  le  produit  des  deux  facteurs  tu..,.v  et  w. 
On  aura  (1*) 

y'=tc{tu.  . .  .vy-j-tu., ,  ,  vw\ 

Mais,  d'après  notre  hypothèse,  on  aura 

{tu vy=tu. .  .,v'-\-t. ..  ,vu'-\-u, .  ,.vt' -}-.,.,, 

donc  : 

y'=wtu,...v'-\-wt,. . .  vu'  -{-ivu. , . .  vf  -\- , . , ,  -j-tu  ,  ..^  vw', 
résultat  conforme  à  l'énoncé  du  théorème.  Or  nous  avons 
démontré  cette  règle  pour  deux  facteurs  ;  donc  elle  sera  vraie 
dans  le  cas  de  trois  facteurs  ;  l'étant  pour  trois,  elle  le  sera 
pour  quatre  et  ainsi  de  suiîe  ;  donc  elle  est  générale. 

492.  La  dérivée  d'une  puissance  quelconque  d'une  fonction  est 
égale  au  produit  de  V  exposant  multiplié  successivement  par  la 
fonction  élevée  à  une  puissance  moindre  d'une  unité  et  par  la  dé- 
Vivèe  de  la  fonction. 

V  Cas.  Exposant  entier  et  positif.  En  supposant  que  tous  les 
facteurs  w,  v,t,  —  deviennent  égaux  à  u,  il  vient  évidemment 
pour  la  dérivée  àey=u"', 

y'  =  mu"'~^u\ 
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p 
2^  Cas.  Exposant  fractionnaire.  Soit  y=u'^;    il    en   résulte 

immédiatement 

clone  la  vérité  de  iy^  est  égale  à  la  dérivée  de  u^  (^7Ô),  c'est-à- 
dire  que  l'on  a  (1"  cas) 

d'où      , 

,    p  u^-^  V^ 

p. 

et  en  remplaçant  y  par  tt«, 

3"  Cas.  Exposant  négatif.  Soit^  =  ^^-'",  d*où 
yw^  =  1 . 
On  en  conclut  que  la  dérivée  de  yw^  est  nulle  (477);  donc 

^V"  +^mw»*-V  =  û  [491  et 402  (1" et  2«  cas)]  ; 
d'où 

I         y  , 

11=: — m-u 
"^  u 

y^=z — mir"*~'^u'. 
495.  Si  l'on  cherche  la  dérivée  de  y  =\/x,  on  trouvera  faci- 
lement, en:  observant  que  i^"x=:x'^, 

2\Jx 

494.  La  dérivée  d'un  quotient  s'obtient  en  retranchant  du  pro- 
duit du  diviseur  par  la  dérivée  du  dividende  le  produit  du  divi- 
dende par  la  dérivée  du  diviseur^  et  en  divisant  le  reste  par  le 
carré  du  diviseur  (401*). 
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Soit  en  effet  y=-.On  en  déduit 

V 

vy  =  u, 
donc  (491) 

vy'  +  yv'  =  u\ 

et  à  cause  de  y  =  -  , 

V 

vu'  —  UV)' 


Si  le  dividende  était  une  quantité  constante  a,  on  aurait 
r  pour  la  dérivée  de  -. 


%  lY.  DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS  EXPONENTIELLES 
ET  LOGARITHMIQUES. 

493.  Considérons  d'abord  la  fonction  y  =  g»*  ,  dans  laquelle 
la  base  a  est  constante  et  l'exposant  u  variable.  Sa  dérivée  est, 
par  définition,  la  limite  de  l'expression 

h        ~        h       ' 
lorsque  h  tend  vers  zéro. 

Posons  a^  —  i  =  «,  a  étant  une  quantité  qui  converge  vers 
zéro,  puisque  'al*  converge  vers  l'unité.  On  en  déduit 

a'*  =  1  +  a 
h  loge  =^log(l  +a) 

lop:(i+a) 


h  = 


los:  a 


'G 


Par   conséquent  l'expression  — —r ■     devient 


a"a  lo":  a    a"loga 


•^^"^^+»^       llogO+.î 


25 
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Or  on  a 

i  log  (1  +  «)  =  log  (1  +a)«-  =log  (  1  +  iy, 

en  posant  a  =  -,  n  tendant  vers  l'infini  quand  a  tend  vers 

zéro.  Mais  (  1  H — )  converge  vers  e  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment (420*)  ;  donc  l'expression  considérée  a  pour  limite 

?l12E£L;  telle  est  la  dérivée  de  a». 

Joge 

Si  les  logarithmes  étaient  pris  dans  le  système  dont  la  base 
est  G,  la  dérivée  de  a"  aurait  pour  expression  a",  la,  en  dési- 
gnant par  la  caractéristique  l  les  logarithmes  népériens. 

On  conclut  de  là  que  les  dérivées  successives  de  la  fonction 
e"  sont  toutes  égales  à  e"^  c'est-à-dire  à  cette  fonction  efie- 
même. 

496.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  dérivée  de 
y  =  log  w,  c'est-à-dire  la  limite  de  l'expression 

lo^  f  1+  -  "^ 
log  ju  +  h)  —  logu  _    "  \      '    u  / 

h  ""  /i 

lorsque  h  tend  vers  zéro. 

Posons  -  =  a,  d'où  h  =  aw,  a  tendant  vers  zéro  en  même 

u 

temps  que  h  ;  l'expression  deviendra 

=  ilog(l+a)«. 


l0g(l+a)_l 


Or  la  limite  de  log  (1  +  a)  "  est  log  e  (493)  ;  donc  enfin  la  dé- 
rivée de  log  u  est    . 

Si  les  logarithmes  étaient  pris  dans  le  système  dont  la  base 
est  e,  la  dérivée  de  logw  aurait  pour  expression  -. 

497.  Nous  pouvons  actuellement  trouver  sans  peine  la  dé- 
rivée de  la  fonction  exponentielle  ^  =  -u"  dans  laquelle  la  base 
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V  et  l'exposant  u  sont  des  fonctions  d'une  certaine  variable  in- 
dépendante X.  On  peut  toujours,  en  effet,  transformer  une 
exponentielle  à  base  variable  en  une  exponentielle  à  base  con- 
stante ;  il  suffit  pour  cela  d'observer  que  v  —  a^^^a  étant  la 
base  du  système  de  logarithmes  considéré,  d'où  l'on  déduit 
y  =  1?"  =  (a  ï°s«  )  **  =  a"  i°6  •  =  a% 

en  posant  z=ulogv  =  ^  [x).  Donc,  en  vertu  du  principe  des 
fonctions  de  fonction  (47o) 


ou  bien 


^       log  e  log  6  \        V    ~    ^    J  * 


log-  e  ' 


c'est-à-dire  que  la  dérivée  d'une  exponentielle  '  à  base  et  à  expo- 
sant variables  est  la  somme  des  résultats  que  Von  obtient  en  consi- 
dérant successivement  la  base  et  Vexposant  comme  étant  seul 
variable. 

$  V.  DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS  CIRCULAIRES  DIRECTES 
ET  INVERSES. 

498.  1°  y  =  sin  u.  La  dérivée  de  sin  u  est  par  définition  la 
limite  de  l'expression 

sin  (u  -f  h)  —  sin  u 
h 

lorsque  h  tend  vers  zéro.  Or  {Trigon,  29} 

sin  (w -f  h)  —  sin  1^  =  2  cos  (u  +  ^\sm-; 
donc 

^n(u+h)-smu     ^co«("  +  t)sin-^  ,       ;,.  sin  | 

h = 1 =  <=°<«+2)— • 

2 

Si  maintenant  on  fait  décroître  h  indéfiniment,  ces  (  «  +  '^) 
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.     h 
sin- 

tend  vers  cos  w,  et tend  vers  l'unité  {Trigon.,^^)  ;  donc  la 

h 


limite  de  l'expression  est  cosu.  Telle  est  la  dérivée  de  sinw. 
2°    y  =  cos  u.  La  dérivée  de  cosw  est  la  limite  de  l'expres- 
sion 

.     //, 

cos  m  +  Al)  —  cos  16  .    /      ,  /i\ 
^r =-sm(^u+   )-^, 

2 
en  observant  que  {Trigon.  29) 

cos  {u  -\-  h)  —  cos  tt  =  —  2  sin  (  ^  +  ô)  ^^^^  ô  ' 

or  le  premier  facteur  sin  (u  +^  j  a  pour  limite  sin  w,  le  second 

facteur  a  pour  limite  l'unité;  donc  la  dérivée  de   cos  u  est 
—  sin  u. 
On  pourrait  dire  aussi  :  la  dérivée  de  cos  u  n'est  autre  chose 

que  la  dérivée  de  sin  (^ —  in;  elle  est  donc  égale  à  cos  (  ^""^V 
ou  —  sin  w. 
3°  'jyriiilang'w.  Si  Ion  observe  que  tang  16= —-  ,  et  que  la 

dérivée  du  quotient  -  do  deux  fonctions  quelconques  u  et  v  a. 

pour  expression  ^^^i^^—  (-494),  on  remplacera  dans  celte 

formule  u  par  sin  u,  v  par  cos  u,  u'  par  cos  u ,  v'  par  —  sin  u, 
et  on  trouvera  facilement,  en  observant  que  cos*  u  +  sin^  ii=l , 

,_     1 

cos  ^  16* 
cos  16 

4°   1/  =  cot  w.  On  a  7/  — *  -: ,  d'où  l'on  déduit  sans  peme 

^  sm  16 


sm'  1^ 
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b°  y= séc  u.  On  observera  que  séc  u  =  -^ ;  donc  (494)  sa 

,,  .  ,        ^    ,      slïïu       sin  u      1         .  , 

dérivée  est  y=  — 5—  = • =tanff  u  sec  u. 

COS^U        COS  u    ces  lu 

6°  y  =  cosécu.  On  trouvera  d'une  manière  analogue 
y'  =  —  cot  u  coséc  II, 

499.  Occupons-nous  maintenant  de  chercher  la  dérivée 
d'une  fonction  circulaire  inverse^  c'est-à-dire  d'un  arc  consi- 
déré comme  fonction  d'une  de  ses  lignes  trigonométriques.  En 
général,  si  l'on  a  une  certaine  fonction  y  =  f{u),  on  en  dé- 
duira la  fonction  inverse  u  =  ¥  (ij);  et  il  est  facile  de  voir  que 
le  produit  des  dérivées  de  ces  deux  fonctions  est  égal  à  l'unité. 
En  effet,  on  a  identiquement  u=^¥{f(iO)\  si  donc  on  prend 
les  dérivées  en  appliquant  le  principe  des  fonctions  de  fonc- 
tions (47o),  il  viendra 

l  =  r{y).riu), 

c'est-à-dire  que  W{y)  est  l'inverse  de  f'(u). 
1°    y  =  arc  sin  u*.  On  en  tire  immédiatement 

u=smy, 

y  étant  une  fonction  de  u  ;  donc,  en  prenant  les  dérivées  (476), 
il  viendra 

1  =cos^.y', 
d'où 

1 


y  = 


cos  y 


Mais  cos  i/  =  ±  vl— sin'i/  =zt.\/l — n*;  donc  enfin 

1 


y 


±v/i— w« 

L'arc  y  est  indéterminé  ;  on  sait  en  effet  qu'il  y  a  une  infinité 
d'arcs  ayant  même  sinus  ;  tous  ces  arcs  aboutissent  à  deux 

*  C'est-à-dire  1/=  l'arc  dont  le  sinus  est  égal  à  u. 
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^oints  distincts  de  la  circonférence,  et  sont  donnés  par  les  deux 
formules 

U-n  +  OL  et  (2;c+l)7c--a. 

Or  il  est  clair  que  si  a'  désigne  la  dérivée  de  l'arc  principal  a, 
tous  les  arcs  compris  dans  la  première  formule  auront  aussi  a' 
pour  dérivée,  mais  la  dérivée  de  tous  les  arcs  compris  dans  la 
seconde  formule  sera  —  a'.  On  devait  donc  trouver  pour  y' 
deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 

2«  ^  =  arc  cos  u.  On  a  w  =  cos  y,  et  l'on  en  déduira  comme 
précédemment 


-1 


y  = 


On  se  rendra  compte,  comme  plus  haut,  du  double  signe 
de  y'  en  observant  que  y  =  2/i;7r  dz  a. 
3«    y  =  a.YC  tang  u.  On  a  i^  =  tang  y,  d'où 

et  partant,  en  observant  que  cos  y  =  -==: 


y 


y/l+tang^i/ 
1 


Nous  ne  trouvons  ici  qu'une  seule  valeur  pour  y\  ce  qui 
doit  être,  puisque  tous  les  arcs  qui  ont  même  tangente  ne 
diffèrent  que  par  une  constante,  étant  tous  compris  dans  la 
formule  /cîu+a. 

k°   y  =  arc  cot  u.  On  trouvera'faciîement  que  y'  r=  — — -, 

1  —pli' 

5«    y  =  arc  séc  u.  On  en  déduit  u=:sécy,  et  par  suite 
\=iixngysécy.y' 


d'où,  en  observant  que-tang^y  =dz  v/séc  ^y  —  1 , 

1 


y 


zhu  v^w^ —  1 
6°  y  =  arc  coséc  w.  On  trouvera  sans  paine  y'  = 


zhu\'u^ — 1 
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S  VI.  DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIES  DE  LOG  (1  —  x) 
ET  DE  LOG  (1  +  x). 

SCO.  DÉVELOPPEMENT  delogCI— o?}.  SiTondivise  1  par  l^x, 
on  obtiendra  facilement  (587)  la  série  indéfinie 

--L.  =  iJ^x  +  x'+(^  +  ....+x''  +  eic.  [1] 

i  —~~x 

Cette  série  est  convergente  si  x  est<  1  (583). 
Or ,  d' une  part,  si  Ton  considère  la  série  également  convergente 

et  que  l'on  forme  sa  dérivée,  on  retrouvera  précisément  (490 
et  492)  la  série  [1].  D'une  autre  part,  r est  évidemment  la 

dérivéede  — i^^^i=^^496)*.  Donelasérie[2]et  __M^i:z£) 
loge  "-  ■"  loge 

ayant  des  dérivées  égales,  ne  peuvent  différer  que  par  une 

constante  C;  donc 

log(l— a;)_p  x'^     X'     X' 

et  par  suite 

log(l-a;)— log6(c+a;+f+J+J  +  ....). 

Or,  pour  le  cas  particulier  de  rr=0,  le  second  membre  doit 
se  réduire  au  logarithme  de  1,  c'est-à-dire  à  zéro;  donc  C  =  0, 
donc  enfin 


[3] 


*  On  a  en  effet,  si  m  =  1—0;,  d'après  le  principe  des  fonctions, 

dérivée  de  — ; — ^  =  ( ]  x  dérivée  de  (1  —  x)  =  +  - = - 

loge        \    u/^  '       '  w     1 
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OU,  en  prenant  les  logarithmes  népériens, 

301.  DÉVELOPPEMENT  DE  LOG  (1 +0?).  On  obtient,  en  divi- 
sant 1  par  1  +^i  la  série  convergente 

■     =1  —x-\-x^ — a?'' +  ....  +  «"*  — etc. 

1  —^  CD 

Le  second  membre  est  évidemment  la  dérivée  de  la  série 

/y»2  rti3  /y.4  jytin+l 

^-2  +  3-4+--  +  2-H=T-«"^-; 

le  premier  membre  est  la  dérivée  de  — ^^ — ^^^;  et  l'on  arri- 
^  loge 

vera  facilement,  en  raisonnant  comme  au  n*'  précédent,  aux 

formules 

/  /V.2         /y.3  /v,4  /v,2n+I  \ 

log(l+a,)^loge(.-|  +  |-|+....  +  ^^  +  ....),[5] 

/  /y.2  ^3  /v.*  /y.în41  \ 

,(l+.)=(.-|-  +  |-|  +  ....  +  ^-£^  +  ....).[6l 

Ces  formules,  comme  les  précédentes,  supposent  essentielle- 
ment que  a?  est  «<  1,  autrement  les  séries  qui  forment  les  se- 
conds membres  seraient  divergentes. 

S02.  Si  l'on  retranche  l'un  de  l'autre  les  développements  de 

log  (1  — X]  et  de  log  (1  +  a?),  on  trouvera 

(/ç3  /ç2n+l 

ou  bien 

Posons  actuellement 

1+a;  _     ,  £ n-^z 

1 — X  n         n    ' 

d'où 

z 

2a?  :  2  ::^:  2n+2;  0?=     ^^  ; 
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il  viendra,  en  observant  que  \og—^  =  ]og{n-{-z)^\ogn, 

il 

Si  l'on  fait  ^=:  l,  on  aura 

los{,.+l)  =  !o6„  +  2lcg.[,^+l(5^J  +  l(5J^y+....].m 

formule  très-convergente,  au  moyen  de  laquelle  on  pourra 
calculer  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque  (n+ 1) ,  con- 
naissant le  logarithme  du  nombre  précédent  n.  Or  on  connaît 
le  logarithme  de  1,  qui  est  0;  on  aura  donc  successivement 

,.,.=.,o,,[i+i(i)Vig+....] 

505.  En  considérant  le  système  de  logarithmes  dont  la  base 
est  e,  la  formule  [7]  deviendra 

formule  au  moyen  de  laquelle  on  calculera  facilement  les  lo- 
garithmes népériens  des  nombres. 

Pour  calculer  les  logarithmes  vulgaires,  dans  le  système 
dont  la  base  est  10,  au  moyen  de  la  formule  [7],  il  faudra  com- 
mencer par  déterminer  le  logarithme  de  e  dans  ce  système. 
Or  on  a 

d'où,  en  prenant  les  logarithmes  népériens, 
logellO  =  le=:l  , 

Il  faudra  donc  calculer  le  logarithme  népérien  de  10,  ce 


394  THÉORIE  DES   FONCTIONS  DÉRIVÉES, 

qui  est  facile  au  moyen  de  la  formule  [8].  En  effet 

110=215  =  21(4+1); 
on  déterminera  1  2  en  faisant  n=  1  dans  [8],  et  on  en  dé- 
duira 14  =  2.12;  puis,  en  se  servant  encore  de  la  formule  [8], 
on  calculera  1  (4+  1)  au  moyen  de  1 4. 

g  VIL  DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIE  DE  ARC  TANG  x. 

304.  Si  nous  développons  le  quotient  de  1  par  l+x\  nous 
obtiendrons  la  série  indéfinie 


.=l-^X^  +  X'''--X^-{-,..,y 


l+x' 

série  convergente,  si  l'on  suppose  que  la  variable  x  reste  com- 
prise entre  0  et  1. 
Or  le  second  membre  est  la  dérivée  de  la  série 

/r»  /y»3  /y>5  /Y»7 

U/  du  ,       iJl/  Uy  . 

!""¥  '"'F  ""7  "^ 

Le  premier  membre  est  (499,  3°)  la  dérivée  de  arc  tang  x 
(remarquons  que,  x  variant  entre  0  et  1,  la  fonction  arc  tang  x 

varie  entre  0  et  -  et  n'a  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  va- 
leur de  X,  de  sorte  qu'elle  est  définie  d'une  manière  précise)  ; 
on  aura  donc 

/y»  /v»3  /y»5  /y»7 

arctang^  =  +  y— -  +  -— y  +  ....       [1] 

(la  constante  est  nulle,  puisque  le  second  membre  doit  s'an- 
nuler pour  x=  0).  Celte  série  est  convergente  pour  x'^l. 

Si  l'on  observe  que  arc  tang  ( —  x)  =  —  arc  tang  i)?,  on  en 
conclura  que 

arc  tang  {—x)=^+^-^  —  -3^+  -5^  —  ~Y^+  ^^^• 

La  formule  [1]  est  donc  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  —  1  et  +  1 . 
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SOo.   Si  Von  suppose  dans  la  formule  [1]  a;=l,    d'où 


arc  tang  ^=r'  ^^  viendra 

■^         1  1     I     1  1     I        *  r«n 

Cette  série  est  convergente  (586),  mais  ses  termes  décrois- 
sent trop  lentement  pour  qu'on  puisse  l'employer  avec  avan- 
tage au  calcul  du  nombre  -k.  On  peut  obtenir  des  séries 
beaucoup  plus  convergentes  au  moyen  du  procédé  de  Machin, 
rapporté  par  M.  Lacroix,  dans  l'introduction  du  Traité  des  cal- 
culs différentiel  et  intégral. 

Ce  procédé  consiste  à  prendre  une  fraction  assez  petite  pour 
la  tangente  d'un  premier  arc,  et  à  répéter  cet  arc  autant  de 
fois  qu'il  est  nécessaire  pour  obtenir  celui  de  ses  multiples  qui 

approche  le  plus  de  -,  puis  à  calculer  la  tangente  de  la  diffé- 
rence de  ces  deux  derniers  arcs,  tangente  qui  n'est  aussi  qu'une 
petite  fraction,  et  dont  par  conséquent  on  obtient  l'arc  par  une 
série  très-convergente. 

Ainsi,  soit  —la  tangente  d'un  arc  a,  —  étant  une  petite  frac- 
tion.  Je  calcule  successivement  tang  2a,  tang  3a,  tang  4a,  etc., 
en  fonction  de  tang  a  =  — ,  au  moven  de  la  formule 

,        /    ,  7s     tang  a  +  tang  6   ._,  .  .^^ 

tan ^{a-\-h)=^ , — 2- — ^- — ^—r  ( Trigon . ,  48), 

^^    '    ^      1— tangatang^  ^      ^      '      >' 

d'où  l'on  déduit,  en  faisant  &  =  a, 

2  tans:  a 


tansr  2a  = 


'^      ~1— tang^z' 

puis,  en  faisant  6= 2a, 

.        ^        tang  a  +  tang  2a 

tang  3a  =  ~^. —, — ^-rr  -> 

°  1  — tang  a  tang  2a 

et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  ainsi  à  un  arc  Aa  dont  la  tan- 
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gente  différera  très-peu  de  tang  7  =  1.  On  calculera 

"^   \4         /        l+tang/ca      n' 
et  -  sera  également  une  très-petite  fraction,  puisque  la  diffé- 
rence - —  Â;aest  très-petite.  Actuellement,  en  vertu  de  la  for- 
mule [1],  on  aura 

^-/M  =  arctangUi-i  (1)+^  g) -i  g)  V  ..- 
ft«=fcarc  tangl  =  /.[i-i  (IJ+i  (iy-J-QV...]. 
d'où  l'on  tire  enfin,  en  ajoutant, 


4~"U'      3W"^5W       ""J'^'^L^      3W"'"5W       ""j 
série  beaucoup  plus  convergente  que  la  série  [2], 

Cette  méthode  peut  évidemment  conduire  à  différentes  sé- 
ries, puisque  le  point  de  départ  est  arbitraire.  Si  Ton  part  de 
1 


—  i,  on  trouvera 


2.i 
faner  <2a  — '-^ — ^ 

4. 


puis  tang  (20^—^)  ='f:çj=h 

d'où  l'on  conclut 


-  =  2  arc  tang  ^ — arc  tang  j. 


En  prenant  —  =  i,  on  aura 


tang  2a=|, 
d'où  ^  =  2  arc  tang  ^  -f  arc  tang  ^. 
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Si  l'on  suppose  —  =  i,  on  trouvera  successivement 

tang  2a  =  ^ 
tang  ka  =  m, 

valeur  qui  diffère  très-peu  de  1 .  On  en  déduira 

/  T^\  ±2.0 l 

d'où  l'on  tire 

-=4  arc  tang  l  —  arc  tang  ^  , 

formule  remarquable  par  sa  simplicilé  et  sa  convergence,  au 
moyen  de  laquelle  on  pourra  aisément  calculer  tu  avec  un  assez 
grand  nombre  de  décimales. 


CHAPITRE  XIV. 


DES  QUANTITÉS  QUI  SE  RÉDUISENT  A  {},  ^, 

O.oo   OU  00  —  00. 


S06.  Considérons  une  fraction  1^^  dont  les  deux  termes 

sont  des  fonctions  algébriques,  entières  et  rationnelles  de  x, 
et  supposons  que  cette  fraction  se  réduise  à  g,  quand  on  y  fera 
x  =  a.  Ses  deux  termes  seront  par  conséquent  divisibles  (71,  P) 
par  une  certaine  puissance  de  {x—  a),  de  sorte  que  si  on  les 
divise  par  leur  plus  grand  commun  diviseur,  on  obtiendra  une 
fraction  dont  les  deux  termes  ne  seront  plus  divisibles  en  même 
temps  par  (x — a);  ainsi  en  y  faisant  a;  =  a,  on  trouvera  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  fraction  proposée  lorsque  l'on  donne 
à  X  des  valeurs  qui  tendent  vers  a  (140). 

Mais  il  y  a  un  moyen  plus  simple  d'obtenir  la  valeur  cher- 
chée de  la  fraction  |~-^;  car  il  n'est  pas  nécessaire  de  suppri- 
mer tous  les  facteurs  communs  à  ses  deux  termes,  mais  seule- 
ment la  plus  haute  puissance  des  facteurs  (x —  a)  qui  entre  à 
la  fois  dans  tous  les  deux.  En  conséquence,  je  remarque  que 
x  =  a-\-x  —  a,  et  comme  les  quantités  ^(a)  et  ^{a)  sont  sup- 
posées nulles,  on  aura  (485) 

OU,  en  supprimant  le  facteur  {x—a)  qui  est  commun  aux  deux 
termes  du  second  membre, 
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Or,  si  on  fait  x=a,  le  deuxième  membre  de  cette  équation  se 
réduit  à  ^77-,;  d'où  l'on  voit  que  Ton  obtiendra  la  valeur  cher- 

chée  en  formant  une  fraction  ~-{^  dont  les  deux  termes  soient 
les  dérivées  respectives  des  deux  termes  de  la  fraction  proposée 

Y7— X»  5î  ^n  y  faisant  x=a. 

^(x)' 

Si  la  fraction  ^7—-  se  réduit  aussi  à  g,  par  l'hypothèse  x=a, 
on  la  traitera  comme  la  proposée,  c'est-à-dire  que  l'on  formera 
la  fraction  r^^  et  on  supposera  x  =  a  dans  celle-ci,  et  ainsi 
de  suite,  de  sorte  que  la  vraie  valeur  du  rapport  j^.-^qui  se  pré- 
sente sous  la  forme  g,  est  le  rapport  des  valeurs  que  prennent 
pour  x  =  dL  les  deux  dérivées  de  même  ordre  des  fonctions  cp  (x) 
et  '^(n)  qui,  les  premières ,  cessent  de  s'évanouir  à  la  fois.  Si  l'une 
de  ces  deux  dérivées  devient  nulle,  la  vraie  valeur  du  rapport 
sera  0  ou  00  ;  elle  sera,  au  contraire,  une  quantité  finie  si  aucune 
de  ces  dérivées  ne  devient  nulle. 

507.  Exemple  I.  La  fraction 

(f{x)  _     x'' + a^^—  3aV— g^a;  +  2a* 
^  ""  a;*—  ax^—  13aV-f-  2ba^x—l2a' 

se  réduit  à  g  pour  x  =  a  :  quelle  est  sa  véritable  valeur? 

9'(a;)  _     kx'+3ax'-Qa'X'--a'     _  ^ 
Y^)  -  ka^—Sax'--26a'x  +  2ba'  ~  ^  ^^^  ^-"^^ 
<f'\x)  _   nx'+6ax-Ç>a'  ^       12a  ^      ^ponr  r-g 
^"{x)"  nx^—Qax—^Qa^  20a^  5^ 

^(x)_  x^  +  3ax^—a^x  —  M^  _^  _ 

^^'  ^ix)  —  x'-^ax'—  13aV-f  2ba'x  —  12a*  —  ^  ^^"^  ^"~^' 
(f'(x)_         3a;^  +  6aa;-- a^  _8a^_  _ 

^'{x)~  kx^—3ax'—2Qa'x+2ba^~'  0  —  ^  PO^ï*  a;~a. 

508.  Si  o{x)  et  ^{x)  ne  sont  pas  des  fonctions  entières  et  ra- 
tionnelles de  X,  il  n'y  a  pas  de  méthode  élémentaire  qui  soit 
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tout  à  fait  générale  pour  trouver  la  véritable  valeur  de  la  frac- 
tion 1^  qui  se  réduit  à  g,  pour  une  certaine  valeur  a  donnée 

à  X.  Alors  il  faudra  tâcher  de  supprimer  tous  les  facteurs  {x — a), 
communs  aux  deux  termes  de  cette  fraction,  puis  supposer  ic= a 
dans  la  fraction  résultante.  Pour  faciliter  la  suppression  de  ces 
facteurs,  on  posera  x  —  a=/^;  car,  alors  le  facteur  à  supprimer 
étant  un  monôme,  il  sera  en  général  plus  facile  de  le  mettre  en 
évidence  au  numérateur  et  au  dénominateur.  On  divisera  donc 
ces  deux  termes  par  la  plus  haute  puissance  de  h  qu'ils  renfer- 
meront tous  les  deux,  et  on  fera  ensuite  /i=  0,  c'est-à-dire  ri?= a, 
dans  la  fraction  ainsi  simphfiée. 

3 

fx"" a})~ 

o09.  Exemple  I.  Za/r«c^io?i    ^^ seréduità^pour\=di; 

(x — af 
mais  je  vois  que  le  numérateur  est  exactement  divisible  par  le 
dénominateur  :  j'effectue  donc  cette  division,  ce  qui  donne 

(X  +  a)-  pour  quotient,  de  sorte  quela  vraie  valeur  delà  fraction 

3 

proposée  est  (2af=2a^2a. 


„  \/x—l+2s/x^--l       . 

IL         ^ -...^4 =  §powra;=l. 

V  ^  : — 1 


On  voit  que  \/x  —  1  est  facteur  commun  aux  deux  termes  de 
cette  fraction  (71,  3^),  et  la  suppression  de  ce  facteur  donne 


l  +  2v/rr+l       l  +  2\/2 

—  =  —  -     ■  pour  x=l. 
\/x^-^x  +  l  v/3 

yx'—2x'+x'  +  x''-2x-\-l       ""^ 

Je  pose  x=  1  +  h,  et,  en  développant  la  quantité  soumise  à 
chaque  radical  par  le  théorème  de  Tayior,  on  trouvera  que  la 
fraction  proposée  devient 
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en  divisant  haut  et  bas  par  h\  En  faisant  maintenant /t=0,  on 
trouvera  pour  la  vraievaleurdelafractionproposée  ^=i/l  • 

TV  1 C(^^^        n 

Je  remarque  que   l~cosa;=2sin*f  et  qu'ainsi 


1  —  cos  a? 


.     X 
sin  - 

Mais  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  = ,  quand  x  tend 

2" 
vers  zéro,estrunité;  donc  la  vraie  valeur  cherchée  est -^. 
sin  -  +  cos  X 

Je  pose  x  =  K-{-h,  et  il  vient 

^^^  (^+2")+^^^^^+'^^       cos^-  — cos/^ 
1  +sin V+h}+cos  (tt+Zi)  ~  i  +sm*h—cosh 

Or         cos--cos/i=:2sin^'sin'|,   1 -cos/t=:2sin^|-, 
et  sin /t=:  2  sin -cos-: 

^  2 

en  introduisant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente,  elle 
deviendra 

2sm— sm-  sin^ 


2sin^|+4sin^^^os^J     sinJ(n-2cos 


.h^' 


2> 
20 
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quantité  qui  se  réduit  encore  à  ^  pour  h=0.  Mais  j'observe  que 
l'on  peut  mettre  cette  expression  sous  la  forme 


.    3/i 
3h  ''""T 

.    3h 
sm-;— 
4 

4  "     3h 

3/i 

4 

3 

sin 

4 

.    h 
.  sm  -  / 

~2' 

h 

r?('+"»"t)  ^^(>+-i) 


3    1       1 
Or,  quand  on  fera  h  =  0,  cette  expression  se  réduira  à  -.  -=  -. 

Telle  est  donc  la  vraie  valeur  de  la  fraction  proposée  pour 

MO.  Il  pourra  arriver  que  les  deux  termes  de  la  fraction 
proposée  Yj-l  deviennent  tous  deux  infinis  pour  x=a;  alors 
on  observera  que  les  deux  quantités  —r-r  et -tt-t  s'évanouiront: 
de  sorte  qu'en  écrivant 

<f{x) 

on  remplacera  la  fraction  proposée  par  une  autre  qui,  pour 
x=a,  se  réduira  à  g,  ce  qui  nous  ramènera  au  cas  précédent. 

TZX 


sec  77- 

Exemple  .    3:;^—  œ  P^'^'^^  ^=  ^ 

taui 


^  2a 

TZX        .  .  S-KX  ,  ,  1 


Remplaçant  ici  sec  —  et  tang  —  par  leurs  valeurs- 


cos-—- 
2a 


sm— ^  ^^^"20" 

et -^   la  fraction  proposée  reviendra  à 


cos--^  sm-r— cos-TT 

2a  2a         2a 
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fraction  qui  se  réduit  à  g  pour  x=a.  Je  pose  donc  x=  a-{-h; 
ce  qui  donne 


/Stt  ,  StzH  . 


.     37r/l 

3Tr/i  2a       37r/t 

"2a  "20" 


.     /Stt   ,    Stt/A         /tt   ,    7:/i\  37r/^   .    -nr/i 

sm  (  —  +  '-—  cos   -+ r- )     cos-TT-sin^p-      ,        o  z  sin 
\2     '    2a  /        \2  '   2aJ  2a       2a    Ttfi       Z-kïi 


:r-C0S 


Tzh 
2a 


2a        2a  '    izh 
2a 
en  faisant  /t  =  0,  on  trouvera  que  cette  quantité  se  réduit  à 

3tc^   tt  

2â'  2a~    ' 

511.  Des  deux  facteurs  d'un  produit  œ)(^)4(^)>  l'un  peut  se 
réduire  à  zéro  et  l'autre  à  l'infini  :  alors  sa  véritable  valeur  sera 

la  même  que  celle  du  rapport  -^p,   qui  se  présente  sous  la 

forme  g,  en  supposant  que  ce  soit  f  (x)  qui,  pour  x  =  a,  s'est 
réduit  à  zéro. 

TtX 

Exemple.  (I  — irjtang—  =0.00 pour  x=\. 
,,         ,.         -kx        1 — X        (1 — X)       „ 

(1— a;)tangY=  -y-  =  -^=  gpoura;=l. 

tang^- 

Je  pose  donc  a?=  1  +/^,  et  il  vient 

Tzh 
l--a?_        —h        __      h      _2       Y    _2 

0I2.  Si  la  différence  de  deux  fonctions  f{x)  et  ^(x)  se  réduit 
à  00  —  00,  on  pourra  mettre  cette  différence  sous  la  forme 

_i 1_ 


et  ainsi  elle  se  réduira  à  tÎ. 
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515.  Exemple.    I.   La  différence  x  —  s/il^ — 2ax — a'  devient 
00  —  00  pour  X  =  00  :  quelle  est  sa  véritable  valeur? 


Je  multiplie  et  divise  cette  ûiîîéveuce\)Sirx-\-\/x'^-—2ax  —  a-y 

ce  qui  donne  (ol,3") 

2ax-{-a^ 

X  +  )/x^  —  2ax  —  a^' 

Maintenant,  pour  avoir  la  limite  vers  laquelle  converge  cette 

fraction,  quand  x  tend  vers  l'infini,  je  la  traiterai  d'après  la 

règle  du  n°  149,  ce  qui  donnera 

^      .   a' 
2a  +  — 


'V  X      x^ 

puis,  en  supposant  a;  —  oo,  je  trouverai  que  cette  limite  est  a. 

TT  '^T^X         ^  TZX  ,  ,     .      , 

11.  sec  — tang  —  se  réduit  a  -  —  oo  pour  x  =  1 . 

Je  transforme  cette  difiérence  dans  l'expression 

.     tX  t:X         .     -kX  3v:X 

1  sin-^-    cos--sm--cos  — 


S-kX  tcX  StzX  tcX 

COS  -^      COS—  COS  — COSy 

laquellese  réduit  à  g  pour  x=l.  En  conséquence,  on  traitera 
celte  fraction  d'après  la  méthode  du  n"  509,  exemple  V,  et  on 
trouvera  que  sa  véritable  valeur,  c'est-à-dire  celle  de  la  difie- 

3tcX        ,  T^X 

rencesec-r — tang—»  est  oo. 

2  2 


CHAPITRE  XV. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIONS. 


314.  Résoudre  algébriquement  une  équation  à  une  seule  in- 
connue, c'est  trouver  une  formule  au  moyen  de  laquelle  on  puisse 
déterminer^  en  fonction  de  ses  coefficients,  toutes  les  quantités  qui, 
substituées  dans  cette  équation  à  la  place  de  Vinconnue,  rendent 
ses  deux  membres  identiques.  Jusqu'à  présent  on  n'a  pu  trouver 
cette  formule  que  pour  les  équations  des  quatre  premiers  de- 
grés, et  encore  celles  qui  sont  relatives  aux  équations  du  troi- 
sième et  du  quatrième  sont  tellement  compliquées,  que  l'on 
n'en  fait  presque  jamais  usage;  et  cependant  il  arrive  souvent 
que  l'on  a  besoin  de  résoudre  une  équation  d'un  degré  supé- 
rieur au  second.  Il  a  donc  fallu  chercher  des  méthodes  à  Vaide 
desquelles  on  pût  calculer  directement  toutes  les  valeurs  numériques 
de  r  inconnue  d'une  équation,  pour  tel  ou  tel  système  désigné  de  va- 
leurs particulières  des  coefficients  de  ses  différents  termes.  Tel  est 
l'objet  de  la  résolution  des  équations  numériques. 

Ainsi,  si  nous  considérons  les  deux  équations 

x^  —  2ax-{-b  =  0,     et    x^^2ax-\-b  =  0, 
on  tirera  de  la  première 

x  =  aàz  \Ja^  —  b  ; 

et,  au  moyen  de  cette  formule,  on  résoudra  toutes  les  équa- 
tions du  second  degré  correspondantes  à  tous  les  couples  de 
valeurs  que  l'on  pourra  assigner  à  a  et  à  &,  sans  qu'il  soit  ja- 
mais besoin  de  répéter  les  raisonnements  qui  ont  conduit  à  la 
formule,  et  seulement  en  y  remplaçant  a  Qib  parleurs  valeurs 
numériques.  Mais  il  n'en  sera  pas  de  môme  delà  deuxième,  parce 
que,  dans  l'état  actuel  de  l'algèbre,  on  ignore  la  loi  suivant  la- 
quelle la  valeur  deo;  dépend  decelles  de  a  et  de  b.  Or,  si  Ton  donne 
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des  valeurs  numériques  à  ces  deux  coefficienls,  on  pourra  bien, 
à  l'aide  des  méthodes  que  nous  enseignerons  en  traitant  de  la 
résolution  des  équations  numériques,  trouver  toutes  les  valeurs 
de  Xy  et  non-seulement  il  faudra  faire  un  calcul  particulier 
pour  chaque  racine,  mais  encore  il  faudra  recommencer  tous 
les  calculs  lorsqu'on  donnera  d'autres  valeurs  à  a  et  à  ?>.  On 
voit  ainsi  qu'il  y  a  une  grande  différence  entre  la  résolution 
algébrique  des  équations  et  leur  résolution  numérique.  Néan- 
moins l'une  et  l'autre  sont  fondées  sur  un  certain  nombre  de 
théorèmes  dont  l'ensemble  constitue  ce  qu'on  appelle  la  théorie 
gémrale  des  équations, 

ël3.  Nous  ne  nous  occuperons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre, 
que  d'équations  algébriques,  c'est-à-dire  d'équations  dans  les- 
quelles l'inconnue  n'entre  ni  comme  exposant,  ni  sous  aucun 
des  signes  log,  sin,  cos^  tang,  etc.  Si  l'inconnue  se  trouvait  en 
dénominateur  dans  quelques  termes,  on  commencerait  parfaire 
évanouir  les  dénominateurs,  et  s'il  y  avait  des  termes  où  l'in- 
connue fût  placée  sous  un  radical,  on  rendrait  l'équation  ra- 
tionnelle, comme  nous  le  verrons  plus  loin(chap.xvi,  §  ii). 

Nous  supposerons,  en  outre,  que  l'on  ait  transposé  tous  les 
termes  de  l'équation  dans  le  premier  membre,  ce  qui  rendra  le 
deuxième  nul  ;  ordonné  ensuite  ce  premier  membre  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  de  l'inconnue  x,  et  dégagé 
le  premier  terme  de  son  coefficient.  L'équation  proposée  sera 
ainsi  ramenée  à  la  forme 

^m  _[_  A^m-l  _|_  B^m-2_|_  Q^m-3  _|_  ^^.  +  To?  +  U  =  0, 

dans  laquelle  les  lettres  A,  B,C,...  T,  U  représentent  des  quan- 
tités quelconques,  et  où  m  désigne  un  nombre  entier  positif. 

Si  l'équation  renferme  toutes  les  puissances  de  x  depuis  la 
m""  jusqu'à  la  puissance  zéro,  elle  sera  complète;  sinon  elle 
sera  incomplète.  Mais  on  pourra  la  rendre  complète,  en  y  in- 
troduisant les  puissances  de  x  qui  manquent,  en  leur  donnant 
zéro  pour  coefficient.  Ainsi,  au  lieu  de  l'équation 

0^^—2^07+6  =  0, 
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on  pourra  écrire 

*316.  Théorème  I.  Une  équation  de  degré  quelconque,  à  coeffi- 
cients réels  ou  imaginaires  de  la  forme  a  +  p  y^ —  1,  a  toujours  au 
moins  une  racine  réelle  ou  imaginaire  de  cette  forme  * . 

Nous  commencerons  par  démontrer  la  vérité  de  ce  théorème 
pour  les  équations  binômes 

a^'"±I  =  0    et    a;'"d=v/^^^==0. 

On  voit  d'abord  que,  quel  que  soit  m^  l'équation  a^ —  1  =0 

sera  vérifiée  par  x=^\. 
Si  m  est  impair,  l'équation  ic"^  -|-  1  =  0  le  sera  par  a?  —  —  U 
Maintenant  supposons  que  m  soit  un  nombre  pair,  il  sera 

de  la  forme  m  =  â'^.jj,  p  étant  un  nombre  impair  ;   mais 

rff.v  —  (jfy .  si  (Jonc  on  peut  trouver  une  valeur  de  x,  réelle 

ou  imaginaire,  qui  satisfasse  à  l'équation 

a^^"==  — 1, 

cette  valeur  de  x  vérifiera  nécessairement 

(ic^")P=— 1,    c'est-à-dire    a;"* +1=0. 

Or  on  tire  de  Féquafion  ic-''  =  —  1 ,  x=^  V ■— î"?  ^^  ^^  sait 
{Arithm.,  2 14)  que  pour  extraire  d'une  quantité  quelconque  une 
racine  du  degré  2^^,  il  n'y  a  qu'à  extraire  de  cette  quantité  n 
racines  carrées  successives  ;  mais  la  première  racine  sera  ±  s/ —  l  ; 
et  comme  la  racine  carrée  d'une  expression  de  la  forme  a-j-py/ —  1 
est  aussi  de  cette  forme  (284),  on  en  conclura  qu'il  en  sera  de 
même  pour  la  racine  du  degré  2"  de  —  1  ;  donc,  lorsque  m  est 
un  nombre  pair,  l'équaUon  x"'-\-  1  =  0  a  une  racine  de  la 
forme  a  +  p  y/ —  i . 
Considérons  maintenant  l'équation 

x'^  +  \/^^=0. 


*  C'est  à  M.  Cauchy  qu'est  due  l'ingénieuse  démonstration  de  ce  théo- 
rème. 
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Si  m  est  un  nombre  impair,  il  sera  de  la  forme  kn-\- 1  ou  de 
la  forme  4n  +  3  ;  mais  nous  avons  vu  (286)  que 

donc  on  satisfera  à  la  proposée  en  faisant  x  =  —  v^—  1  ou 
^  —  +  v/ —  1»  suivant  que  m  sera  égal  à  kn  +  1  ou  à  4?i  -f  3. 

Si  m  est  un  nombre  pair,  on  pourra  poser  m  =^  2'^.p,  jj  étant 
impair  ;  et,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  verra  que  l'é- 
quation x""  +  v^—  1  =  0  aura  une  racine  telle  que  a  +  p  \/^^ 
si  on  peut  trouver  pour  x  une  valeur  de  la  même  forme  qui 
vérifie  l'équation 

a;^"  =  — v/^=^  ou  =  +  s/^^, 
selon  quep  sera  égal  à  kn-{- 1  ou  à  4n  +  3.  Mais  les  racines 
carrées  successives  de  d=  \/ —  1  sont  de  cette  forme  «  +  P  y/ — 1; 
donc  il  en  est  aussi  de  même  de  la  racine  du  degré  2''  de  ±:^ — l . 
On  démontrera,  de  la  même  manière,  que  l'équation 
xm —  y/ —  1  _-  0  a  une  racine  de  la  forme  a  -{-  p  \^ —  1 . 
Soit  maintenant  l'équation  générale 

x^  +  kx'^-'  +  Bx'^-^  +  Cx'^-^  +  „.  +  Tx  +  \j=0, 

dans  laquelle  A,  B,  G,...  T,  U  sont  des  quantités  réelles  ou 
imaginaires.  Je  dis  que  l'on  pourra  toujours  assigner  hy  eXhz 
des  valeurs  réelles,  telles  que  77  +  ^  \/^^  soit  une  racine  de 
celte  équation  que,  pour  abréger,  nous  représenterons  par 
(^{x)  =0, 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  y-\-^  \J — 1 
soit  une  racine  de  cette  équation  est 

ou,  en  développant  et  représentant  par  U  la  partie  réelle  et 
soit  par  Vv/ —  1  la  partie  imaginaire, 

Mais,  pour  qu'une  expression  imaginaire  soit  nulle,  il  faut  et  il 
suffit  que  son  module  le  soit  ;  par  conséquent  la  question  est 
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ramenée  à  démontrer  qu'il  existe  au  moins  un  couple  de  va- 
leurs réelles  de  y  et  de  z  qui  vérifient  l'équation 


Pour  y  parvenir,  nous  prouverons  d'abord  que  cette  fonction 
de  y  et  de  5  a  un  minimum  qui  répond  à  des  valeurs  finies  de 
ces  variables,  et  ensuite  que  ce  minimum  est  zéro. 

Je  mets  a;*"  en  facteur  commun  de  tous  les  termes  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  proposée,  ce  qui  donne 

?(*)=a.-{  1+1 +  !+§  +  .... +^,  +  ^j, 
puis ,  je  remplace  x  par  y  -\-z  y/ —  1 ,  et  il  vient 


(y+zs/-l) 

N 
Soit  7 ^    le  terme  général  de  l'expression  qui  est 

i^+^v— i;  

comprise  dans  les  accolades,  et  supposons  que  ]^=:p-\-q\/ — 1; 
comme  le  module  d'un  quotient  est  égal  au  module  du  divi- 
dende divisé  par  celui  du  diviseur  (201),  le  module  de  ce  terme 
général  sera,  en  vertu  de  ce  principe  et  de  celui  du  n°  280, 


s/i 


p'+q' 


{y'+zr' 

mais  ce  terme  général  peut  être  mis  sous  la  forme  a  +  ,8  y/—  1 
(284),  donc 


V  -t-p    y  {y'^+zr 


d'où  l'on  voit  que,  si  l'on  fait  croître  au  delà  de  toute  limite, 
l'une  des  quantités  y  et  z  ou  les  deux  à  la  fois,  ce  module  y/ÔH^ 
décroîtra  indéfiniment,  et  par  conséquent  a  et  p  décroîtront 
aussi  indéfiniment  ;  comme  on  en  dira  autant  de  tous  les  termes 
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du  polynôme  compris  dans  les  accolades,  à  l'exception  du 
premier,  on  voit  que  ce  polynôme  se  réduira  à  une  quantité 
de  la  forme 

dans  laquelle  aeib  pourront  être  rendues  moindres  que  toute 
grandeur  assignable,  puisque  ce  sont  des  sommes  de  quantités 
qui  décroissent  toutes  indéfiniment ,  lorsque  l'une  des  quan- 
tités y  et  z  on  toutes  les  deux  croissent  indéfiniment.  On 
aura  ainsi 

Mais  le  module  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égal  au 
produit  des  modules  de  ces  facteurs,  donc 


y/U^  +  Y^  ==  V^(i/  +  zT  '  v/(l  +  af  +  b'. 
Or,  lorsque  l'une  des  quantités  yeizon  toutes  les  deux  croîtront 
indéfiniment,  le  facteur  s/iy^  +  z^)"^  augmentera  au  delà  de  toute 
limite;  le  facteur  \/{\  +  af-\-b^  tendra  vers  l'unité  ;  donc  \/W-\-y^ 
tendra  vers  l'infini  ;  et  il  n'atteindra  celte  limite  que  quand 
l'une  au  moins  des  quantités  yetz  deviendra  infinie  ;  car  pour 
toute  autre  valeur  de  ces  variables  v/(l/^+^T  ne  sera  pas  infini, 
et  v/(l  -{-ay-\-b^^  est  toujours  une  quantité  finie. 

Ainsi  la  foncfion  y^lF+V^  qui  est  toujours  positive  et  qui 
peut  croître  indéfiniment  avec  y  et  z,  a.  nécessairement  un  ou 
plusieurs  minimums*  ;  or  je  dis  que  l'un  de  ces  minimums  est 
zéro.  Nous  le  démontrerons  en  prouvant  que, si  y  +  z\/ — 1  est 
une  valeur  de  x  qui  ne  rend  pas  \/W-\-\^  égale  à  zéro,  on  pourra 


*  En  effet,  si  l'on  pose  x=-\-  yjv^  +  Y^,  et  qu'on  regarde  x,y,^  comme  les 
trois  coordonnées  d'un  même  point ,  cette  équation  représentera  une  surface 
située  tout  entière  au-dessus  du  plan  des  ys,  que  nous  supposerons  horizon- 
tal ,  et  qui  s'étend  indéfiniment  au-dessus  de  ce  plan.  EUe  a  donc ,  soit  sur  ce 
plan,  soit  au-dessus  de  ce  plan,  des  limites  qu'elle  ne  peut  dépasser;  or,  les 
ordonnées  de  ces  points-limites  sont  évidemment  les  minimums  de  +v'U'4-V^ 
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toujours  assigner  hxune  autre  valeur  de  la  même  forme  qui, 
substituée  dans  cp(rc),  donnera  un  résultat  dont  le  module  sera 
plus  petit  que  \/\]^-\-y^. 

Posons,  en  effet,  x  =  y-\-zs/ — l  +£«,  e  étant  une  quantité 
susceptible  de  devenir  moindre  que  toute  grandeur  assignable, 
et  t  une  indéterminée  dont  nous  disposerons  comme  nous  le 
jugerons  convenable.  Pour  effectuer  la  substitution  de  cette  va- 
leur de  X  dans  le  premier  membre  de  l'équation  proposée,  nous 
y  changerons  d'abord  x  enx-j-h,  ce  qui  donnera  (482) 

puis  nous  remplacerons  dans  cette  formule  x  par  y  -\-zs/^^l  et 
k  par  st.  Le  terme  (d{x)  deviendra,  comme  nous  l'avons  sup- 
posé plus  haut,  U  +  Y  v/ —  1 ,  et  une  ou  plusieurs  des  dérivées 
de  f[x)  pourront  devenir  nulles.  Supposons  que  ^"(^)  soit  la 
première  dérivée  qui  ne  s'anéantisse  pas  par  la  substitution  de 
y+z^ — 1  à  la  place  de  x,  et  désignons  par  R+  S\/^^la  va- 
leur que  prend  alors  le  quotient  de  cette  dérivée  par  1.2.3. ..n: 
on  trouvera,  en  représentant  d'ailleurs  par  U'+VV---Ï  ce  que 
devient  9(0?)  pour  x  =  y-\-zs/ — i-f  sï, 

u' + y  v^T:^:  u + ^7^^^+  (R + Sv/=n]  £"r  +  Ge-  h+\ 

en  désignant,  pour  abréger,  parGs^^^r^^  la  somme  de  tous  les 
termes  où  e  t  entre  à  une  puissance  supérieure  à  la  n™^ 

t  étant  indéterminée,  on  pourra  lui  donner,  comme  nous 
l'avons  dit  plus  haut,  une  valeur  de  la  forme  a-f  pv^— -ï»  telle 
que  r  =  =bl,  et  si  l'on  sépare  en  même  temps  les  parties 
réelles  et  les  parties  imaginaires,  on  trouvera 

U'  =  Ud=R£^+G'£-+S 

T=V±S£"+GV-^^; 
d'où  l'on  tirera  facilement 

U'2  +  V^  =  U^  +V^  ilz  2  (UR  +  VS)  £^'+  K£"+S 
ou  bien 

U'2_f.y/2^U^+V^  +  {±:2(UR+VS)  +  K£!£^ 
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Or  il  est  évident  que  le  terme  Ks  tend  vers  zéro  en  même  temps 
que  e,  et  qu'ainsi  on  peut  assigner  à  s  une  valeur  assez  petite 
pour  que  celle  de  la  quantité  comprise  dans  les  accolades  ait 
le  signe  même  de  son  premier  termezh  2(UR  + VS);  donc, 
en  prenant  celui  des  deux  signes -|- et  —  qui  sera  contraire  à 
celui  du  binôme  UR  +  VS,  ce  qui  revient  à  poser  r  =  +  1  ou 


\]''  +  Y''<U-{-\\    ou    \/U'^  +  V'^<s/U-4-Y% 
ce  que  nous  voulions  prouver. 

Si  UR+VS ~0,  nous  recommencerons  le  même  calcul,  en 
posant  r  — •  d=  \/ —  1 ,  ce  qui  donnera 

U'=-U=FS£-+Gl£'^+^ 
V'  =  V±:R£"+G2e^'+S 

d'où 

U'^ + V'2  =  U^ + Y^  ip  2  (US — VRK  +  Ki£"+S 

et  on  conclura  comme  tout  à  l'heure  qu'on  pourra  prendre 
£  assez  petit  pour  que  la  somme  de  tous  les  termes  qui  suivent 
P+V^  soit  négative,  en  posant  r=  +  y/ — 1  ou  r  —  —  y^^ 
suivant  que  US — YR  sera  négatif  ou  positif;  donc  encore 


s/U'^+Y'^<v/U^+Y^ 

II  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  l'on  n'a  pas  US — YR  =  0; 
car,  puisqu'on  suppose  UR+YS=:0,  il  en  résulterait 

(URH-YSj^+(US  — YRfr^  0, 
ou  bien 

U^R^ + Y^S^  +  U^S^ + Y'R'  =  (U«+  Y^)  (R^  +  S^j  =  0, 
ce  qui  exige  que  l'on  ait  à  la  fois 

U=0    et    Y  =  0, 
et  alors  le  théorème  serait  démontré;  ou 
R=0     et    S  =  0, 

et  alors  ^"(y+zy/ — 1)  serait  nulle,  et  nous  avons  supposé  le 
contraire. 
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Concluons  donc  que  quand ,  pour  une  certaine  valeur 
y  -\-  z  y/ —  1  de  Xj  le  module  v/  U^  +  V^  n'est  pas  nul,  on  peut 
assigner  à  x  une  valeur  de  la  môme  forme  qui  soit  telle  que  le 
module  correspondant  de® (a;)  soit  moindre  que  v/U^H- V^  donc 
la  valeur  minimum  de  ce  module  est  zéro,  et  par  conséquent  la 
valeur  de  xk  laquelle  répond  ce  minimum  est  racine  de  l'équa- 
tion proposée  f  (x)  =  0.  Notre  théorème  est  donc  démontré. 

517.  Théorème  II.  5i  a  est  une  racine  de  r équation 

X-  +  Ax-"-*  +  Bx"-2  +  . ..  +  Tx  +U  =  0 , 

le  premier  membre  de  cette  équation  est  divisible  par  le  binôme 
X  —  a,  formé  en  retranchant  cette  racine  de  V inconnue. 

En  effet,  le  reste  de  la  division  du  premier  membre  de  notre 
équation  par  {x  —  a)  est 

a-  +  Aa"'-^  +  13a  "-2  +  ...  +  Ta  +  U, 

et  ce  reste  est  nul  par  hypothèse. 

ScoLiE.  Ce  théorème  est  applicable  seulement  aux  équations 
algébriques,  rationnelles  et  entières  par  rapport  à  x,  car  celui 
du  n°  66,  sur  lequel  nous  nous  sommes  appuyés,  n'est  vrai  que 
pour  de  pareilles  fonctions  de  x.  Ainsi  x  =  Ç>k  est  une  racine 

-i        J.         ± 
de  l'équation n;^  —  x^  —  x  ^ — 2=10,  et  cependant  son  premier 

membre  n'est  pas  divisible  par  x  —  64. 

ol8.  Théorème  IIL  Une  équation  a  autant  de  racines  qu'il  y  a 
cVunités  clans  Vexposant  de  son  degré. 

Représentons,  en  effet,  l'équation  proposée  par 

X„,  =  0, 

l'indice  m  désignant  son  degré.  Soit  ai  une  racine  de  cette  équa- 
tion (ol6),son  premier  membresera divisible par^ — a^  (71,  l"}, 
et  le  quotient  de  cette  division  sera  un  polynôme  du  degré 
(m  —  1),  que  je  représenterai  par  X^-i,  de  sorte  que 

Xrn  =  (x—  ai)  X,„_i. 

Mais,  si  l'on  pose  l'équation  X„,_i  =  0,  cette  équation  aura  au 
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moins  une  racine  que  je  désignerai  par  a^  et  on  verra  comme 
précédemment  que 

Xm-i  =  {x  —  a^  X^_2; 
par  conséquent 

X^  =  (a;  —  ai)  (x  =  a^  X„i-2. 

Posons  X„j_2  =  0  ,  et  soit  «3  une  racine  de  cette  équation ,  on 
aura 

Xm-2  "=  {X  «3)  Xot_3, 

et  par  conséquent 

X^  =  (a?  —  «i)  {x  —  Oa)  (a;  —  ch)  X„j_3. 

Or  nous  voyons  qu'à  la  première  division  nous  avons  mis  en 
évidence  un  facteur  du  premier  degré  et  un  quotient  du  (m —  1)°^*  ; 
à  la  deuxième,  un  deuxième  facteur  du  premier  degré  et  un 
quotient  du  (m — 2)"^'^;  à  la  troisième,  un  troisième  facteur  du  pre- 
mier degré  et  un  quotient  du  (m  —  3)'"«  ;  donc,  à  la  (m  —  !)"'« 
division,  nous  aurons  mis  en  évidence  (m —  1)  facteurs  du  pre- 
mier degré,  et  un  quotient  du  j  m  —  (m  —  1)  |"«  degré,  c'est- 
à-dire  du  premier ,  donc 

X^  =  (07  —  «i)  {x—  a^  {x  —  ag)...  {x  —  am\ 

L'équation  proposée  aura  donc  pour  racines  les  m  quantités  «i, 
aa,  «s,.--  «m,  puisque,  pour  chacune  de  ces  valeurs  de  x,  son 
premier  membre  X,„  deviendra  nul. 
Elle  n'en  aura  pas  davantage,  car  le  produit 

{x  —  a^)  {x  —  a^)  (x  —  «3)...  {x  —  aj 

ne  saurait  s'évanouir  si  l'un  de  ses  facteurs  n'est  pas  nul, 
et  le  facteur  x  —  a^  par  exemple  ne  devient  nul  que  pour 
x=  (h- 

On  peut  dire  encore  que  si  a?  =  a  était  une  racine  de  X^  =  0, 
différente  des  quantités  a^  (h,  «3,.-.  dm,  il  faudrait  que  le  poly- 
nôme X^  fût  divisible  par  {x  —  a),  ce  qui  est  impossible,  puis- 
qu'il ne  peut  être  décomposé  que  dans  un  seul  système  de  fac- 
teurs premiers  (120). 
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519.  Corollaire  I.  Le  premier  membre  d'une  équation  du  degré 
m  est  le  produit  de  m  facteurs  du  premier  degré  formé  en  retran- 
chant chaque  racine  de  Vinconnue  *, 

*  C'est  là  un  caractère  propre  aux  fonctions  algébriques ,  rationnelles  et  en- 
tières d'une  seule  variable,  de  pouvoir  être  toujours  décomposées  en  facteurs 
du  premier  degré.  En  effet,  nous  allons  démontrer  qvL  une  pareille  fonction  de 
deux  variables  xetj  ne  saurait  être  décomposée  en  facteurs  du  premier  de- 
gré, à  moins  que  l'on  n'établisse  certaines  relations  entre  les  coefficients  de  ses 
différents  termes. 

Considérons  donc  une  fonction  complète  de  deux  variables  x  eX  y ,  du  de- 
gré m.  Elle  devra  contenir  tous  les  termes  du  degré  m,  tant  en  x  qu'en  y;  tous 
ceux  des  degrés  respectifs  (m— 1) ,  (m — 2) ,  .,.,  3,  2,  1  et  0;  donc,  en  l'ordon- 
nant par  rapport  à  x,  elle  pourra  être  mise  sous  la  forme 


rc  +  aii/la;— •  +  a2î/ 

x'^-^+ttiy^ 

a;"»-3-|-.. 

...+a„,r 

+  &i  1        +% 

+  ^^f 

■f  6«r-' 

+  C2 

+  c,y 

+c„r-' 

+  d. 

+  Smy 

+t^ 

Ainsi  le  nombre  des  constantes  qui  entrent  dans  cette  fonction  est 

2 -f  3 -F  4 -^  ... -f  (m  +  1)  =  ^^î-^^^  (363). 

Cela  posé,  si  cette  fonction  est  le  produit  de  deux  facteurs  rationnels  fonction 
de  X  et  de  y^  il  faut  que  le  nombre  des  constantes  contenues  dans  ces  deux 

facteurs  soit   !!!lî!Lil£}.    Soit  donc  n  le  degré  du  premier,  celui  du  second 

sera  (m  —  n);    et  par  conséquent  le  nombre  des  constantes  de  l'un   sera 

n(?i4-3)             ,   .    ,             .     .      j    1,     .              (m-n)(rn  — n-f-3)      , 
-^ — ■ ,   et  celui  des  constantes  de  l'autre  sera •  :  donc 

on  doit  avoir  l'égalité 

m(m  +  3)_n(n-f-3)     (m  — n)(m— n  +  3) 
2        ~       2       "^  2         ■       ' 

ou ,  en  réduisant , 

0=zn{n  —  m) , 

équation  absurde,  puisque  n  <m.  Donc,  etc.  Cette  démonstration  a  été  don- 
née par  M.  A.  Comte ,  dans  le  premier  volume  de  son  Cours  de  philosophie  po- 
sitive. 

Si  nous  appliquons  cette  démonstration  aux  fonctions  d'une  seule  variable, 
la  condition  qu'elle  exige  sera  toujours  remplie,  car  le  nombre  des  constantes 
d'une  pareille  fonction  est  m;  une  fonction  du  degré  n  en  renferme  n,et  une 
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Donc ,  pour  composer  une  équation  qui  ait  pour  racines  des  nom- 
bres donnés ,  il  faudra  égaler  à  zéro  le  produit  des  facteurs  formés 
en  retranchant  chacun  de  ces  nombres  de  x.  On  verra  ainsi  que 
l'équalion  qui  a  2,  3  et  —  1  pour  racines,  est 

520.  Une  équation  de  degré  quelconque^  à  coefficients  rationnels , 
peut  donc  avoir  des  racines  réelles  ou  imaginaires,  commensurables 
ou  incommensurables.  Ainsi  l'équation 

{X—\){X''+X—  l){x''—X-{-  \)=::X^—X''—  0?^+ 3^?^— 3^+ 1  r=0 

a  une  racine  commensurable  +  1;  deux  racines  incommensu- 

,  ,        —  1  zh  v/5      ,  ,  .        .         .      .  1  ±:  sj"^^. 

rables — ^—   et  deux  racines  nna^inaires 


2  ^2 

521  Corollaire  II.  Il  ny  a  de"  f acteur  s'I  premier  s  fondions 
de  X  qu&  ceux  qui  sont  du  premier  degré  par  rapport  à  cette  quan- 
tité. 

522.  ScoLiE.  Le  théorème  III  semble  souffrir  une  excep- 
tion lorsque,  parmi  les  facteurs  premiers  dans  lesquels  son 
premier  membre  est  décomposable,  il  s'en  trouve  d'égaux.  Si 
l'on  avait  par  exemple  l'équation 

(x  —  af  (x  —  bf  {x  —c){x  —  d)  =  0, 

il  semblerait  que  cette  équation  n'a  que  quatre  racines,  quoi- 
qu'elle soit  du  neuvième  degré.  Elle  n'a  en  effet  que  quatre  racines 
distinctes;  mais,  comme  elle  est  satisfaite  par  toute  valeur  de  x 
qui  anéantit  l'un  des  facteurs  de  son  premier  membre,  et  qu'il 
y  a  dans  ce  premier  membre  quatre  facteurs  égaux  hi{x  —  a), 
on  dit  qu'elle  a  quatre  racines  égales  à  a;  elle  en  a  de  même 

fonction  du  degré  {tn  —  n)  en  contient  (?n  — »);  or  on  a  identiquement 
m=:zn-\-{m  —  n). 

On  peut  démontrer  le  théorème  dont  il  s'agit  très-simplement,  ens'aidant  de 
considérations  géométriques.  En  effet,  si  une  fonction  de  deux  variables  x  eXy 
pouvait  toujours  se  décomposer  en  facteurs  rationnels  du  premier  degré,  l'é- 
quation formée  en  l'égalant  à  zéro,  représenterait  toujours  un  système  de  li- 
gnes droites,  et  jamais  une  ligne  courbe. 
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TROIS  égales  «  b,  et  comme  elle  a  encore  les  deux  racines  c  et  c?, 
elle  se  trouve  avoir  effectivement  nm/" racines,  ainsi  que  l'indi- 
quait l'exposant  de  son  degré. 

Désormais ,  lorsque  nous  dirons  quiine  équation  a  n  racines 
égales  à  a,  nous  entendrons  par  là  que  son  premier  membre  sera 
divisible  par  (x  —  a)"* 

o25.  Nous  pouvons  actuellement  démontrer  un  principe  que 
nous  avons  déjà  eu  occasion  de  citer,  savoir  qu'une  racine  a 
autant  de  valeurs  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  indice.  Supposons, 
en  effet,  que  l'on  demande  la  racine  m™''  d'une  quantité  quel- 
conque A,  et  représentons  cette  racine  inconnue  par  x;  nous 
aurons 

a;*"  =  A ,     ou    a;"*  —  A  =  0. 

Or,  résoudre  celte  équation,  c'est  trouvertoutes  les  quantités 
qui ,  élevées  à  la  puissance  m,  reproduisent  A  ;  donc  les  racines 
de  cette  équation  sont  toutes  les  racines  m"^"  de  A  ;  donc ,  puis- 
qu'elle a  m  racines  ,'7  A  a  m  valeurs» 

Si  l'on  représente  par  a  la  détermination  arithmétique  de  la 
racine  m''^^  de  k ,  c'est-à-dire  la  quantité  que  l'on  trouve  en 
extrayant  la  racine  ?n™"  de  A,  d'après  les  procédés  indiqués  aux 
n"'  507,  29o  et  560,  suivant  que  A  sera  un  nombre ,  un  mo- 
nôme ou  un  polynôme ,  on  pourra  poser  x  =  ay,  et  alors  l'é- 
quation 

x"" — A==0,     se  réduira  à    y"^ — 1  =  0, 

car  a'"  =  A.  Or  les  racines  de  cette  équation  sont  les  m  racines 
m™"  de  l'unité,  donc  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  ^Â,  il 
faut  multiplier  sa  détermination  arithmétique  par  les  m  racines 
m'""  de  V unité. 

^24.  Théorème  IY.  Le  premier  membre  de  toute  équation 
dont  les  coefficients  sont  réels  est  toujours  décomposable  en  fac- 
teurs réels  du  premier  et  du  second  degré,  de  sorte  que  les  racines 
imaginaires  sont  conjuguées  deux  à  deux. 

Si  toutes  les  racines  sont  réelles,  la  chose  est  évidente  (519). 
c.         .  .  27 
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Supposons  donc  qu'il  y  ait  des  racines  imaginaires  et  que 
tx  +  p  yj — 1  soit  une  de  ces  racines. 

Il  est  évident  que  cette  quantité  sera  aussi  racine  de  Téquation 
du  deuxième  degré  (a; — a)^-]-P*=0.  Gela  posé,  effectuez  la  divi- 
sion du  premier  membre  delà  proposée,  que  je  représente  par 
^{x)=  0,  par  {x — a)^+p^  jusqu'à  ce  que  vous  soyez  arrivé  à 
un  Teste  du  premier  degré  par  rapporta  x\  soient  Mic  +  N  ce 
reste,  et  Q  le  quotient,  vous  aurez 

,p(iè)  =  Q{(a7-.a)«  +  p«i  +  Ma;  +  N. 
Cette  équation  étant  vraie  quelle  que  soit  x,  on  peut  y  faire 
x=aL^^\J —  1 ,  et  elle  se  réduira  alors  à 

0  =  (Ma4-N)  +  Mpv/^^, 
ce  qui  exige  que  l'on  ait  à  la  fois  (289) 

Ma  +  N  =  0    et    Mp  =  0; 

et  comme  p  n'est  pas  nul,  il  faut  que 

M=0    et  partant  que    N=:0. 

9(0?)  est  donc  divisible  par  (a;  —  a^+pS  ce  qui  démontre 
notre  théorème ,  et  prouve  en  même  temps  que  les  deux  ra- 
cines aztpv/ —  1  ^6  l'équation  (a; — a)^  +  P^=0  appartiennent 
à  la  proposée  et  qu'ainsi  ses  racines  imaginaires  sont  conjuguées 
deux  à  deux. 

32o.  Nous  avons  établi  que  le  premier  membre  de  toute 
équation  du  degré  m  est  le  produit  de  m  facteurs  du  premier 
degré  formés  en  retranchant  chaque  racine  de  l'inconnue  (^19); 
par  conséquent  on  peut  assimiler  ce  premier  membre  au  pro- 
duit de  m  binômes  qui  ont  tous  un  même  premier  terme  x ,  et 
dont'les  seconds  termes  sont  les  différentes  racines,  de  la  pro- 
posée, 'prises  en  signes  contraires.  Il  suit  de  là  et  de  la  compo- 
sition d'un  pareil  produit  (550)  «que  le  coefficient  du  terme  qui 
en  a^n  avant  lui  est  la  somme  de  tous  les  produits  distincts  que 
l'on  peut,  former  m  multipliant  n  à  nies  racines  prises  en  signes 
contraires;  mais  si  n  est  pair ,  ces  produits ,  et  par  conséquent 
leur  somme,  ne  changeront  pas  en  prenant  les  racines  avec 
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ieurs  signes,  tandis  que,  au  contraire,  si  n  est  impair,  ces  pro- 
duits et  leur  somme  changeront  alors  de  signes.  Nous  pouvons 
donc  établir  la  proposition  suivante  : 

Théorème  Y.  Dans  toute  équation  complète  ^  le  coefficient  du 
-deuxième  terme,  pris  en  signe  contraire,  est  égal  à  la  somme  des 
racines  ; 

Le  coefficient  du  troisième  terme  est  égal  à  la  somme  des  ^produits 
distincts  des  racines  multipliées  deux  à  deux. 

Le  coefficient  du  quatrième  terme ,  pris  en  signe  contraire ,  est 
égal  à  la  somme  des  produits  différents  des  racines  multipliées 
trois  à  trois;  et  ainsi  de  suite,  en  ayant  soin  de  changer  les  signes 
des  coefficients  des  termes  de  rang  pair  ; 

Enfin  le  dernier  terme ,  pris  avec  son  signe  ou  avec  un  signe 
contraire ,  suivant  que  l'équation  est  du  degré  pair  ou  du  degré 
impair,  est  le  produit  de  toutes  les  racines. 

526.  Théorème  VI.  Les  m  relations  qui  existent  entre  les  coef- 
ficients d'une  équation  et  ses  racines  ne  peuvent  pas  servir  à  déter- 
miner ces  racines. 

En  effet ,  si  entre  les  m  équations  qui  expriment  ces  rela- 
tions on  élimine  toutes  les  racines ,  à  l'exception  d'une  seule  , 
que  j'appellerai  a,  on  obtiendra  une  équation  qui  ne  différera 
delà  proposée  qu'en  ce  que  x  y  sera  remplacée  par  a.  En  effet, 
comme  a  ne  désigne  pas  une  racine  plutôt  qu'une  autre,  l'équa- 
tion, quelle  qu'elle  soit,  qui  déterminera  la  valeur  de  a,  devra 
donner  en  même  temps  celles  de  toutes  les  autres  racines  b,  c, 
^ .. .  k  ;  donc  elle  ne  pourra  pas  être  d'un  degré  inférieur  à  celui 
de  la  proposée.  Elle  ne  sera  pas  non  plus  d'un  degré  plus  élevé 
que  m,  car  alors  elle  serait  au  moins  du  degré  2m,  d'après  ce 
que  nous  venons  de  dire ,  et  ainsi  les  équations  qui  expriment 
les  relations  qui  existent  entre  les  coefficients  et  les  racines  de 
la  proposée ,  admettraient  au  moins  deux  systèmes  de  valeurs  ; 
si  donc  on  désigne  ce  deuxième  système  de  valeurs  par  a'  b', 
d  ...  /v',  les  deux  produits 

{x—a){x  —  b){x^c)..,{x—'k) 
et  {x-^o^)  (^— t'j  i^x^d) ^,.{oo^k') 
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devraient  être  égaux,  de  sorte  que  la  proposée  admettrait  2m 
racines.  Donc  Téqualion  qui  déterminera  la  racine  a  sera  l'équa- 
tion proposée  elle-même. 

C'est  au  reste  ce  que  l'on  peut  vérifier  en  résolvant  directe- 
ment les  équations  dont  il  s'agit.  Pour  le  faire  plus  facilement 
je  représenterai  en  général  par  A^  la  somme  des  produits  dis- 
tincts ,  que  l'on  peut  former  en  multipliant  n  k  n  les  racines 
b,c,d,...k;eten  supposant  d'ailleurs  que 

soit  l'équation  proposée,  les  équations  fournies  par  le  théo- 
rème V  seront 

Ai+  a  =•— Pi, 

A2+Aia=:  +  P2, 
ks-{-Aia= — p3, 

A^_2  +  A^_3a  =  db  P^_2 , 

A^_l -|- Awt-2^  =  ^  JTm-l  j 

en  prenant  les  signes  supérieurs  si  m  est  pair,  et  les  signes  in- 
férieurs si  m  est  impair. 

Dans  ces  équations  Ai,  Aa,  A3,  ...  A„i_iSont  desfonctions  des 
racines  by  c,  cl ,  ...  k;  par  conséquent,  si  nous  éliminons  ces 
(^ —  1)  quantités  entre  elles,  l'équation  finale  que  nous  obtien- 
drons ne  renfermera  plus  que  la  seule  inconnue  a,  et  détermi- 
nera ainsi  k  valeur  de  celte  racine.  Pour  opérer  cette  élimina- 
tion, nous  multiplierons  la  première  équation  par  a»»-\  la 
deuxième  par  —  a^^-^,  la  troisième  par  a^^-%  la  quatrième  par 
—  a"'-*,  la  (m— l)™''  pardi  a,  et  la  m™«  par  =pl;  puis  nous 
ajouterons  les  équations-produits  membre  à  membre.  Nous 


*  Observez  que  la  somme  des  produits  distincts  (w  — 1)  à  (m—l)  des  quan- 
tités &,  c,  d, ...  k  est  précisément  leur  produit  bcd...k. 
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trouverons  de  cette  manière,  toutes  réductions  faites  et  après 
avoir  transposé, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

527.  Problème.  Partager  un  nombre  donné  Pi  en  m  parties 
telles  que  les  sommes  des  produits  différents  que  Von  peut  former 
en  les  multipliant  2  à  2,  3  à  3... (m — 1)  à  (m — 1)  soient  des 
nombres  donnés  Pa,  Pb,...  Pm-i,  et  que  leur  produit  soit  égal 
à  P^. 

Il  est  évident  que  si  l'on  forme  une  équation  du  degré  m  qui 
ait  —  Pi  pour  coefficient  de  son  second  terme,  +P8  pour  coef- 
ficient du  troisième,  P3  pour  coefficient  du  quatrième.... 
q=  P,n-ipour  cofficient  du  ?n»^*'  terme,  suivant  que  m  sera  pair 
ou  impair,  et  ±:  P„»  pour  dernier  terme,  les  racines  de  cette 
équation 

xm  __  p,a;"-i  +  Pîrr"'-^ — Paa?"'-^ . .  =p  P„_ia;  di  P^  =  0 

résoudront  la  question  proposée,  car  elle  ne  peut  avoir  qu'une 
solution,  puisque  les  équations  de  ce  problème  seraient  préci- 
sément les  relations  qui  existent  entre  les  coefficients  et  les 
racines  de  l'équation  ci-dessus,  et  nous  venons  de  démontrer 
que  ces  équations  de  relation  ne  pouvaient  admettre  qu'un 
seul  système  de  valeurs. 

528.  Il  suit  du  théorème  V  que  si  les  racines  d'une  équation 
sont  toutes  entières^  les  coefficients  de  cette  équation,  qui  sont  des 
fonctions  entières  de  ces  racines,  seront  entiers. 

La  réciproque  de  cette  proposition  n'est  pas  vraie,  car  une 
équation  peut  n'avoir  que  des  coefficients  entiers  et  ne  pas  avoir  de 
racines  entières.  Telle  est  l'équation  x^ —  3rr  + 1  =:  0. 

529.  Théorème  VII.  Si  les  coefficients  d'une  équation  sont  tous 
des  nombres  entiers,  celui  du  premier  terme  étant  toujours  V unité, 
cette  équation  ne  pourra  avoir  pour  racines  commensurables  que 
des  nombres  entiers. 

Soit 
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une  équation  dont  les  coefficients  sont  tous  des  nombres  entiers, 
et  supposons  que  la  fraction  irréductible  -r  puisse  être  une  de 
ses  racines  :  on  aura  l'identité 

d'où,  en  multipliant  tous  ses  termes  par  &♦"-*,  et  en  isolant  1&: 
premier  dans  le  deuxième  membre, 

Aa™-i  +  Bba"'-^+ . . .  +  Tb'^-^a  +  U6"^^  =  —  y- 

Or  cette  égalité  est  impossible,  car  son  premier  membre  estun- 
nombre  entier,  tandis  que  le  second  est  fractionnaire,  puisque 
Z>,  étant  premier  avec  a,  ne  peut  pas  divisera"*  (Arith.,  85}. 
Donc  aucune  quantité  fractionnaire  ne  peut  vérifier  l'équation 
proposée. 

550.  Corollaire.  5i,  parmi  les  racines  comr)iensurables  d'une 
équation^  il  y  en  a  de  fractionnaires,  tous  ses  coefficients  ne  seront- 
pas  des  nombres  entiers,. 

551.  Il  suit  encore  du  théorème  V  que  quand  une  équation 
a  toutes  ses  racines  réelles  et  positives^  elle  est  complète,  et  son 
premier  membre  n'a  que  des  variations  (58);  au  contraire,  elle 
n'aura  que  des  permanences,  si  toutes  ses  racines  sont  réelles  et 
négatives. 

552.  Réciproquement  I"  lorsqu'une  équation  complète*  n'a^ 
que  des  variations,  toutes  ses  racines  réelles  sont  positives  ;  car , 
si  on  substitue  une  quantité  négative  quelconque  à  la  place  de  x, 
tous  les  termes  de  degré  impair  changeront  de  signes,  tandis 
que  les  autres  conserveront  ceux  dont  ils  sont  affectés.  Le 
résultat  sera  donc  une  somme  de  quantités  toutes  de  mômes 
signes,  et  par  conséquent  ne  pourra  être  nul. 

2°  Si  une  équation  complète  ou  incomplète  n'a  que  des  perma-^ 

*  Cette  restriction  est  nécessaire.  Par  exemple  l'équation  incomplète 
x  —  \){x—2)(x  —  3)=x'^  —  lx-{-6  —  0  n'a  que  des  variations  et  elle  a  une 
racine  négative. 
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nences,  elle  ne  peut  avoir  pour  racines  réelles  que  des  quantités 
négatives,  car  la  substitution  de  tout  nombre  positif,  dans  son 
premier  membre,  donnera  une  somme  de  quantités  positives 
qui  en  conséquence  ne  pourra  pas  être  égale  à  zéro. 

Ces  deux  derniers  principes  ne  sont  qu'un  cas  particulier 
d'une  proposition  beaucoup  plus  générale,  connue  sous  le  nom 
de  règle  des  signes  de  Descartes  ,  du  nom  du  grand  géomètre 
qui  l'a  découverte.  En  voici  l'énoncé  : 

S55.  Théorème  YIII.  Une  équation  complète  ou  incomplète  ne 
peut  pas  avoir  plus  de  racines  positives  qu'elle  n'a  de  variations, 
ni  plus  de  racines  négatives  qu'il  ne  se  trouve  de  variations  dans 
V équation  obtenue  en  y  changeant  xen — x  ;  et  si  toutes  ses  racines 
sont  réelles,  elle  a  précisément  autant  de  racines  positives  que  de 
variations,  et  autant  de  racines  négatives  quil  y  a  de  variations 
dans  sa  transformée  en  —  x. 

En  effet,  on  peut  toujours  regarder  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée  comme  résultant  de  la  multiplication  da 
produit  des  facteurs  du  premier  degré  correspondants  à  ses  ra- 
cines positives  par  le  quotient  obtenu  en  le  divisant  par  ce  pro- 
duit ;  d'après  cela  il  est  clair  que  si  l'on  démontre  qu'en  mul^ 
tipliant  un  polynôme  quelconque  par  un  facteur  (x  —  a),  dans 
lequel  a  représente  une  quantité' positive,  le  produit  aura  au- 
moins  une  variation  de  plus  que  le  multiplicande,  on  devra  en 
conclure  qu'en  multipliant  le  quotient  dont  nous  venons  de. 
parler,  successivement  par  chacun  des  facteurs  du  premier 
degré  correspondants  aux  racines  positives  de  l'équation  pro- 
posée, le  premier  membre  de  cette  équation,  que  l'on  retrou- 
vera ainsi,  renfermera  au  moins  autant  de  variations  qu'il  y  a 
de  racines  positives  ;  de  sorte  que  la  première  partie  de  la 
règle  de -Descarïes  sera  ainsi  démontrée. 

Considérons  donc  un  polynôme  ordonné  suivant  les  puis- 
sances descendantes  de  l'inconnue  o:^.  Soit  ^*"  son  premier  terme. 
—  No?"  son  premier  terme  négatif; +  P^p,  le  premier  terme 
positif  qui  vient  après  ;  —  Qa?«,  le  premier  terme  négatif  qui  le 
suit,  etc.  Soit  enfin  ±:  Ta;' le  premier  d'une  série  de  termes  qui, 
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jusqu'au  dernier  inclusivement,  ont  le  même  signe,  et±V  ce 
dernier  terme  du  polynôme,  qui  sera  ainsi  : 

0?'»+...  — No;"— ...  PicP+...— Qa;«— ...±:Ta;*d=...±:V  [1]. 

Multiplions  ce  polynôme  par  (^  — a),  a  étant  une  quantité  po- 
sitive. Il  est  clair  que  le  premier  terme  du  produit  sera  0?"*+^  (^8), 
que  le  coefficient  de  x""^^  sera  négatif,  car  il  sera  la  somme  de 
— N  et  du  produit  par  — a,  du  coefficient  du  terme  précédent, 
lequel  est  positif  (ce  coefficient  est  zéro,  s'il  n'y  a  pas  dans  le 
multiplicande  de  terme  en  a?"+^}.  On  verra  de  la  même  ma- 
nière que  les  coefficients  dea;P+S  x'^+\...  x*^^  auront  les  mêmes 
signes  que  les  coefficients  respectifs  de  x"^,  xi,...  a;' dans  le  po- 
lynôme multiplicande.  Quant  au  dernier  terme,  il  sera  zp  Va. 
Le  produit  sera  donc  de  la  forme 

Quant  aux  termes  intermédiaires  sous-entendus,  leurs  signes 
dépendront  des  valeurs  numériques  des  coefficients  du  poly- 
nôme proposé  et  de  celle  de  a.  Mais,  quels  qu'ils  soient,  on 
voit  que  depuis  le  terme  ^5?™+^  jusqu'au  terme —  NV'+^  du  pro- 
duit, il  y  a  au  moins  une  variation,  tandis  qu'il  n'y  en  a  qu'une 
seule  du  premier  terme  x"^  au  terme — Naj'^du  multiplicande; 
que  de  même  on  trouve  au  moins  une  variation  depuis  le  terme 
—  N'^'^+^jusqu'au  terme  +PV-^^  du  produit,  tandis  qu'on  en 
rencontre  une  seule  dans  le  multiplicande  depuis  le  terme 
— Nof  jusqu'au  terme  -\-Vx^,  et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent, 
le  produit  présentera  au  moins  autant  de  variations  jusqu'au 
terme  dzTV'^  qu'il  y  en  a  dans  le  multiplicande,  jusqu'au 
terme  ±  Ta;*.  Or,  de  ±  TV+*  à  =p  Va,  il  y  a  au  moins  une  va- 
riation, tandis  qu'il  n'y  en  a  pas  dans  le  multiplicande,  depuis 
zh  Ta?' jusqu'à  ±  V;  donc  le  produit  a  nécessairement  au  moim 
une  variation  de  plus  que  le  multiplicande^. 

*  La  différence  entre  le  nombre  des  variations  du  produit  et  celui  des  va- 
riations du  multiplicande  est  un  nombre  impair.  En  effet,  supposons, 
pour  fixer  les  idées,    que  le  dernier  terme  du  multiplicande  soit  positif, 
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Donc  le  premier  membre  cVune  équation  complète  ou  incom- 
plète a  au  moins  autant  de  variations  que  cette  équation  a  de 
racines  positives  * .  *  -     ;  ij 

534.  Je  dis  maintenant  que  cette  même  équation  ne  peut  pas 
avoir  plus  de  racines  négatives  quil  n'y  a  de  variations  dans 
V équation  que  Von  obtient  en  y  changeant  x  en  —  x.  En  effet,  les 
racines  de  cette  transformée  sont  égales  et  de  signes  contraires 
à  celles  de  la  proposée,  et  par  conséquent  le  nombre  de  ses 
variations  sera  au  moins  égal  à  celui  des  racines  négatives  de 
l'équation  proposée. 

555.  Avant  de  démontrer  la  troisième  partie  de  la  règle  des 
signes  de  Descartes  ^  nous  prouverons  que  7e  nombre  total  des 
variations  de  la  proposée  <p  (x)  =  0  et  de  sa  transformée  ?  ( — x)= 0 
ne  peut  pas  surpasser  r exposant  de  leur  degré. 

Considérons,  en  effet ,  deux  termes  consécutifs  de  rangs  quel- 
conques Qx""  et  Ra;"-^.  Il  pourra  se  présenter  deux  cas ,  selon 
que  p  sera  un  nombre  pair  ou  impair. 

Si  p  est  pair,  n  et  n — p  seront  deux  nombres  de  même 
espèce,  c'est-à-dire  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs,  de 


auquel  cas  le  dernier  terme  du  produit  sera  négatif;  comme  on  ne  peut  pas- 
ser d'un  signe  +  à  un  autre  signe  +  que  par  un  nombre  pair  de  changements 
de  signes,  il  y  aura  un  nombre  pair  de  variations  dans  le  multiplicande,  et 
partant  un  nombre  impair  de  variations  dans  le  produit;  donc  ce  dernier  po- 
lynôme a  un  nombre  impair  de  variations  de  plus  que  l'autre-  Le  raisonne- 
ment serait  le  même  si  le  multiplicande  était  terminé  par  un  terme  né- 
gatif. 

*  On  peut  ajouter  que  s'il  en  a  davantage,  il  en  a  un  nombre -pair  de  plus. 
Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  divisé  le  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée par  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  correspondant  à  ses  ra- 
cines positives.  Il  résulte  des  n^s  j;24  et  o2K,que  le  dernier  terme  du  quotient 
sera  positif,  de  sorte  que  si  ce  quotient  renferme  des  variations,  il  en  con- 
tiendra un  nombre  pair.  Or,  pour  chaque  facteur  correspondant  à  une  ra- 
cine positive  par  lequel  on  le  multipliera,  on  augmentera  le  nombre  de  ses 
variations  d'un  nombre  impair;  de  sorte  que  le  premier  membre  de  la  propo- 
sée présentera  un  nombre  pair  ou  impair  de  variations,  selon  que  le  nombre 
des  racines  positives  sera  pair  ou  impair.  La  différence  entre  le  nombre  de  ces 
variations  et  celui  de  ces  racines  sera  donc  un  nombre  pair. 
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sorte  que,  quand  on  chanp:ei*a  rren  —  x,  ces  termes  conserveront 
leui-s  signes  ou  en  changeront  tous  les  deux  ;  donc  s'ils  formaient^ 
inie  perniaïu'nce  ou  une  variation  dans  la  propos(^e ,  ils  forme- 
ront pareillement  une  permanence  et  une  variation  dans  la 
ti'Uistbrmc^e ,  et  ils  fourniront  ainsi  ztro  ou  deiui:^  variations. 

Si  p  est  impair,  n  et  n — p  sont  deux  nombres  d'espèces  dif- 
férentes, de  sorte  que  quand  on  changera  x  en  —  x,  l'un  d'eux, 
conservera  son  signe  ol  l'autre  en  changera;  donc  s'ils,  for- 
maient une  permanence  ou  une  variation  dans  la  proposée,  ils 
formeront  une  variation  ou  une  permanence  dans  la  transfor.-- 
mée,.ct  ils  fourniront  ainsi  une  varintion  en  tout» 

Or  p  vaut  au  moins  deux  unités  dans  le  premier  cas,,  et  mia. 
dans  le  second  :  d'où  il  suit  que  le  nombre  des  variatioiis  pra-' 
duites  par  deux  ternies  consécutifs^,  tnnt  dans  la  proposée  que 
dans  la  transformée  y,  ne  peut  pas  surpasser  la  différence  de  leurs 
exposants. 

Cela  posé ,  soit 

l'équation  proposée;  désignons  par  v,  v',  v'\,,,  les  nombres 
respectifs  de  variations  fournies  par  le  prçmicr  et  le  deuxième 
terme ,  le  deuxième  et  le  troisième ,  le  troisième  et  le  qua- 
trième , . . . .  tant  dans  la  proposée  que  dans  sa  transformée 
<p(— ir)=r0,  on  aura 

donc 

^, _j_ v' 4-  v"J^, .  ,'j^n  +  n'+  7f  +  ..  .r=m, 

car  c'est  en  reti\inchant  successivementn,7i'jn".. .  deTexpo- 
sant  ??i  du  premier  terme  qu'on  est  arrivé  à  Texposant  zéro  du 
dernier. 

Ô56.  Nous  pouvons  maintenant  démontrer  la  troisième  partie 
de  la  règle  de  Descartes.  En  effet,  si  toutes  les  racines  sont 
réelles ,  leur  nombre  est  égal  à  m  ;  de  sorte  qu'en  désignant 
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par  j)  le  nombre  de  ses  racines  positives  et  par  n  celui  de  ses 
racines  négatives,  on  aura 

'p-\-n=.m. 

D'un  autre  côté,  le  nombre  total  V  +  Y'  des  variations<Je  9  (a?) = 0 

et  de  sa  transformée  ©  ( — x)  =  ô  ne  peut  pas  surpasser  m  ;  il  ne 

saurait  non  plus  être  plus  petit,  en  vertu  des  deux  premières 

parties  de  la  règle  de  Descartes,  puisque  toutes  les  racines  sont 

réelles;  donc 

V  +  V'=m, 
et  partant 

Or  V  n'est  pas  moindre  que;?,  comme  nous  Tavons  démontré; 
il  ne  peut  pas  non  plus  surpasser/;,  sans  quoi  n  serait  plus  ^rand 
que  y,  ce  qui  n'est  pas;  donc  73  =  V  et  7î  =  y';  donc  rjuand 
une  érjuation  complète  ou  incomplète  a  toutes  ses  racines  réelles, 
elle  a  autant  de  racines  positives  que  de  variations  et  autant 
de  racines  négatives  qu'il  y  a  de  variations  dans  sa  transformée 
en — X. 

S57.  On  peut ,  à  Vaide  de  la  règle  des  signes  de  Descartes  , 
reconnaître  qu'une  équation  a  des  racines  imaginaires  et  trouver 
une  limite  inférieure  du  nombre  de  ces  racines.  Désignons,  en 
effet,  par  Y  le  nombre  toUd  des  variations  de  l'équation  pro- 
posée et  de  sa  transformée  en  —  a?  :  celte  équation  aura  au  plus 
Y  racines  réelles  ;  donc  si  Y  <  m ,  elle  a  au  moins  m  —  Y  ra- 
cines imaginaires. 

Si  Ton  considère,  par  exemple,  l'équation  rr*—  1  =0,  on 
verra  que  si  m  est  pair,  elle  présente  ainsi  que  sa  transformée 
{—x^  —1  =  0  une  variation ,  et  qu'elle  a  en  conséquence  au 
moins  {m —  2)  racines  imaginaires  ;  mais  +1  et  —  1  sont  évi- 
demment racines  de  cette  équation  ;  donc  elle  a  (m — 2)  racines 
imaginaires.  Si  m  est  impair,  sa  transformée  n'a  point  de 
variation,  et  par  conséquent  elle  a  (m — 1)  racines  imaginaires. 

o58.  On  peut  même  déterminer,  à  t inspection  seule  d'une 
équation  incomplète,  une  limite  inférieure  du  nombre  de  ses 
racines  imaginaires. 
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Reprenons  en  effet  l'équation 

et  désignons  encore  par  v,  v\  v\...  les  nombres  respectifs  de 
variations  fournies  par  le  premier  et  le  deuxième  terme,  le 
deuxième  et  le  troisième,  le  troisième  et  le  quatrième,....  tant 
dans  cette  équation  que  dans  sa  transformée  en  —  x;  nous 
aurons 

m  =  n  +  n'-}-n"-{-.,.,    et    Y  =  v-\-v' +  v"  + . .. , 

de  sorte  que 

m  —  V  =  (n-v)  +  (n'—v')  +  (n"—v")  +  ... 

Si  toutes  les  différences  (n— v),  (71'— v'),  {n!'—v"). . .  ne  sont  pas 
nulles,  m — Y  ne  l'est  pas  non  plus,  car  aucune  de  ces  diffé- 
rences ne  peut  être  négative  (353),  et  l'équation  a  au  moins 
autant  de  racines  imaginaires  qu'i^  est  marqué  par  la  somme 
de  celles  de  ces  différences  n — v,  n' — v', . . .  qui  ne  sont  pas  égales 
à  zéro. 

Cela  posé,  supposons  qu'il  manque  un  nombreimpair(2  A;  -|- 1) 
de  termes  entre  deux  termes  de  mêmes  signes,  de  sorte  que  la 
différence  de  leurs  exposants  soit  n=2k-\-2.  Dans  ce  cas,  le 
nombre  v  des  variations  produites  par  ces  deux  termes  dans  l'é- 
quation proposée  et  dans  sa  transformée  est  égal  à  zéro  (353)  ; 
donc  n—v  =  2  /c  +  2  ;  donc  (m~V)  est  au  moins  égal  à  2  k-{-2  ; 
donc  il  y  a  au  moins  2k-\-2  racines  imaginaires. 

Si  les  deux  termes  entre  lesquels  il  en  manque  (2/c  +  1)  sont 
de  signes  contraires,  v  =  2,  etn—v=2k;  donc  alors  il  y  a  au 
moins  2k  racines  imaginaires. 

Observons  que  si  alors  k=0,  il  peut  ne  pas  y  avoir  de  racines 
imaginaires  ;  de  sorte  que  Vabsence  d'un  terme  entre  deux  autres 
qui  sont  affectés  de  signes  contraires  n'indique  rien.  Ainsi  l'équa- 
tion (^—  \){x--2)(x-{-3)  =  x^—7x-\-Q  =  0n'di  pas  de  racines 
imaginaires. 

Supposons  maintenant  qu'il  manque  un  nombre  pair  2k  de 
termes  entre  deux  termes  quelconques:  alors 7i= 2 /c+l  ett;=l  ; 
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donc  n — v='2k,  et  il  y  a  au  moins  2k  racines  imaginaires, 
quels  que  soient  les  signes  des  deux  termes. 

Concluons  de  cette  discussion  r  que  quand  deux  termes  con- 
sécutifs sont  de  mêmes  signes ,  V équation  a  au  moins  autant  de 
racines  imaginaires  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  plus  grand  nombre 
pair  contenu  dans  la  différence  de  leurs  exposants; 

2°  Que  quand  deux  termes  consécutifs  sont  de  signes  contraires, 
il  y  a  au  moins  autant  de  racines  imaginaires  qu'il  y  a  d\inités 
dans  le  plus  grand  nombre  pair  contenu  dans  la  différence  de 
leurs  exposants,  diminuée  d'une  unité  ; 

3°  Que  s'il  y  a  plusieurs  lacunes  de  termes  dans  le  jjremier 
membre  d'une  équation  i.  cette  équation  a  au  moins  le  nombre 
total  des  racines  imaginaires  indiquées  par  chacune  d^elle  en  par- 
ticulier. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  a;"' +  1  —  0.  La  différence  des 
exposants  de  ses  deux  termes  est  m.  En  conséquence,  si  m  est 
pair,  toutes  ses  racines  sont  imaginaires;  et  si  m  est  impair, 
elle  a  (m —  1)  racines  imaginaires,  car  il  est  évident  que  — 1  la 
vérifie  alors. 

Prenons  encore  pour  exemple  l'équation 

x^—2x^  —  x^'-x^  +  2x-{-2  =  0. 

Les  deux  premiers  termes  accusent  l'existence  de  deux  racines 
imaginaires  au  moins  ;  il  en  est  de  même  du  deuxième  et  du 
troisième  ;  donc  cette  équation  a  au  moins  quatre  racines  ima- 
ginaires. 

Appliquez  la  règle  à  l'équation  a:;-'"+jj^"*+^=  0. 

559.  On  peut  encore  reconnaître  quelquefois  qu'une  équa- 
tion a  des  racines  imaginaires,  lorsque  les  règles  précédentes 
ne  fournissent  aucune  indication.  Pour  cela,  on  multiplie  le 
premier  membre  de  l'équation  proposée  (f{x)==0  par  (a; — a}, 
et  on  profite  de  l'indétermination  de  a  pour  faire  en  sorte  que 
le  nombre  des  variafions  du  produitsurpasse  de  plus  d'une  unité 
celui  des  variations  de  o{x),  ou  que  ce  produit  ait  moins  de 
variations  que  ©(a?)  ;  et,  si  la  chose  est  possible,  l'équation  pro- 
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posée  a  des  racines  imaginaires.  Car,  si  toutes  les  racines  de 
^{x)=0  étaient  réelles,  cette  équation  aurait  autant  de  racines 
positives  que  de  variations,  et  par  conséquent  la  transformée 
^{x).{x—a)^0,  devrait  avoir  une  seule  variation  de  plus  que 
la  proposée,  si  a  est  positif,  et  autant  de  variations  qu'elle,  si  a 
est  négatif. 

*S40.  M.  Sturm  a  donné  le  moyen  d'obtenir  ainsi  une  limite 
inférieure  du  nombre  des  racines  imaginaires.  Supposons,  en 
effet,  qu'en  donnant  à  a  une  valeur  positive,  on  ait  trouvé  que 
l'équation  (^{x) .  (x—a)=0  a  k  variations  de  plus  que  la  propo- 
sée *,  que  nous  supposerons  être  du  degré  m  et  avoir  v  varia- 
ntions.  La  transformée  en — x  de  cette  équation  aura  donc  au 
plus  m+l — '^ — k  variations,  de  sorte  que  9(5;)= 0  ne  peut 
pas  avoir  plus  dem+ 1 — v — k  racines  négatives,  car  ses  ra- 
cines négatives  sont  les  mêmes  que  celles  de  9(3?) .  (x — a)  =  0. 
Mais  elle  a  au  plus  v  racines  positives;  donc  elle  a  au  moins 
m — (m-f-1  —  V — k-\-v):==zk'—l  racines  imaginaires. 

Si  ci<<Q,  et  que  (^(x)  ,{x--a)z=0  ait  k  variations  de  moins 
que<p(a7)  =  0,  que  nous  supposons  toujours  en  avoir  v,  cette 
transformée  aura  au  plus  {v — k)  racines  positives,  et  il  en  sera 
de  même  de  cp(a;)  =  0.  Mais  cp( — x)  a  au  plus  (m — v)  variations; 
donc  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée  est  au  plus 
égal  hv — k-]-m — v=m — k;  donc  elle  a  au  moins  k  racines 
imaginaires. 

Prenons  pour  exemple  l'équation 

x^ — x''~\-a^  —  x^  —  X — 1=0: 
en  multipliant  son  premier  membre  par  {x — a),  on  trouvera 


x'—l 


a 


x^+l 
+a 


a;*— 1 
—  a 


x^+\\x^—\ 


x-\-a^=.0, 


-f  à|    —  a 
et  on  voit  immédiatement  qu'en  posant  a= — 1  elle  se  réduit  à 

rc«— 1  =  0  , 
équation  qui  a  quatre  variations  de  moins  que  la  proposée  ;  donc 
celle-ci  a  quatre  racines  imaginaires,  car  elle  est  vérifiée  parir=l. 

\Ce  nombre  h  est  impair,  d'après  la  note  de  la  page  424. 
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Prenons  encore  pour  exemple  l'équation 
a;3_j_3^2_j_  12^-1-4—0. 
En  multipliant  son  premier  membre  par  {x  —  a) ,  on  trouvera 


—  a 


x'~+   4 
—  12a 


•4a=0. 


On  voit  qu'en  donnant  à  a  une  valeur  comprise  entre  +  3  et 
+  4,  cette  équation  aura  trois  variations,  tandis  que  la  propo- 
sée n'en  a  aucune;  donc  cette  proposée  a  (3  — 1)=:2  racines 
imaginaires  (524). 

S41.  On  a  longtemps  énoncé  la  règle  des  signes  de  Descartes 
de  la  manière  suivante  :  Une  équation  n'a  pas  plm  de  racines 
positives  qu'elle  n'a  de  variations^  ni  plus  de  racines  négatives 
qu'elle  n'a  de  permanences  ;  et  si  toutes  ses  racines  sont  réelles^ 
elle  a  autant  de  racines  positives  que  de  variations  et  autant  de 
racines  négatives  que  de  permanences.  Mais  cet  énoncé  est  inexact, 
car  les  deuxième  et  troisième  parties  de  ce  théorème  ne  sont 
pas  vraies,  si  l'équation  que  l'on  considère  est  incomplète,  à 
moins  que,  dans  ce  cas,  on  n'ait  eu  soin  de  la  compléter  au- 
paravant, en  y  rétablissant  les  termes  qui  manquent,  en  leur 
donnant  le  coefficient -srero,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  signe 
^ont  on  affecte  ce  coefficient. 

Si  la  proposée  est  complète,  ou  si  on  Fa  rendue  telle,  ainsi 
que  nous  venons  de  l'indiquer,  on  conçoit  qu'en  y  changeant  x 
en  — X,  on  obtiendra  une  transformée  qui  aura  autant  deva- 
viations  et  de  permanences  que  la  proposée  a  de  permanences 
et  de  variations  ;  car  deux  termes  consécutifs  étant  l'un  de  degré 
pair  et  l'autre  de  degré  impair,  quand  on  y  remplacera  x  par 
— X,  l'un  d'eux  conservera  son  signe  et  l'autre  en  changera, 
de  sorte  que  s'ils  formaient  une  permanence  ou  une  variation, 
ils  formeront  maintenant  une  variation  et  une  permanence. 
.Mais  les  racines  positives  de  la  transformée  sont  les  racines 
négatives  de  la  proposée  ;  donc  celle-ci  n'a  pas  plus  de  racines 
négatives  qu'elle  n'a  de  permanences. 

Maintenant  si  l'équation  étant  complète,  toutes  ses  racines 
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sont  réelles,  le  nombre  total  P+V  des  permanences  et  des  va- 
riations de  son  premier  membre  sera  égal  au  nombre  total  p+n 
des  racines  positives  et  des  racines  négatives,  puisqu'il  y  a  tou- 
jours dans  une  équation  complète  autant  de  successions  de 
signes  que  d'unités  dans  l'exposant  de  son  degré,  lequel  est, 
dans  notre  hypothèse,  égal  au  nombre  des  racines  positives  et 


négatives.  Ainsi 


P+V=p  +  7i. 


Or  si  V  était  plus  grand  que  p  ,  il  faudrait  que  P  fût  moindre 
que  n,  ce  que  nous  avons  reconnu  tout  à  l'heure  impossible. 
D'ailleurs  Y<^p;  donc  V  =  ^  et  partant  P  =  n.  Donc  quandune 
équation  complète  a  toutes  ses  racines  réelles,  elle  a  autant  de 
racines  positives  que  de  variations  et  autant  de  racines  négatives 
que  de  jjermanences . 

On  pourrait  déduire  du  deuxième  énoncé,  mais  rectifié,  de 
la  règle  des  signes  de  Descartes  les  limites  inférieures  que  nous 
avons  données  plus  haut  du  nombre  des  racines  imaginaires 
d'une  équation,  mais  il  est  inutile  de  nous  arrêter  sur  ce  sujet. 

S42.  Théorème  IX.  Lorsque  deux  nombres  substitués  successif 
vement  dans  le  premier  membre  d'une  équation  donnent  deux  résul- 
tats de  signes  contraires,  ces  deux  nombres  comprennent  au  moins 
vme  racine  réelle  de  'cette  équation. 

Soient  a  et  p  les  deux  nombres  qui,  substitués  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  (p(^)  =  0,  donnent  deux  résultats  de  si- 
gnes contraires,  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  a  soit 
plus  petit  que  p,  et  que  l'on  ait  9(a)<0  et  cp(p)>0.  Gela  posé, 
concevons  que  l'on  fasse  croître  x  d'une  manière  continue  de- 
puis a  jusqu'à  p  :  la  fonction  (l>{x)  variera  d'une  manière  continue 
(487),  de  sorte  qu'elle  passera  par  tous  les  états  de  grandeur 
compris  entre  la  quantité  négative  (f(a)  et  la  quantité  positive 
^(P)  ;  donc  il  y  a  ai^  moins  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  p 
pour  laquelle  la  fonction  (ù{x)  se  réduit  à  zéro;  donc  cette  va- 
leur de  X  est  racine  de  l'équation  proposée. 

J'ai  dit,  au  moins  une  valeur  de  x,  parce  que  la  fonction  <s^{x) 
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peut  recevoir  des  valeurs  qui  croîtront  jusqu'à  une  certaine  li- 
mite, pour  décroître  ensuite  jusqu'à  une  autre  limite,  et  croître 
de  nouveau,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  qu'il  peut  se  trouver 
entre  a  et  p  plusieurs  valeurs  de  x  pour  lesquelles  (^{x)  s'anéan- 
tisse, c'est-à-dire  qui  soient  racines  de  l'équation  proposée 
^{x)  =  Q, 

Remarquons  que  cette  démonstration  ne  suppose  qu'une 
chose,  savoir  :  que  9(0?)  varie  d'une  manière  continue  lorsque  x 
croît  aussi  d'une  manière  continue.  Ainsi,  le  théorème  que  nous 
venons  d'établir  sera  vrai,  quelle  que  soit  l'équation  proposée 
<p^a;)=0,  qu'elle  soit  algébrique  ou  non,  pourvu  que  son  pre- 
mier membre  satisfasse  à  cette  condition  ;  mais  il  n'y  a  que  les 
équations  algébriques  rationnelles  et  entières  pour  lesquelles  il 
soit  apphcable  sans  aucune  restriction. 

S45.  Théorème  X.  Lorsque  deux  nombres  comprennent  un 
nombre  impair  de  racines  cCune  équation,  ces  nombres,  substi- 
tués dans  son  premier  membr^e,  donneront  deux  résultats  de  si- 
gnes  contraires;  mais  ils  donneront  deux  résultats  de  mêmes  si- 
gnes, si  le  nombre  des  racines  qu'ils  comprennent  est  zéro  ou  un 
nombre  pair. 

Soient  en  effet  a,  b,c,..,k  les  racines  comprises  entre  les  deux 
nombres  a  et  p  :  nous  pourrons  diviser  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée  par  le  produit  des  facteurs  du  premier  de- 
gré correspondants  à  ces  racines.  Appelons  '\{x)  le  quotient  de 
cette  division,  et  le  premier  membre  de  l'équation  proposée 
pourra  être  mis  sous  la  forme 

{x—a)  {x — b){x  —  c)...{x  —  /e)4(^)> 
de  sorte  que  les  résultats  trouvés  en  remplaçant  x  successive- 
ment par  a  et  par  p,  reviendront  aux  produits 

•(a-a)(a-6)(a-c)...(a-A').'K«),  [3] 

(P-a)(p-5)(l3-c)...(p-/^).+(P).  [4] 

Or  j'observe  que  les  nombres  «J^(a)  et   <|/(P)  sont   de  même 

signe,  sans  quoi  a  et  p  comprendraient  au  moins  (^42)  une 

c.  28 
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racine  réelle  de  l'équation  vj>(a?)  =  G,  c'est-à-dire  une  racine  de 
la  proposée  autre  que  a,  b,  c,...k.  Cela  posé,  si  nous  supposons 
a<Cp,©n  voit  que  tous  les  facteurs  a  — a,  a — b,  a — c,...(a — k) 
sont  négatifs,  de  sorte  que  leur  produit  sera  négatif,  si  les  ra- 
cines a,  b,  c,.,.k  sont  en  nombre  impair  (58);  mais  le  produit 
[4]  est  au  contraire  positif;  donc  les  produits  [3]  et  [4]  sont  de 
signes  contraires,  puisque  les  facteurs  ^(a)  et  ^^p)  ont  le  même 
signe. 

Il  est  évident  que  ces  deux  produits  auraient  le  même  si- 
gne, si  le  nombre  des  racines  a,  b,  c,.../c,  comprises  entre  a  etp 
était  pair. 

Dans  le  cas  où  les  nombres  a  et  p  ne  comprendraient  aucune 
racine  de  la  proposée,  les  résultats  de  leur  substitution  à  la 
place  de  x  dans  son  premier  membre  auraient  le  même  signe, 
sans  quoi  ces  deux  nombres  comprendraient  au  moins  une  ra- 
cine de  cette  équation  (S 4 2). 

^44.  Théorème  XL  Réciproquement  si  deux  nombres  sub- 
stitués dans  le  premier  membre  d'une  équation  donnent  deux  ré- 
sultats de  signes  contraires^  ils  comprennent  un  nombre  impair 
de  racines  de  celte  équation,  sans  quoi  ces  résultats  auraient  le 
même  signe;  et  sHls  donnent  deux  résultats  de  même  signe, 
ils  ne  comprennent  point  de  racines,  ou  ils  en  interceptent  un 
nombre  pair,  sans  quoi  les  deux  résultats  seraient  affectés  de 
signes  contraires. 

34o.  ScoLiE.  Il  est  important  de  remarquer  que,  dans  les 
énoncés  de  ces  deux  derniers  théorèmes,  il  faut  avoir  égard  au 
degré  de  multiplicité  des  racines  égales  (32.2)  qui  pourraient 
être  comprises  entre  les  nombres  substitués  a  et  p.  Ainsi  dans 
l'équation 

{X—  3)  {x  —  k)\x  —  h)\x  —  6)  (^  —  8)  =  0  , 

il  y  a  new/"  racines  interceptées  entre  2  et  7. 

*>46.  Théorème  XII.  Toute  équation  de  degré  impair  a  né- 
cessairement une  racine  réelle  de  signe  contraire  à  celui  de  son 
dernier  terme,  et  si  elle  a  plusieurs  racines  réelles,  celles  qui  sorti 
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de  signe  contraire  au  dernier  terme  sont  en  nombre  impair,  et 
les  autreSf  s'il  y  en  a,  sont  en  nombre  pair. 
Soit 

réqualion  proposée,  et  supposons  d'abord  que  son  dernier 
terme  soit  négatif.  Si  l'on  y  fait  x==^0,  son  premier  membre  se 
réduira  à  son  dernier  terme,  et  aura  ainsi  un  résultat  néga- 
tif. Gela  posé,  mettons  x"*  en  facteur  commun  de  tous  les  ter- 
mes du  deuxième  membre,  il  viendra 

"""1  ^+^+^^  +  ^^  +  -  +  i^j' 

et  si  Ton  donne  à  x  des  valeurs  positives  qui  croissent  indéfi- 
niment, il  est  clair  que  tous  les  termes  qui  ont  x  dans  leur  dé- 
nominateur décroîtront  indéfiniment,  de  sorte  que  l'on  arrivera 
à  une  valeur  -|-  L  de  x,  pour  laquelle  leur  somme  sera  moindre 
que  l'unité  en  valeur  absolue  ;  par  conséquent,  à  partir  de  cette 
valeur  de  x,  le  polynôme  compris  dans  les  accolades  restera  con- 
stamment positif,  et  comme  il  en  est  de  même  du  facteur  x''\ 
on  n'obtiendra  plus  que  des  résultats  positifs,  et  ainsi +  L  sur- 
passe toutes  les  racines  positives  de  la  proposée.  Puis  donc  que 
zéro  et  -f-  L  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  ces 
deux  nombres  comprennent  une  racine  positive,  et  ils  en  com- 
prennent un  nombre  impair,  s'il  y  en  a  plus  d'une. 

Si  ou  remplace  maintenant  x  par — x  dans  l'équation  ^x)  =  0, 
et  qu'on  change  ensuite  les  signes  de  tous  les  termes,  on  aura 
une  transformée  dont  les  racines  seront  égales  et  de  signes  con- 
traires à  celles  de  cp(:r)  =  0  et  dont  le  dernier  terme  sera  positif. 
On  verra  alors,  en  reprenant  le  raisonnement  précédent,  que 
les  substitutions  de  zéro  et  de  +  L,  dans  son  premier  membre, 
donneront  deux  résultats  de  même  signe,  de  sorte  que  les 
racines  positives  de  cette  équation,  et  par  conséquent  les  ra- 
cines négatives  de  la  proposée,  seront  en  nombre  pair,  si  elle  a 
de  pareilles  racines. 

Supposons  çLçtuellement  que  le  dernier  terme  de  l'équation 
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(^{x)  =  0  soit  positif  :  nous  remplacerons  a;  par  —  rr  dans  cette 
équation,  et,  après  avoir  changé  les  signes  de  tous  les  termes, 
nous  obtiendrons  une  transformée  dont  le  dernier  terme  sera 
négatif;  elle  aura  donc,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  un  nombre 
impair  de  racines  positives  et  un  nombre  pair  de  racines  néga- 
tives; par  conséquent  la  proposée  aura  au  contraire  un  nombre 
impair  de  racines  négatives  et  un  nombre  pair  de  racines  posi- 
tives. 

^47.  Théorème  XIII.  Toute  équation  de  degré  pair,  dont  le 
dernier  terme  est  négatif,  a  au  moins  deux  racines  réelles,  l'une 
'positive  et  Vautre  négative,  et  si  elle  a  plus  de  deux  racines 
réelles,  ses  racines  positives  sont  en  nombre  impair,  ainsi  que 
ses  racines  négatives. 

Soit 

cp(a7)=a;''"+Aa^"'-i  +  B.T'"-2+....  — U=0 

l'équation  proposée,  dans  laquelle  U  représente  une  quantité 
positive.  Si  l'on  fait  a?=0  dans  son  premier  membre,  on  trou- 
vera un  résultat  négatif.  Cela  posé,  si  l'on  met  x"^  en  facteur 
commun  de  tous  ses  termes,  on  reconnaîtra,  en  répétant  les 
raisonnements  que  nous  avons  ffiitsdans  le  numéro  précédent, 
qu'il  existe  une  valeur  +  L  de  a;,  à  partir  de  laquelle  le  poly- 
nôme cp(a7)  restera  constamment  positif,  de  sorte  que +L  sur- 
passera toutes  les  racines  réelles  de  la  proposée.  Puis  donc  que 
ir  =  0  et^  =  +L  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires, 
ces  deux  nombres  comprennent  au  moins  une  racine  positive 
de  <^{x)=0,  et  ils  en  comprennent  un  nombre  impair,  si  elle  en 
a  plus  d'une. 

Si  dans  l'équation  proposée  on  change  x  en  —  x,  son  pre- 
mier terme  ne  changera  pas,  de  sorte  que  le  dernier  terme  de 
la  transformée  étant  négatif ,  elle  aura  un  nombre  impair  de  ra- 
cines positives;  donc  la  proposée,  dont  les  racines  ne  diffèrent 
des  siennes  que  par  les  signes,  aura  un  nombre  impair  de  ra- 
cines négatives. 

S48,  Théorème  XIV.  Toute  équation  qui  a  des  racines  ima- 
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ginairesen  a  toujours  un  nombre  pair;  si  elle  n'a  que  de  pareilles 
racines,  son  dernier  terme  sera  positif,  et  si  on  substitue  des  nom- 
bres quelconques  à  la  place  de  x,  on  ne  trouvera  que  des  résultats 
positifs  * 

En  effet,  si  Ton  divise  le  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée par  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  correspon- 
dants à  toutes  ses  racines  réelles,  et  qu'on  égale  à  zéro  le  quo- 
tient de  cette  division,  on  formera  une  équation  qui  aura  pour 
racines  toutes  les  racines  imaginaires  de  la  proposée,  et  qui 
n'en  aura  point  d'autres.  Il  faut  donc  que  cette  équation-quo- 
tient soit  de  degré  pair  (M(>},  et  que  son  dernier  terme  soit 
positif  (o47). 

De  plus,  si  l'on  y  substitue  des  nombres  quelconques  au  lieu 
de  Xj  on  ne  pourra  trouver  que  des  résultats  positifs  ;  car,  s'il 
n'en  était  pas  ainsi,  puisque  x  =  0  réduit  le  premier  membre  à 
son  dernier  terme,  notre  équation-quotient  aurait  au  moins  une 
racine  réelle  comprise  entre  les  deux  nombres  dont  la  substi- 
tution aurait  donné  deux  résultats  de  signes  contraires. 

549.  ScoLiE.  La  réciproque  de  la  dernière  partie  du  théorème 
précédent  n'est  pas  vraie,  car  les  équations  qui  ne  renferment 
que  des  racines  réelles  égales,  dont  le  degré  de  multiplicité  est 
pair,  ou  qui  ne  renferment  que  de  pareilles  racines  jointes  à 
des  racines  imaginaires,  jouissent  aussi  de  la  propriété  de  donner 
des  résultats  constamment  positifs,  quelques  valeurs  réelles  que 
l'on  y  substitue  au  lieu  de  x.  Telles  sont  les  équations 

(X  —  af"" .  (x  —  b)-^ .  (x  —  cf^  =  0, 

(x—af^.ix—  byp .  {x]—  c)'«.  \{x  —  af  +  f-].\  {x—a.'f+  p]  =  0 

530.  Nous  terminerons  cette  première  partie  de  la  théorie 
générale  des  équations,  en  faisant  une  application  des  principes 
que  nous  avons  établis,  à  la  solution  de  cette  question  : 

*  Ce  théorème  est  une  conséquence  directe  du  théorème  IV,  car  d'abord  les 
racines  imaginaires  sont  toujours  conjuguées  deux  à  deux,  et  si  une  équation 
n'a  que  des  racines  imaginaires,  son  premier  membre  est  le  produit  de  facteurs 
du  second  degré,  tels  que  {x  —  a)^  +  p^. 
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Problème.  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  les 
coefficients  de  l'équation 

x'  +  px  +  q=:0,  [5] 

pour  que  ses  trois  racines  soient  réelles. 

Nous  supposerons  que  le  dernier  terme  q  soit  négatif,  et  cela 
n'altérera  pas  la  généralité  des  résultats  ;  car,  si  q  était  positif, 
en  remplaçant  x  par  —  a?  et  en  changeant  ensuite  les  signes  de 
tous  les  termes,  on  obtiendrait  une  transformée  dont  le  dernier 
terme  serait  négatif,  et  comme  cette  transformée  aurait  ses  ra- 
cines égales  et  de  signes  contraires  à  celles  de  la  proposée,  les 
conditions  qui  expriment  que  les  racines  de  l'une  sont  réelles 
doivent  exprimer  qu'il  en  est  de  même  de  celles  de  l'autre. 

Cela  posé,  l'équation  proposée  ayant  son  dernier  terme  né- 
gatif aura  une  racine  réelle  positive,  et  elle  n'en  aura  qu'une, 
puisque  son  premier  membre  n'a  qu'une  variation  (555).  Soit 
a  cette  racine  :  si  l'on  divise  x^  -{-px-\-q  par  {x  —  a)  et  qu'on 
égale  à  zéro  le  quotient  de  cette  division,  on  formera  l'équation 

x'-  +  ax  +  {a^  +  p)  =::  G,  [6] 

dont  les  racines  seront  les  deux  autres  racines  de  la  proposée,.  ^ 
de  sorte  que,  pour  que  celle-ci  ait  ses  trois  racines  réelles,  il 
faut  que  l'on  ait 

«^  ■—  k(a^  +  p)  >  0,     ou     3a^  +  4p  <  0. 

p  doit  donc  être  une  quantité  négative,  et  c'est  ce  qui  résulte 
d'ailleurs  de  la  règle  des  signes  de  DescarteSy  car  si  p  >>  G, 
l'équation  x^-\-px  -\-q  =  OaL  nécessairement  deux  racines  ima- 
ginaires (358).  De  3a-  +  4j9  <  0,  on  tire 


.<^. 


Mais  a  est  la  seule  racine  positive  de  la  proposée  ;  donc,  en  rem- 
plaçant X  par  y  — *  -?■  ^^^  ^^^  ^^^^  quantité  plus  grande  que  a, 
il  faut  que  l'on  ait  un  résultat  posilif,  sans  quoi  entre  zéro  et 
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-^qui  donneraient  deux  résultats  négatifs,  il  ne  pourrait 

o 


d'où 


pas  se  trouver  la  seule  racine  positive  a  (o44),  donc 

et  comme  les  deux  membres  de  cette  inégalité  sont  positifs,  on 
pourra  les  élever  au  carré,  ce  qui  donnera 

—  ^>q\    ou  enfin    4p^  +  27^5<0. 

Telle  est  la  seule  condition  nécessaire,  pour  que  les  racines  de  l'é- 
quation proposée  soient  réelles,  puisqu'elle  exige  que  p  soit  <<0. 
Elle  est  suffisante,  car  si  elle  est  remplie,  la  substitution 

de  W — ^  dans [5]  donnera  un  résultat  positif, et  commea;=0 
en  donne  un  négatif,  cette  équation  aura  une  racine  positive 


a< 


v/-f. 


et  elle  n'en  aura  qu'une  seule  positive,  puisque  son  premier 
membre  ne  présente  qu'une  variation.  Mais  de  celte  inégalité, 

on  tire 

3a-  +  4j)<0, 

et  ainsi  l'équation  [6]  a  ses  deux  racines  réelles,  de  sorte  que 
celles  de  la  proposée  le  sont  aussi. 
5d1.  Remarquons  que  si  l'on  avait 

les  deux  racines  de  l'équation  [6]  seraient  égales  entre  elles,  de 
sorte  que  la  proposée  aurait  alors  deux  racines  égales.  Leur  va- 
leur est— |=:±-i/— ^z=iii  t/—|,  suivant  que  g  est 
positif  ou  négatif  (478). 
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S52.  Si  réquation  du  troisième  degré  était 

x'+px'+q=:0,  [7] 

on  observerait  qu'en  posant  x=-,  elle  deviendrait 

if 

-3+1+^=0, 

que  l'on  ramène  facilement  à  la  forme 

Mais  on  voit  qu'en  vertu  de  la  relation  x  —  -,  les  racines  de  la 

proposée  seront  réelles,  si  celles  de  la  transformée  le  sont,  et 
réciproquement.  La  condition  de  réalité  des  racines  de  l'équa- 
tion [7]  est  donc 

'©■+"©■<». 

et  pour  qu'elle  ait  deux  racines  égales,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait 

4^^^  +  27  (-\  =0,     oubien    kp^+27q=0. 


CHAPITRE  XVI. 

THÉORIE  DE  L'ÉLIMIIVATION. 


S  I.  DE  L'ÉLIMINATION  ENTRE  DEUX  ÉQUATIONS  DE  DEGRÉ 
QUELCONQUE  A  DEUX  INCONNUES. 

^35.  Résoudre  deux  équations  entre  deux  inconnues  x  et  y, 
c'est  trouver  tous  les  couples  de  valeurs  de  ces  inconnues  qui  peuvent 
satisfaire  à  ces  équations. 

6M.  S'il  était  toujours  possible  de  résoudre  une  des  équa- 
tions proposées  par  rapport  à  l'une  des  inconnues  qu'elle  ren- 
ferme, en  substituant  la  valeur  ainsi  trouvée  dans  l'autre  équa- 
tion, on  obtiendrait  une  équation  qui  ne  contiendrait  plus  que 
l'autre  inconnue,  et  qui  en  déterminerait  par  conséquent  toutes 
les  valeurs.  Une  pareille  équation  se  nomme  Véquation  finale. 
Soient  p  une  de  ses  racines,  et  a  la  valeur  correspondante  de 
l'autre  inconnue,  que  nous  désignerons  par  rr.  Alors,  en  substi- 
tuant p  et  a  à  la  place  de  y  et  de  x,  dans  les  équations  propo- 
sées, ces  équations  devront  être  satisfaites.  Donc,  si  l'on  y 
remplace  tj  par  p,  les  équations  résultantes  devront  avoir  la  ra- 
cine commune  a  :  donc  leurs  premiers  membres  auront  un 
commun  diviseur  ;  et,  en  égalant  ce  commun  diviseur  à  zéro  , 
on  formera  une  équation  dont  les  racines  seront  les  valeurs  de  x^ 
qui ,  conjointement  avec  la  valeur  ^dey  ,  satisfont  aux  équa- 
tions proposées.  Mais  la  résolution  d'une  équation  par  rapport 
à  l'une  des  inconnues  qu'elle  renferme  étant  souvent  impos- 
sible dans  l'état  actuel  de  l'algèbre  (ol4) ,  on  a  dû  chercher  une 
méthode  au  moyen  de  laquelle  on  pût,  sans  avoir  besoin  de  ré- 
soudre AUCUNE  équation,  effectuer  V élimination  de  Vune  des 
inconnues  entre  les  deux  équations  proposées,  et  obtenir  aimi 
une  équation  à  une  seule  inconnue,  dont  les  racines  fussent  toutes 
les  valeurs  et  les  seules  valeurs  de  cette  inconnue.  C'est  cette  mé- 
thode que  nous  nous  proposons  d'exposer  ici. 
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S33.  Une  équation  complète  du  degré  m  entre  deux  incon- 
nues X  ety  doit  contenir  tous  les  termes  possibles  du  degré  m 
tant  en  x  qu'en  ^,  savoir  : 

a^x"^,  a^yx^^-^  a,y'x^-^ a^i/^o;^-" a^ijm; 

tous  les  termes  du  degré  m —  1,  savoir  : 

biX"'-^  b^yx"^-^ hny^'-^x^"' hm^^-^  \ 

tous  les  termes  du  degré  m  —  2,  savoir  : 

CaO?"»-^ Cny'^'^x^"' c^y^-^, 

tous  ceux  des  degrés  m — 3,  m  —  4,  m  —  5, ....  3.  2,  1,  0;  de 
sorte  que  la  forme  d'une  équation  complète  du  degré  m  entre 
deux  inconnues,  ordonnée  par  rapport  à  x,  est 

==0. 


a;»»-'» 

+  . 

+  ^.!/ 
+  «« 

Toute  équation  qui  ne  contient  pas  tous  ces  termes  est  incom- 
plète ,  et  l'on  évalue  son  degré  en  faisant  la  somme  des  expo- 
sants de  X  ei  de  y  dans  le  terme  où  cette  somme  est  maximum. 

Remarquons  que  le  nombre  des  termes  d'une  équation  com- 
plète du  degré  m  à  deux  inconnues  est  la  somme  des  termes  de 
la  progression  des  nombres  entiers  depuis  1  jusqu'à  (m  +  1)  : 

ainsi  une  pareille  équation  contient  ^^ '-^ — ■ — -  termes. 

536.  Nous  appellerons  valeurs  conjuguées,  solutions ,  couples 
ou  systèmes  de  valeurs ,  les  nombres  qui ,  substitués  simultané- 
ment à  la  place  de  x  et  de  y,  dans  les  équations  proposées,  en 
rendent  les  deux  membres  identiques. 

ël57.  On  conçoit  que  la  résolution  des  équations  proposées 
sera  en  général  d'autant  plus  facile,  que  ces  équations  seront 
d'un  degré  moins  élevé  :  d'où  il  suit  que  ,  si  l'on  parvenait  à 
décomposer  les  premiers  membres  de  ces  équations  en  facteurs, 
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le  problème  de  leur  résolution  pourrait  être  beaucoup  simplifié. 
SoienteiieffetM  =  0,N=0,  les  deux  équations  proposées,  etsup- 
posonsqueMsoitdelaformeM=A.B,  etNdelaformeN=C.D: 
toute  solution  des  équations  proposées  doit  anéantir  à  la  fois  un 
facteur  de  M  et  un  de  ceux  de  N  ;  donc  les  solutions  des  équa- 
tions AT  H  ^  (     satisfont  aux  systèmes 

A  =  0|        A  =  0|       B:=0  )        B  =  0  I 
G  =  o)'     D  =  o]'     C  =  0j'     D  =  ol' 

formés  en  combinant  chaque  facteur  de  M  successivement  avec 
chacun  des  facteurs  de  N.  Mais,  réciproquement,  les  solutions 
de  tous  ces  systèmes  satisfont  aux  équations  proposées  ;  donc  la 

résolution  des  équations  ^r  ~  |  est  ramenée  à  celle  des  sys- 
tèmes d'équations  plus  simples 

A=:0^        A=0)       B  =  0|        B  =  0) 
G  =  0  j  '     D  =  0  )'     G=:0  1  '     D  =  0  j  • 

So8.  Ainsi ,  la  première  chose  à  faire ,  quand  on  aura  deux 
équations  à  résoudre,  sera  de  décomposer  leurs  premiers  mem- 
bres en  facteurs,  si  la  chose  est  possible.  Soient  donc  ^  ~  ^  | 

les  équations  proposées.  Si  l'on  ordonne  le  polynôme  M  par 
rapport  à  y ,  que  l'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  coefficients  de  ses  différents  termes,  et  que  l'on  divise  M  par 
ce  facteur  ;  si  ensuite  on  ordonne  le  quotient  par  rapport  à  x, 
que  l'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients 
des  diverses  puissances  de  x,  et  qu'on  divise  encore  le  quotient 
par  ce  plus  grand  commun  diviseur,  on  aura  ainsi  décomposé 
le  polynôme  M  en  trois  facteurs  X,  Y,  M',  fonctions  respectives 
de  07,  de  y,  et  de  x  et  y,  de  sorte  que 

M=^XYM'. 

On  pourra  faire  subir  une  décomposition  semblable  au  poly- 
nôme N,  et  l'on  aura 

N  =  XTiY. 
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Cela  posé,  il  est  possible  que  les  polynômes  X  et  X',  Y  et  Y', 
M' et  N',  aient  des  facteurs  communs  :  on  cherchera  donc  leurs 
plus  grands  communs  diviseurs  respectifs  d,  d\  d!\  et  les  poly- 
nômes M  et  N  pourront  alors  être  mis  sous  la  forme 

}l  =  d,d\d".\,,X,,k, 
N  =  d.6^'.rf".X'i.Yi'.B. 

Maintenant ,  tout  couple  de  valeurs  des  équations  ^yr  H  |  doit 
anéantir  à  la  fois  un  facteur  de  M  et  un  facteur  de  N ,  et  réci- 
proquement :  donc  on  obtiendra  toutes  les  solutions  de  ces 
équations  en  égalant  simultanément  à  zéro  un  facteur  de  M  et 
un  facteur  de  N.  On  posera  donc  d'abord 

rfnrO,    ou    rf'=0,    ou    d"=0. 

La  première  de  ces  équations  détermine  un  certain  nombre  de 
valeurs  de  x  et  laisse  y  arbitraire  ;  la  seconde  donne  un  nombre 
limité  de  valeurs  de  y,  et  laisse  œ  indéterminé:  enfin,  la  troi- 
sième laisse  tout  à  fait  arbitraire  celle  des  deux  inconnues  que 
l'on  voudra,  mais  détermine  les  valeurs  correspondantes  de 
l'autre. 

Ainsi,  chacune  des  équations 

d=0,     d'  =  0,     d"  =  0 

fournit  une  infinité  de  solutions  des  équations  proposées. 

Les  autres  manières   de  satisfaire  aux  équations  ^^  ~  ^  { , 

consistent  à  égaler  en  même  temps  à  zéro  l'un  des  facteurs  res- 
tants Xi,  Yi,  A  de  la  première,  et  l'un  de  ceux  X'i  Y'i,  B  de  la 
seconde.  Mais  nous  remarquons  que  Ton  ne  peut  pas  avoir 

X  0  '^ 

en  même  temps  ^î  _  p.  j  :  car  les  facteurs  Xi  et  X'i  sont  pre- 
miers entre  eux,  et  par  conséquent  ne  peuvent  pas  êt'^re 
anéantis  par  une  même  valeur  de  x.  Par  la  même  raison  ,  on 

Y    =:0  ) 

ne  pourra  pasposernon  plus  y,  _    f.  Donc  on  achèvera  la 
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résolution  des  équations  proposées ,  en  résolvant  les  sept  sys- 
tèmes 

Y\=Oi'  B=QJ'Xi=oj'Br=o]'X'i=oj'  Y'i=oj'  B==oj' 

Or,  dans  les  six  premiers  systèmes ,  l'une  au  moins  de  deux- 
équations  ne  renferme  qu'une  seule  inconnue:  par  conséquent, 
pour  trouver  toutes  les  solutions  de  l'un  quelconque  de  ces  sys- 
tèmes ,  on  résoudra  l'équation  qui  ne  contient  qu'une  seule 
inconnue;  et,  en  substituant  successivement  chacune  des  ses 
racines  dans  l'autre  équation ,  on  obtiendra  les  valeurs  corres- 
pondantes de  l'autre  inconnue. 

La  résolution  complète  des  deux  équations   •^T~^|    est  ainsi 

A  =  O'i 
ramenée  à  celle  des  deux  équations  à  deux  inconnues   ^ [  , 

dont  les  'premiers  membres  sont  premiers  entre  eux,  et  n'ont 
aucun  facteur  qui  soit  fonction  de   Vime  seulement  des  deux 

inconnues.  Mais  avant  de  nos  occuper  des  équations  t>_^Î> 

nous  ferons  quelques  remarques  sur  les  équations  finales  des 
six  premiers  systèmes. 

*oo9.  Nous  avons  dit  que  l'on  appelle  équation  finale  une 
équation  qui  a  pour  racines^  non  pas  seulement  les  valeurs  dif- 
férentes de  l'une  des  deux  inconnues,  mais  toutes  les  valeurs, 
tant  égales  qu'inégales,  de  cette  inconnue,  avec  lesquelles  sont 
conjuguées  des  valeurs  de  Vautre  inconnue  (554).  Ainsi  l'équa- 
tion finale  doit  avoir  autant  de  racines  que  les  proposées  ad- 
mettent de  couples.  Il  suit  de  là  que  l'équation  finale  en  y  du 

système  J;  ~  ]  n'est  pas  Y'i  =  0  :  car  à  chaque  racine  de  cette 

équation  correspondent  autant  de  valeurs  de  x  qui  est  marqué 

par  le  plus  haut  exposant  de  cette  variable  dans  Xi=0;  donc 

X 0^ 

si  cet  exposant  est  n,  l'équation  finale  du  système  Ji —o\ 

est  (Y'0"=.  0. 
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*S60.  On  voit  de  même  que  l' équation  finale  en  y  du  système 

Y  =0"i 

^     ^  [  n'est  pas  non  plus  Yi  =  0  :  car  à  chaque  racine  de  cette 

Jd  =0; 

dernière  correspondent  en  général  plusieurs  valeurs  de  a?. 

Mais,  comme  on  ne  sait  pas  à  priori  quel  est  le  nombre  de  ces 

valeurs  de  a; ,  on  ne  peut  pas  dire  immédiatement,  comme  tout 

Y  — 0') 
à  l'heure,  quelle  sera  l'équation  finale  en  y  du  système  y.^_^  j  • 

Pour  la  former,  je  suppose  que  l'équation  B^O  soit 

aa?"+  bx""-^  +  c^"-^+  dx''-^+... .+  tx+u=0. 

Je  décompose  Yi  dans  le  produit  de  deux  facteurs  «i  et  a,  dont 
l'un  soit  premier  avec  a,  et  dont  l'autre  ne  renferme  que  des 
facteurs  premiers  de  a*  ;  je  décompose  de  môme  a  en  deux  fac- 
teurs bi  et  p,  dont  l'un  soit  premier  avec  b,  et  dont  l'autre  ne 
soit  composé  que  de  facteurs  premiers  de  6;  je  décompose  de 
même  ^  en  deux  facteurs,  d  et  y,  dont  l'un  soit  premier  avec  6^, 
et  dont  fautre  ne  contienne  que  des  facteurs  premiers  de  c,  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  t  inclusivement ,  s'il  y  a  lieu.  Mais,  pour 
fixer  les  idées,  nous  supposerons  que  y  soit  premier  avec  cl,  et 
nous  aurons  ainsi 

Yi=  aia,  oc  =  &i  p,   p  =  CiY,   et  partant  Yi=  aAciy, 

de  sorte  que  les  racines  de  l'éqwatjon  Yi=0  sont  fournies  par 
les  équations  plus  simples 

^1=0,    bi  =  0,    Ci=0,   Y=:0. 


*  Pour  effectuer  cette  décomposition,  on  cherche  le  plus  grand  commun  di- 
viseur 

d'  entre  Yi  et  a;  ainsi  Yi— d'  .q  i,  puis  le  plus  grand  commun  diviseur 
d"  entre  q  et  a;  ainsi  q  =d"  .q'  ;  puis  le  plus  grand  commun  diviseur 
d'"  entre  q'  et  a;  ainsi  q'  =  d"'.q";  puis  le  plus  grand  commun  diviseur 
d'"  entre  q"  et  a;  et  ainsi  de  suite. 

Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  q"  soit  premier  avec  a.  On  aura  donc 
Yi—d'd"d"'.q";  et  ainsi  a.=  d'd"df",  etai—q". 

Remarquons  que  d"  et  d'"  ne  renferment  pas  d'autres  facteurs  premiers  que 
ceux  de  d',  puisqu'ils  sont  communs  à  Yi  et  à  a. 
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Or  toute  racine  de  l'équation  y  =  0  anéantit  c  et  p ,  par  consé- 
quent &  et  a,  et  partant  a  :  donc  toute  racine  de  y  =  0  réduit  B 
à  un  polynôme  en  x  du  {n —  3)™^  degré  ;  donc  à  chacune  de  ces 
racines  correspondent  {n  —  3)  valeurs  de  x  ;  donc  le  facteur  y 

devra  entrer  à  la  puissance  {n — 3)  dans  l'équation  finale  en  y 

Y— -0) 
du  système  t.'_^!«  On  verra  de  même  que  toute  racine  de 

l'équation  Ci=0  anéantit  6  et  <j,  et  réduit  ainsi  B  à  un  poly- 
nôme en  X  du  degré  (n —  2),  et  que  par  conséquent  le  facteur  Ct 
doit  entrer  dans  l'équation  finale  à  la  puissance  {n  —  2).  Les 
mêmes  raisonnements  feront  voir  que  les  facteurs  h,,  et  a^  doi- 
vent y  entrer  aux  puissances  respectives  (n —  1)  et  n,  de  sorte 
que  cette  équation  est 

^61.  Remarquons  que,  si  les  coefiicients  de  x  dans  l'équa- 
tion B  =  0  renfermaient  tous,  à  l'exception  du  dernier  u, 

tous  les  facteurs  premiers  de  Yi,  le  système  ^ f  serait  in- 
compatible :  caria  substitution  de  chaque  racine  de  Yi=:0  dans 
B  réduirait  ce  polynôme  à  un  nombre. 

'o62.  Pour  obtenir  les  équations  finales  en  y  des  systèmes 
Xi==0 
B 
équations,  de  sorte  que  cette  recherche  se  trouve  implicitement 

A=o"i 
comprise  dans  celle  del'équation  finale  en  y  du  système  r»  _  ^  !  • 

S65.  Nous  allons  maintenant  exposer  la  méthode  qu'il  con- 
vient de  suivre  pour  résoudre  les  deux  équaUons  rjH^^  }• 

Supposons  les  deux  polynômes  A  et  B  ordonnés  par  rap- 
port à  a? ,  et  que  B  ne  soit  pas  d'un  degré  plus  élevé  en  x 
que  A.  Divisons  A  par  B,  et  admettons  que  l'on  arrive  à  un 
reste  Ri  d'un  degré  moindre  en  x  que  B ,  sans  écrire  au  quo- 
tient des  termes  où  y  entre  au  dénominateur.  Si  l'on  désigne 
ce  quotient  par  Q,  on  aura 

A=::.BQ  +  Ri. 


^ [  et  .  ^ j,  il  n'y  aurait  qu'à  éliminer  x  entre  ces 
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Or  tout  couple  de  valeurs  de  a;  et  de  y  qui  satisfait  aux  équa- 

A  — 0) 
tions  j.        }  anéantit  Ri  :  donc  les  solutions  de  ce  système  se 

trouvent  parmi  celles  des  équations  plus  simples  ^^~[. 

Mais  B  et  Ri  ne  peuvent  être  nuls  sans  que  A  le  soit  aussi  ; 

donc ,  réciproquement ,  les  solutions  du  système  ^  ~~    |  se 

ni=;=0j 

trouvent  parmi  celles  du  système  proposé  ^ j  ;  donc  les  so- 

lutions  du  système  rj_^ }  sont  les  mêmes  que  celles  du  sys- 
tème r»  ~  n*  Donc  on  peut  substituer  au  système  de  deux  équa^ 

tions  le  système  formé  de  fune  d'elles  et  de  r  équation  que  l'on  obtient 
en  égalant  à  zéro  le  reste  de  la  division  de  leurs  premiers  mem- 
bres.  D'où  il  suit  que,  si  l'on  divise  B  par  Ri,  Ri  par  le  reste  Ra 
de  cette  seconde  division ,  Ra  par  le  reste  R3  de  la  troisième,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  reste  R^  indépen- 
dant de  se ,  les  solutions  du  système  proposé  seront  les  mêmes 
que  celles  du  système 

Rn   =0]' 

formé  en  égalant  les  deux  derniers  restes  à  zéro  (on  suppose  tou- 
jours que  les  quotients  successifs  aient  tous  leurs  termes  entiers). 
L'équation  R^=:0,  fonction  de  y  seulement,  fera  connaître 
toutes  les  valeurs  différentes  de^,  elles  seules  valeurs  dont  cette 
inconnue  soit  susceptible.  Quand  on  l'aura  résolue ,  on  substi- 
tuera ses  racines  successivement  dans  l'équation  Rn-i=0,  et 
l'on  trouvera  ainsi  les  valeurs  correspondantes  de  x*. 


*  On  trouve  cependant  quelquefois  des  facteurs  égaux  dans  le  reste  R„;  mais 
cela  n'arrive  que  quand  le  même  couple  satisfait  plusieurs  fois  aux  équations 
R„=0  et  R„_,  =  0:  car,  chaque  racine  de  R„=0  doit  être  conjuguée  avec 
les  valeurs  correspondantes  de  x  fournies  par  R„_i=i:0.  La  réciproque  est  fausse; 
car  on  conçoit  que  pour  y  =  '^,  racine  de  Rm=0,  le  polynôme  R»-]  pourrait  se 
réduire  à  une  fonction  de  x  de  la  forme  {x  —  a)". 
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o64.  Si  le  reste  R„  indépendant  de  x  Vêtait  aussi  de  y,  c'est- 
à-dire  s'il  était  numérique ,  les  équations  A  =  0  eï  B  =  0  seraient 
évidemment  incompatibles,  puisque  l'équation  Rn  =  0  serait 
absurde. 

56o.  Exemple.  Résoudre  les  deux  équations 

+  if-+y  —  ^)x^f+^y—i=o, 
{y'-y)o^+(y'+y—v.x'+i/—2=o. 

En  appliquant  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur  à 
leurs  premiers  membres ,  on  trouvera  pour  les  deux  derniers 
restes  iy—l)x^-{-yx—  1  et  i/^—  1  ;  de  sorte  que  l'équation  qui 
donne  toutes  les  valeurs  différentes  de  y  esty^ —  1  =  0. 

*  Pour  former  l'équation  finale  du  système 

(y  — l,V  +  î/57—  1 


et,  partant,  celle  du  système  proposé,  j'observe  que  y-—l 
=  (î/  —  1)  (?/  +  1);  or,  y—l  est  facteur  commun  à  if—l  et 
au  coefficient  de  af,  et  est  premier  avec  le  coefficient  dex;y  -{-l 
est  premier  avec  le  coefficient  de  a?-  :  donc  y  —  1  entrera  dans 
l'équation  finale  à  la  première  puissance ,  et  ^  + 1  à  la  seconde 
(360J  ;  cette  équation  sera  donc 

Comme  y  =  1  réduit  la  première  des  équations  [1]  kx—  1  =  0, 
d'où  x=l;   que   y  =  —l   réduit   cette   même   équation  à 

--  20?'—  X—  1  =  0,  d'où  x  =  ^  ~  ■  ;  on  voit  que  les  couples 
demandées  sont  : 


7/  =  i 
x=\ 


y=—\    

x  =  \±I^ 

2 


l/  =  -l 

1-/ 


X  = 


2 


o66.  Les  raisonnements  sur  lesquels  nous  avons  établi  la 
théorie  de  l'élimination  au  n°  o(35  supposent  essentiellement 
c.  29 
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que ,  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  des  po- 
lynômes A  et  B,  les  divers  quotients  partiels  soient  des  fonctions 
entières  de  y.  Supposons,  en  effet,  que  la  division  de  A  par  B 
ne  puisse  pas  se  faire  sans  qu'on  soit  obligé  d'écrire  au  quotient 
des  termes  fractionnaires  par  rapport  à  y,  et  désignons  ce  quo- 

M 

tient  par  ;^  ,  N  étant  une  fonction  de  y  ;  on  aura 

Or,  si  l'on  remplace  dans  cette  équation  x  et  y  par  des  valeurs 

qui  satisfassent  aux  équations  A  =  0  etB  =  0,  il  pourra  se  faire 

que  la  valeur  de  y  réduise  en  môme  temps  N  à  zéro,  de  sorte 

MB  ,    .  .    .  ,,     ^      . 

que  ^  devienne  amsi  {J,  et  puisse  en  conséquence  avoir  une 

valeur  différente  de  zéro;  donc  Ri  peut  ne  pas  s'évanouir,  dans 
rhypolhèsc  actuelle.  On  n'est  donc  plus  certain  que  toutes  les 

solutions  du  système  ^  _  ^  }  se  trouvent  parmi  celles  du  sys- 
tème r»  ~  ^  I ,  et  réciproquement  :  car  la  valeur  de  y  qui ,  con- 
jointement avec  une  certaine  valeur  de  x,  réduit  les  polynômes 
B  et  Ri  à  zéro ,  peut  aussi  anéantir  N,  de  sorte  que  le  terme  -j^ 

devient  alors  g;  et  qu'ainsi  A  peut  ne  pas  devenir  nul. 

On  voit  donc  que  si,  en  apphquant  aux  premiers  membres 
des  équations  proposées  la  méthode  du  plus  grand  commun 
diviseur,  les  différents  quotients  n'étaient  pas  tous  des  fonctions 
entières  de  y,  on  ne  serait  pas  certain  que  le  système  formé  en 
égalant  deux  restes  consécutifs  à  zéro  eût  les  mêmes  solutions 
que  celui  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  premier  de  ces 
restes  et  celui  qui  le  précède.  Par  conséquent,  l'équation  que  l'on 
trouve  en  égalant  le  reste  indépendant  de  xk  zéro,  peut  ne  pas 
avoir  pour  racines  toutes  les  valeurs  différentes  de  y ,  qui  sont 
propres  à  former  des  solutions  des  équations  proposées.  Il  est 
donc  indispensable  d'apphquer  aux  premiers  membres  des 
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A  =  Ci 
équations  t^  _  ^^  î  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur, 

avec  les  modifications  propres  à  rendre  entiers  tous  les  termes 
des  quolients  successifs.  Mais  ces  modifications ,  qui  n'altèrent 
pas  le  plus  grand  commun  diviseur,  n'altéreront-elles  pas  non 
plus  le  reste  indépendant  de  xt  Examinons  cette  quesfion. 

^67.  Soit  Y  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  A ,  pour 
rendre  la  division  de  ce  polynôme  par  B  possible  en  termes 
entiers  ;  appelons  Q  le  quotient ,  et  Ri  le  reste  :  nous  aurons 

YA=:BQ  +  Ri. 
Or  tout  couple  de  valeurs  de  x  et  y  qui  rendent  nuls  B  et  Ri, 
anéantit  YA ,  et  partant  Y  ou  A  :  donc  toutes  les  solutions  du 

système  ti  H  /^  !  sont  comprises  parmi  celles  des  deux  systèmes 

A  =  0)     ^  Y  =  0)    ...  ^        .    A  =  0)        Y=zO) 

sans  avoir  en  môme  temps  Ri  =  0  :  donc,  réciproquement, 
toutes  les  solutions  des  systèmes  t.  H  ^  1  et  r.  ~q  |  se  trouvent 

parmi  celles  du  système  r.  ~n  I  »  donc  les  solutions  du  système 
T.  ~  j  sont  les  mêmes  que  celles  des  deux  systèmes  t>  H  q  | 
et  T^  ~^  I ,  ce  que  nous  conviendrons  d'écrire  ainsi  : 

Ri=OJ""B  =  oi  +  B^oj-  ^^^ 

En  résolvant  donc  les  deux  équations  t.  Z  a  '   ^^  trouvera 

toutes  les  solutions  du  système  proposé,  et  en  outre  celles  du 

Y  =  0'i 
système  étranger  t^  _  ^  !  •  D'oùl'onvoitquelesystèmedeséqua- 

tions  formées  en  égalant  à  zéro  le  reste  indépendant  de  x  et  le 
diviseur  correspondant  sera  vérifié  par  toutes  les  solutions  du 
système  proposé,  mais  qu'il  admettra  d'autres  solutions  que 
celles-là. 
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*  568.  Or  je  dis  que  l'on  pourra  écarter  ces  solutions  étran- 
gères. Effectuons,  en  effet,  la  division  de  B  par  Ri;  mais,  con- 
formément à  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur,  on 
cherchera  auparavant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les 
coefficients  de  x  dans  Ri.  Soit  Fi  ce  diviseur,  de  sorte  que 

Riz=Fi.  R'i  :  alors  les  solutions  des  deux  équations  ^      ^  1  se 

Ki^^O  ; 

composeront  de  celles  des  deux  systèmes  plus  simples^,"  n  î 

"D  r\  \ 

et  ^  ""  ^    (537).  Nous  verrons  donc,  d'après  l'équation  [2],  que 
1^1=0; 

B-0)       A=:0|       Y=0)        B  =  0| 
R',=.0j-B==0)"^'*B  =  0J        Fi=0J*        ^^ 

Conformément  à  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur, 
nous  supprimerons  le  facteur  Fi  dans  le  reste  Ri,  et  nous  divi- 
serons B  par  le  quotient  R'i.  Soient  Yi  le  facteur  à  introduire 
pour  rendre  cette  division  possible  en  termes  entiers  ,  Qi  et  R2 
le  quotient  et  le  reste  :  nous  aurons 

YiB=.R'iQi  +  R,, 

et  l'on  prouvera,  comme  plus  haut,  que  les  solutions  du  sys- 
tème ^^~  ni  ^^^t  ^^^  mêmes  que  celles  des  deux  systèmes 

lia  —  0  _' 

B  =.0)    ,  Yi=0)         ,  .     . 

R'i=.0)      B  ==0^      Yi  =  0] 
R^^zo]  — R'i=0J"*"R'i=0J' 

donc,  en  vertu  du  résultat  [3], 

R^=0)      A=:0|      Y=.0|      Yi-0)      B::=0| 

R2Z=:0)""B=:=0)^B=r0)^R'l=0J         Fi==:0)*        ^      ^ 

Supposons  que  l'on  découvre  dans  R2  un  facteur  Fa  commun 
aux  coefficients  de  tous  ses  termes,  de  sorte  que  R2  =  F2.  R'2: 

alors  la  résolution  du  système  p  ^Z  n  1  ^e  décomposera  dans 
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celle  des  deux  systèmes    /~    !  et  j,*~    |  ;  donc,  en  vertu 

de  réquation  [4],  on  verra  que 

R'i=0]_A=:0|      Y=0)      Yi=0)      B=0)      R'i=0^ 
R'2=0J—B=0J~^B=0i"^R'i=0]      Fi==0j      ¥,=0}' 

Il  feudra  actuellement  diviser  R'i  par  R',;  mais,  sans  aller  plus 
loin,  on  conçoit  que  si  l'on  continue  d'appliquer  le  procédé  du 
plus  grand  commun  diviseur,  en  raisonnant  toujours  après 
chaque  division  comme  précédemment,  on  arrivera  à  un  reste 
Rp  indépendant  de  x,  et  qu'on  aura  l'équation 

R'p_,=0  \  _  A=0  \     Y=0  ]     \\  =0  )     Y,  =0]  Yp_i  =0  \ 

Rp     =rO  j  —  B=0  j  "^B^O  j  "^R'i=0  j  "^R'2=0  j  "^  ■'•"^R'p_i=:.0  ] 

Fi=0J      F..=0j       F3=0j      Fp.i=Oj' 

donc,  si  l'on  multiplie  le  dernier  reste  Rp  parle  produit Fi,  Fs, 
F3...  Fp_i  des  facteurs  supprimés  dans  le  cours  du  calcul,  l'é- 
quation 

RpFiF2F3.,.Fp_i=^0, 
que,  pour  abréger,  nous  désignerons  par  G  =0,  aura  pour  ra- 
cines toutes  les  valeurs  différentes  de  y  propres  à  former  des 

A  =  0  ^ 
solutions  des  équations  proposées^ ,  et  en  outre  des  sys- 
tèmes étrangers 

Y::=0^  Y,=:0]  Y,=0|  Yp_i  =  0) 

B  =  0J'  R',  =  0j'  R',=OJ--R'p-,=0)  ' 
donc,  en  divisant  le  premier  membre  G  de  cette  équation  par  le 
produit  des  facteurs  du  premier  degré  correspondants  aux  va- 
leurs de  y  qui  peuvent  former  des  solutions  de  ces  systèmes 
étrangers,  l'équation- quotient  aura  pour  racines  toutes  les  va- 
leurs de  y  propres  à  former  des  solutions  des  équations  propo- 

*o69.  Voyons  donc  comment  on  pourra  déterminer  le  pro- 
duit des  facteurs  du  premier  degré  correspondants  aux  valeurs. 
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étrangères  de  y.  Considérons  l'un  quelconque  des  systèmes 

Y  0^ 

étrangers  j.  f  _  ^   .  Le  polynôme  R'^  est  de  la  forme 

Kk=  ax""  +  bx""-^ + cx""-^ + dx''-^  +,.,-\-sx^  +  tx  +  u. 
Cela  posé,  j'observe  que  les  quantités  Y/t,  a,  &,  c...  5,  t,  u,  n'ont 
point  de  facteur  commun,  et  je  décompose  Y^  en  deux  facteurs, 
dont  l'un,  D,  ne  soit  formé  que  de  facteurs  premiers  communs 
à  tous  les  coefficients  h,  c.s,  t,  et  dont  l'autre,  Q,  soit  premier 
avec  tous  ces  coefficients  *  :  ainsi  Yjt  =  DQ,  de  sorte  que  le 

système  ^f  II/^  j  se  décompose  dans  les  deux  autres  t.,  ZlA 

^*  nr  ~^1-  Oi'l^  substitution  dans  R'^  de  l'une  quelconque 

rifc=0; 

des  racines  deD=0  réduira  ce  polynôme  à  un  nombre:  donc 

les  équations  ^,       A  sont  incompatibles.  Au  contraire,  en  sub- 

stituant  une  racine  quelconque  de  Q  =  0  dans  R't,  une  partie 
seulement  des  coefficients  a,  b,  c,...  5,  t,  s'évanouira,  de  sorte 
que  R'fc  sera  fonction  de  x  :  donc  à  chaque  racine  de  Q  =  0  cor- 
respondent des  valeurs  de  x  propres  à  satisfaire  au  système 

R,^  J  j  ;  donc  J[f  =  ;  j  =  1=  l  ]  ;  donc  en  divisant  l'équation 

*  Pour  effectuer  cette  décomposition ,  on  cherche  d'abord  le  plus  grand  com- 
mun diviseurs  de  tous  les  coefficients  &,  c  ...  s,  t,  puis  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  di  entre  Yjtetô;  on  divise  ensuite  Y*  par  di,  et  Ton  cherche  le 
plus  grand  commun  diviseur  da  entre  le  quotient  q,  de  cette  division  et  ô  ;  puis 
on  divise  ^1  par  dk ,  et  l'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  ck  entre  le 
quotient  Q2  de  cette  division  et  6;  puis  on  divise  ^2  par  ds,  et  l'on  cherche  le 
plus  grand  commun  diviseur  d^  entre  le  quotient  q^  de  cette  division  et  8,  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  quotient  qui  soit  premier  avec  8. 
Supposons  que  q^  soit  ce  quotient,  de  sorte  que  di=l,  on  aura  la  suite  d'é- 
quations Yi=diqi,  qi=d2q2,  q2  =  diq3,  d'où  l'on  tire  Yi  =  didadj.ga-  Le  pro- 
duit did.do  n'est  formé  que  de  facteurs  premiers  communs  à  b,  c  ...s,  t,  mais 
aucun  facteur  premier  de  qs  ne  peut  diviser  à  la  fois  ces  mêmes  coefficients  : 
donc  D  =  didïds,  et  Q  =  q^. 

Si  les  coefficients  h,  c  ...  t  étaient  premiers  entre  eux,  ou  si  leur  plus  grand 
commun  diviseur  l'était  avec  Y*,  alors  Y*  serait  lui-même  le  facteur  que  nous 
avons  désigné  par  Q ,  et  D  serait  l'unité. 
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C=:0  par  réquation  Q  =  0,  on  l'aura  dégagée  des  valeurs  dey 

Y  0) 

qui  forment  des  solutions  du  système  étranger  ^^^  =o  j* 

En  opérant  comme  nous  venons  de  l'indiquer  sur  chacun  des 

Y  =  0'i   Y  — O'^ 
systèmes  étrangers  j^  ^qU^,  ^Jy  etc.,  on  parviendra  à  une 

équation  dont  les  racines  seront  toutes  les  valeurs  différentes 
de  y  propres  à  former  des  solutions  des  équations  proposées. 

*570.  Remarquons  que  si  le  diviseur  R'p-i  est  du  premier  de- 
gré en  X,  le  système  j^f  ^^|  est  incompatible,  car  les  coef- 
ficients des  deux  termes  de  R'p-i  sont  premiers  entre  eux. 

''o71.  Remarquons  encore  que  si,  après  avoir  introduit  un 
fadeur  (y — ^),  pour  rendre  une  division  possible,  on  le  supprime 
dans  l'un  des  restes  suivants ,  on  naura  plus  à  s  en  occuper,  si 
toutefois  on  a  reconnu,  par  la  méthode  du  n""  369,  ciue  ce  facteur 
devait  compléter  V équation  G  =  0. 

*o72.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  qu'après  avoir  divisé  le 
reste  Rp  indépendant  de  x,  par  les  facteurs  étrangers  qui  ne  se 
seront  pas  trouvés  dans  les  facteurs  supprimés  F,,  Fg,...  Fp_i 
(aucun  d'eux  ne  peut  diviser  FO,  l'équation 
i?'p.Pi-F2.FV..F'p_i*-=0 
aura  pour  racines  toutes  les  valeurs  différentes  de  y  qui  peuvent 
former  des  solutions  des  équations  proposées;  de  sorte  que  la 

résolution  des  deux  équations  't.  _  ^   sera  ramenée  à  celle  des 
systèmes 

R'p_,=:0)    B=0)    R'i  =  0]    R^=0)       R;-2  =  0)  r 

RV     =o)'F,  =  0)'  F',=  0J'  F'3  =  0j-F',_,^0i'        •- 

ce  qui  ne  saurait  présenter  de  difficulté,  puisque  la  seconde  de 
chacun  de  ces  systèmes  d'équations  ne  renferme  qu'une  seule 
inconnue. 
*375.  Maintenant,  si  l'on  veut  avoir  l'équation  finale  du  sys- 

*  F'„  représente  le  quotient  de  F„  par  le  produit  des  facteurs  étrangers  qu'il 
renferme. 
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A=0  ) 
tème  rj_Q   »  il  n'y  aura  qu'à  former  (o60)  les  équations  finales 

des  systèmes  [5],  et  les  multiplier  entre  elles.  Nous  renverrons, 
pour  de  plus  grands  détails,  au  mémoire  que  nous  avons  publié 
sur  l'élimination*. 
*67A.  Résoudre  les  deux  équations 

B=:^2^a;3— (2/^  — 2^^+y +2)3?-- (27/— 10^/2+ 8)  =r  G. 
On  trouvera  successivement 

Ri  =  (7/'-  27/-7/+  2)^^+  (27/*-l  07/+8)a;-  (if-  27/^-  v'+^f), 

d'où  F,=.^3__27/— 7/+2, 

et  R'i==:a;^+(27/+4)a;— 7/; 

Yi  =  l,R2=:(97/+347/+3l77  —  2)a;  —  (6/+87/— 107/2+8); 
d'où  F2  =  7/  +  2, 

et  R'2=:(97/+1677— l)a;— (67/— 4772— 27y  +  4); 

Y2— (9/ +  167/— 1)2=:  63?/— 182?/— 2407/3+1357/2+2407/. 

Le  facteur  Y =7/  étant  premier  avec  le  coefficient  de  la  pre- 
mière puissance  de  x  dans  le  premier  diviseur ,  et  ne  divisant 
aucun  des  facteurs  supprimés  dans  le  cours  du  calcul,  doit  se 
trouver  dans  R3.  Quant  au  facteur  Y^  il  ne  saurait  s'y  rencon- 
trer (o70);  donc 

R'3=63?/— 182/— 240/  +  1357/  +  240. 

Le  facteur  Fi  étant  premier  avec  le  coefficient  du  premier 
terme  du  diviseur  correspondant  B,  entrera  dans  l'équation 
finale  au  cube. 

Le  facteur  F2  est  premier  avec  le  coefficient  du  premier  terme 
du  diviseur  correspondant  R'i  :  donc  il  entrera  au  carré  dans 
l'équation  finale.  Celte  équation  est  en  conséquence 

(63/— 1827/3— 240/+1357/  +  240)(/— 2/— 7/  +  2)%+2)2=:0. 

*  Théorie  de  V élimination  entre  deux  équations  de  degré  quelconque  à  deux 
inconnues.  Chez  Hachette,  libraire. 
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La  résolution  des  équations  proposées  est  ramenée  à  celle 
des  trois  systèmes  partiels 

63r— 182Î/3— 240î/^+135|/  +  240i=0|  7y_|-2=0| 

^3_2,/_,^  +  2  =  0| 
2ija^  —  (if  —  ^f-  +  1J  +  2)x  —  {2i/—  lOif+S)=o]' 

S7o.  Les  raisonnements  par  lesquels  nous  avons  établi  notre 
méthode  d'élimination  supposent  nécessairement  que  les  valeurs 
de  X  et  de  y  soient  des  quantités  finies,  de  sorte  que  si  l'on  a 
besoin  d'avoir  égard  aux  solutions  dans  lesquelles  la  valeur  de 
l'une  des  inconnues  doit  être  infinie,  il  faut  les  chercher  direc- 
tement. Or  la  chose  est  facile,  car  il  n'y  aura  qu'à  diviser  tous 
les  termes  de  chacune  des  deux  équations  proposées  par  la  plus 
haute  puissance  de  x  qu'elle  renferme,  et  en  faisant  ensuite 
ip^oo  ,  on  obtiendra  deux  équations  /'(|/)  =  0  et  F(î/)  =  0,  qui 
devront  avoir  pour  racines  communes  toutes  les  valeurs  de  y 
qui,  conjointement  avec  a?  =  co  ,  vérifieront  les  équations  pro- 
posées. On  obtiendra  donc  ces  valeurs  dey  en  cherchant  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  polynômes  f{îj)  et  F  (y),  et  en  ré- 
solvant ensuite  l'équation  formée  en  égalant  ce  plus  grand  com- 
mun diviseur  à  zéro. 

On  déterminera  de  la  même  manière  les  valeurs  de  x, 
qui,  conjointement  avec  y  =  oo  ,  satisfont  aux  équations  pro- 
posées. 

376.  Supposons  actuellement  que  l'on  ait  à  résoudre  trois 
équations  de  degré  quelconque  à  trois  inconnues  x,  y,  z.  On  éli- 
minera successivement  2  entre  l'une  d'ehes  et  chacune  des  deux 
autres  ;  ce  qui  donnera  deux  équations  cp(^,  y)=  Oci^{x,y)  =  0, 
qui  auront  pour  solutions  communes  tous  les  couples  de  va- 
leurs de  X  et  de  y  qui,  conjointement  avec  certaines  valeurs 
de  z,  peuvent  satisfaire  aux  équations  proposées.  Si  donc  a  et  (5 
sont  un  de  ces  couples,  on  pourra  remplacer  a;  et  y  respective- 
ment par  a  et  par  p  dans  leurs  premiers  membres,  et  en  égalant 
à  zéro  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  résultants, 
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on  trouvera  les  valeurs  de  %  qui  sont  conjuguées  avec  ces  va- 
leurs a  et  p  de  X  et  de  y. 

On  étendra  facilement  cette  méthode  à  la  résolution  de  m 
équations  entre  m  inconnues. 

S  IL  DES  ÉQUATIONS  IRRATIONNELLES. 

S77.  Lorsqu'une  équation  ne  renferme  que  deux  radicaux 
et  que  l'un  d'eux  est  du  deuxième  degré,  il  est  facile  de  faire 
évanouir  ces  radicaux  et  de  rendre  ainsi  l'équation  proposée 
rationnelle.  Pour  cela  on  isolera  dans  un  membre  le  radical 
dont  l'indice  est  le  plus  grand  (127),  et,  en  élevant  ensuite  les 
deux  membres  de  l'équation  résultante  à  la  puissance  marquée 
par  cet  indice,  on  obtiendra  une  nouvelle  équation  qui  ne  ren- 
fermera plus  qu'un  seul  radical,  caria  n'"^  puissance  d'un  bi- 
nôme tel  que  a  +  v^^est  de  la  forme  P  +  Qv/Ï*  On  traitera 
donc  cette  équation  comme  la  proposée,  et  on  obtiendra  ainsi 
une  équation  rationnelle.  Si  on  a,  par  exemple,  Téquation 

2  ^x—l  —  )/x—l  —  1=0, 
on  en  tirera  successivement 

2^0;— 1  =l-{-s/x—l  , 
32{x  —  l)=l  +  b\/x-^\  +  lOix--l)-{-lO(x—l)\/x—l 

-\-h{x--lf+{x—lT\/x—l  ; 
32 (x—l)  =  \/x—l{x^-  +  Sa?-—  4) -f-  bx^  —  4, 

5^2_32^_^28— —  v/rc  — I  (rr^  +  Sa?  — 4), 
et  en  élevant  enfin  au  carré  et  transposant  ensuite 

a;S>_io^4-l-360^'  — 1424^^  +  18723;  — 800=0. 

378.  On  pourra  encore,  d'après  ce  procédé,  rendre  ration- 
nelle une  équation  qui  contiendrait  deux  radicaux,  tels  que  le 
plus  faible  des  deux  indices  fût  3.  En  etfet,  considérons  d'abord 
l'équation 

^Â+^B  +  G=0. 
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On  en  tirera 

puis,  en  élevant  au  cube  les  deux  membres  de  cette  équation, 
on  trouvera 

B  +  3Gv/B^  +  3G^v/5  +  G^=:--A. 

Je  fais  maintenant  passer  les  termes  rationnels  dans  le  deuxième 
membre  et  je  mets  3G  y/Ben  facteur  commun;  ce  qui  donnera 

3Gv/B(v/B+G)=:— (A  +  B+G^): 

mais  y/B  +  G  =  —  y/ A  ;  donc 

3Gv/lB  =  A  +  B  +  C^ 

ainsi  il  ne  s'agit  plus  que  d'élever  les  deux  membres  de  cette 
équation  au  cube,  pour  la  rendre  rationnelle. 

579.  Soit  actuellement  l'équation 

;/Â  +  v/B+G=:0: 

j'isole  le  terme  y/A  dans  le  deuxième  membre,  et  j'élève  ensuite 
à  la  puissance  n  les  deux  membres  de  l'équation  résultante  ; 
j'obtiendrai  ainsi  une  équation  dont  le  premier  membre  ne  ren- 
fermera pas  d'autres  radicaux  que'y/B  et  y^B-  ;  car  les  exposants 
des  puissances  auxquelles  on  aura  élevé  y/B  seront  de  la  forme 
ZK  3À:+1  ou  3Â;  +  2,  et  (y/B>*=  B\  (y/B>^+»  =  B»^  y/Ë, 
et(y/B)^^+-=:B^  y/B-.  Cette  équation  pourra  donc  être  mise  sous 
la  forme 

D+Ey/B  +  F   y/F  =  0. 

On  en  tirera  successivement 

BE^  +  3DE2  ^B^  +  3D2E  y/B  +  D^  = — B^F^ 
BE3  +  D^  +  B^F^  —  3BDEF  =  0. 

580.  Mais  si  l'équation  proposée  renfermait  seulement  trois 
radicaux,  à  moins  qu'ils  ne  fussent  tous  du  deuxième  degré,  la 
méthode  précédente  ne  réussirait  plus.  Dans  ce  cas,  on  égalera 
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chaque  radical  à  une  inconnue,  on  élèvera  ensuite  les  deux 
membres  de  chacune  des  équations  ainsi  formées  à  la  puissance 
marquée  par  l'indice  du  radical  unique  qui  s'y  trouve,  et  on 
remplacera,  dans  la  proposée,  chaque  radical  par  la  lettre  qui 
la  représente.  On  formera  de  cette  manière  autant  d'équations 
plus  une  que  l'on  a  d'inconnues  auxiliaires,  et  comme  elles  sont 
commensurables,  on  n'aura  qu'à  éhminer  entre  elles  toutes  ces 
inconnues  auxiliaires  pour  obtenir  une  équation  rationnelle 
en  X  seulement. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 


y  2 — X — \/  X—  1  —  1  ==0. 
Je  pose 

y2  —  x=y,     d'où    if-\-x  —  2=0; 

[6] 

[7] 

\/x—l=z,     d'où    z^—x+l  =0; 

[8] 

et  par  conséquent  [6]  devient         y—z  —  l  =0. 

[9] 

J'éhmine  y  entre  [7]  et  [9],  ce  qui  me  donne 

z^-{.3z^-\-Sz  +  x  —  l=0\  [10] 

puis  j'applique  à  cette  dernière  et  à  l'équation  [8]  la  méthode 

d'élimination  par  le  plus  grand  commun  diviseur  et  je  trouve 

ainsi  pour  équation  finale 

[x=i, 

(a;  — l}(a;2—l2a;  + 20)1=0   <x  =  2, 

L=10. 

Or,  en  substituant  successivement  ces  valeurs  de  a?  dans  l'équa- 
tion proposée,  on  trouve  que  la  seule  valeur  5?=:  1  la  vôriije. 
Ceci  n'a  rien  de  surprenant  ;  car,  quelles  que  soient  les  valeurs 
algébriques  des  deux  radicaux  ^  2^x  et  \/  x' —  1  que  l'on  con- 
sidère, on  aura  toujours  entre  y,  z  ei  x  les  équations  [7],  [8] 
et  [9];  de  sorte  que  l'équation  [10]  doit  donner  non-seule- 
ment les  valeurs  de  x  qui  vérifient  la  proposée,  mais  encore 
toutes  celles  qui  conviennent  à  toutes  les  équations  que  l'on  peut 
en  déduire,  en  ayant  égard  aux  diverses  valeurs  de  chaque  ra- 
dical, puisque  les  équations  [7]  et  [8],  étant  une  conséquence 
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des  définitions  de  la  racine  cubique  et  delà  racine  carrée,  doi- 
vent donner,  pour  une  même  valeur  de  a;,  toutes  les  valeurs  et 
les  seules  valeurs  dont  v/2 — x  t\\l\  —  x  sont  susceptibles. 

On  verra  ainsi  que  x=^\  vérifie  l'équation  [6];  que  a?  =2 
satisfait  aux  trois  équations 


v/2— a;+v/a;— 1  —  1=:0, 


av^2—a;+s/'a^— 1—1=0, 
,-:  a'v^2— 07+ v/'a?— 1  —  1=0, 

dans  lesquelles  a  et  a-  représentent  les  deux  racines  cubiques 
imaginaires  de  l'unité  (5oo}. 
Enfin  a?=  10  vérifie  l'équation 

v/'2— a;+  sjx^l  —1=0. 

Donc,  si  l'on  cherche  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion proposée,  en  ne  considérant  que  les  déterminations  aritfi- 
métiques  des  radicaux  qui  y  entrent,  il  faudra  admettre,  parmi 
les  racines  de  l'équation  rationnelle  qu'on  aura  obtenue,  celles 
seulement  qui  vérifieront  cette  proposée.  Ainsi,  dans  notre 
exemple,  les  valeurs  x=2  e{x=  10  devraient  alors  être  reje- 
tées, et  si  l'équation  proposée  était  \/l  +.^+n/i — x=  1,  cette 
équation  serait  impossible;  car  il  est  évident  que  des  deux 
termes  du  premier  membre,  l'un  étant >>1,  leur  somme  ariUi- 
métiqiieue  peut  pas  être  égale  à  1. 


CHAPITRE  XVII. 

DE  LA  TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS. 


iî81.  U objet  principal  de  la  transformation  proprement  dite 
DES  ÉQUATIONS  est  de  déduire  d'une  équation  donnée  une  deuxième 
équation  dont  les  racines  soient  liées  avec  les  siennes  par  une  re- 
lation donnée.  Il  y  a  deux  cas  principaux  à  examiner,  selon  que 
chaque  racine  de  l'équation  demandée  dépend  d'une  seule  racine 
de  l'équation  proposée  ou  de  plusieurs  racines  de  cette  équation. 

582.  V  Cas.  Problème  I.  Trouver  une  équation  dont  les  ra- 
cines soient  liées  avec  celles  de  V équation  <p  (x)  =  0,  par  la  rela- 
tion ^(x,  y)=0. 

Il  est  évident  que  si  on  élimine  x  entre  les  équations  9(x)=(> 
et  ^[x,y):=^0,  l'équation  linale  F  (t/)=0  que  l'on  obtiendra, 
aura  pour  racines  toutes  les  valeurs  de  y  qui,  conjointement 
avec  certaines  valeurs  de  x,  peuvent  vérifier  les  équations  pro- 
posées; mais  ces  valeurs  de  x  sont  nécessairement  toutes  les 
racines  de  cp(a;)  =  0;  donc  l'équation  F  (z/)=0  résout  le  pro- 
blème. 

Si  l'équation  '^[x,y)=^0  est  du  premier  degré  par  rapport 
à  x^  l'élimination  de  cette  variable  se  fera  par  substitution  ; 
sinon  on  aura  recours  à  la  méthode  d'élimination  que  nous 
avons  exposée  dans  le  chapitre  précédent. 

Nous  allons  apphquer  ce  que  nous  venons  de  dire  à  la  résolu- 
tion de  quelques  problèmes  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

585.  Problème  IL  Trouver  une  équation  dont  les  racines 
soient  les  produits  de  celles  d'une  équation  donnée  par  un  fac- 
teur connu  k. 

Soient 

o{x)=:^x'^-{-kx'^-'  +  '^x'^-^+..,+Tx-\-\]=Q    [1] 
l'équation  proposée,  y  une  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
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tion  demandée  :  on  aura  entre  les  racines  de  ces  deux  équa- 
tions la  relation 

y  =  kx,     d'où    x=j, 
fi 

de  sorte  que  Téquation  cherchée  sera 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

La  forme  de  cette  équation  est  très-facile  à  retenir,  car  elle  est 
homogène  par  rapport  à  i/  et  à  fe,  c'est-à-dire  que  la  somme  des 
exposants  de  y  et  de  k,  dans  chacun  de  ses  termes,  est  égale  à  m. 

On  peut  vérifier  très-simplement  que  les  racines  de  l'équa- 
tion ^\^j\  —  o  sont  h  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  pro- 
posée o{x)  =  0.  En  effet,  si  a  est  une  racine  de  celte  dernière, 
on  aura  l'identité  ©(a)  =  0;  mais  le  premier  membre  de  la: 
transformée  se  réduit  précisément  à  cp(a),  quand  on  y  remplace 
y  par  fca;  donc  Aa  est  une  racine  de  cette  transformée. 

o 84.  Problème  III.  Transformer  une  équation 

qui  a  des  coefficients  fractionnaires ,  en  une  autre  dont  tous  les 
coefficients  soient   entiers ^  celui  du  premier  terme  étant  encore 
V  unité. 
On  conçoit  que  si,  dans  l'équation 

7/*"  +  AAt/^-I  _|_  B/i;2î/«^2  -}-...-{-  T/v"*-'?/  +  U/v"*  =  0, 

que  nous  venons  d'obtenir,  on  fait  k  égal  au  plus  simple  mul- 
tiple des  dénominateurs  des  coefficients  A,  B,  G,...  U,  la  trans- 
formée n'aura  pour  coefficients  que  des  quantités  entières. 

Observons  toutefois  que  l'on  pourra  souvent  donner  à  k  une 
valeur  plus  simple  que  celle  que  nous  venons  d'indiquer.  Comme 
il  suffit,  en  effet,  que  /c,  /c',  /v^...  /v"* renferment  respectivement 
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les  facteurs  premiers  des  dénominateurs  de  A,  B,  G,...  U,  à  des 
puissances  au  moins  égales  à  celles  où  ils  se  trouvent  dans  ces 
dénominateurs,  on  devra  poser  k  égal  au  produit  des  facteurs 
premiers  différents  des  dénominateurs  de  A,  B,  G,...  U,  et,  en 
comparant  les  diverses  puissances  de  cette  valeur  de  k  à  ces  dé- 
7iominateurs  f  on  verra  si  elle  suffit  pour  rendre  entiers  tous  les 
termes  de  la  transformée,  oit  quel  exposantil  faut  donner  à  cha- 
cun de  ces  facteurs  premiers,  pour  que  les  diverses  puissances  de  k 
soient  divisibles  par  les  dénominateurs  correspondants. 
Soit,  par  exemple,  l'équalion 

La  transformée  sera 

or  72—  2^3^48  — 2\3;  je  vois  donc  que  si  l'on  posait  /c  =  2.3, 
k^  et  h^  ne  seraient  pas  divisibles  par  72  et  par  48,  puisqu'il  n'y 
aurait  que  deux  facteurs  2  dans  k^,  et  trois  dans  /v^  Mais  si  je 
fais/i:=2^3,  tous  les  coefficients  deviendront  entiers,  etl'équa- 
tion  demandée  sera  ainsi 

^3  ___  1 3^2  _|_  1 0^ -}- 252  =  0. 

On  verra  plus  tard   combien  il  est  important  de  choisir 

pour  k  le  plus  petit  nombre  possible. 

383.  Problême.   IV.   Former  une   équation  dont  les  racines 

soient  une  certaine  puissance  de  celles  d^une  équation  donnée, 

p_ 
Soient  cf(a?)=0  l'équation  proposée  et  y  =  x'^  celle  qui  doit 

lier  ses  racines  avec  celles  de  l'équation  demandée;  on  tirera  de 

cette  dernière  x^^-y'^  =  0,  et  il  n'y  aura  qu'à  éliminer  x  entre 

cette  équation  et  <f{x)=0  pour  résoudre  le  problème. 

Sipn'estpas  plus  grand  que  3,  on  tirera  deréquationa?^ — y^=Oj 

x=yp,  et,  en  substituant  cette  valeur  de  a;  dans  la  proposée,  on 

trouvera  l'équation  irrationnelle  (^[y'pjzzzO;  mais  il  sera  facile 
de  faire  évanouir  les  radicaux  qu'elle  renfermera  (378). 
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086.  Problème  V.  Diminuer  de  h  toutes  les  racines  d'une  équa- 
tion  donnée  o{x)=0. 

En  représentant  par  ^l'inconnue  de  l'équation  demandée,  on 
devra  avoir  y  =  x  —  h,  d'où  x  =  y-\-h;  de  sorte  que  l'équation 
cherchée  sera  :^(y-{-h)  =  0,  ou,  en  développant  d'après  le 
théorème  de  Taylor  (482). 

Yeut-on,  par  exemple,  diminuer  de  deux  unités  chacune 
des  racines  de  l'équation 

<p(a;)  — a;^—  Ç>x^+lx-{-2>=0  \ 

on  formera  les  dérivées  successives  de  son  premier  membre , 
ce  qui  donnera 

on  fera  dans  le  premier  membre  de  la  proposée  et  dans  ses 
dérivées  a?  =  2,  et  on  trouvera 

par  conséquent  l'équation  demandée  est 

?/'— 5l/  +  l=:0. 

S87.  Problème  YI.  Faire  évanouir  un  terme  de  rang  déter- 
miné dans  une  équation  donnée  ^{x)  =  0. 

Si  on  pose  xz=y-{-  /i,  y  étant  une  nouvelle  inconnue  et  h  une 
indéterminée,  on  obtiendra  l'équation  [2],  ou,  en  renversant 
l'ordre  de  ses  termes, 

1.2.3...7n^  ^1.2.3...(77î— 1)^      ^1.2.3...(m— 2)^      T-jL^J 

Tous  les  coefficients  de  cette  équation  étant  des  fonctions  de  h, 

à  l'exception  du  premier  qui  est  le  coefficient  même  de  la  plus 

haute  puissance  de  x,  dans  la  proposée,  on  voit  que  pour  faire 

C.  30 
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évanouir  un  terme  de  rang  déterminé,  il  faut  disposer  de  l'in- 
déterminée  h  de  manière  à  rendre  nul  son  coefficient ,  c'est- 
à-dire  égaler  ce  coefficient  à  zéro.  On  aura  ainsi  une  équation 
qui  ne  renfermera  que  la  seule  inconnue  h  et  qui  en  fera  par 
conséquent  connaître  la  valeur  ;  de  sorte  qu'en  substituant,  dans 
l'équation  précédente  ,  au  lieu  de  /t ,  le  nombre  ainsi  trouvé  > 
l'évanouissement  du  terme  dont  il  s'agit  s'effectuera. 
S88.  Ainsi  pour  faire  évanouir  le  deuxième  terme  ,  on  po- 

sera  - — -— f V^ -r  =  0 ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  en 

1.2.3...  (m —  1)  '      »       ^  > 

supposant  que  9(5?)  =  0  représente  l'équation  [1], 
7nh4- A.=  0\     d'où    h  = , 

de  sorte  que  la  valeur  de  x  devient  x  =  y-{-  ( j  5  c'est- 
à-dire  que  pour  faire  évanouir  le  deuxième  terme  d'une  équation, 
il  faut  y  remplacer  x  par  une  nouvelle  inconnue  augmentée  du 
quotient  obtenu  en  divisant  le  coefficient  du  deuxième  terfnCj  pris 
en  signe  contraire,  par  l'exposant  du  premier  terme. 

C'est  ce  que  l'on  pouvait  découvrir  a pnori  et  d'une  manière 
très-simple.  En  effet,  si  Ton  forme  une  équation  dont  les  ra- 
cines soient  égales  à  celles  de  la  proposée,  diminuées  chacune 
de  la  m'''^  partie  de  leur  somme  (m  étant  l'exposant  du  degré  de 
cette  proposée) ,  c'est-à-dire  de  la  m™''  partie  du  coefficient  A 

*  On  voit  facilement  que 

cp"(x)_m{m-i)  (m-l)(m-2) 

1:2—       1.2  +  1:2  ^"^      +•••' 

ç'" (x) _  w(m-l)(m-2)  (m-l  Um-2)(w-3) 

et,  par  induction,  que 

9'"-'(a;)       in{m — l)(m  — 2)...(m — m  +  2)   ^_^^, 

1.2.3.. .(w  —  l)~"  1.2.3...(m— 1)  ^"^  " 

^  1.2...(m  — 1)  ^ 
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da  deuxième  terme,  pris  en  signe  contraire,  il  est  clair  que  la 
somme  des  racines  de  cette  nouvelle  équation  sera  nulle,  et  que 
par  conséquent  elle  n'aura  pas  de  deuxième  terme  (o2o).  On  po- 
sera donc  2/=:  a;— ( —  — ],  à'oiix  =  y-{-  l j,  ce  qui  nous 

ramène  à  la  règle  précédente. 

389.  L'évanouissement  des  termes  autres  que  le  deuxième 
dépendra  de  la  résolution  d'équations  d'un  degré  supérieur  au 
premier,  et  ainsi  ne  pourra  pas  toujours  s'effc'ctuer,  si  l'on  ne 
veut  admettre  que  des  valeurs  réelles  de  A.  Cependant  on  pourra 
faire  disparaître  un  terme  quelconque  de  rang  pair ,  car  son 
coefficient  est  de  degré  impair  par  rapport  à  h,  el  nous  savons 
que  toute  équalion  de  degré  impair  a  au  moins  une  racine 
réelle  (oàS). 

Quant  au  dernier  terme,  on  ne  peut  jamais  le  faire  disparat- 
ire,  car  ce  dernier  terme  étant  cp(/i),  la  détermination  de  la  va- 
leur de  h  dépendrait  de  la  résolution  de  l'équation  9(A)  =  0  , 
c'est-à-dire  de  la  résolution  même  de  l'équation  proposée. 

C'est,  au  reste,  ce  que  l'on  pouvait  prévoir;  car,  pour  que  le 
dernier  terme  de  la  transformée  soit  nul ,  il  faut  que  l'une  de  ses 
racines  soit  zéro  ;  mais  comme  elles  sont  égales  à  celles  de  la 
proposée  diminuées  de  h,  il  faudra  que  h  soit  égale  à  l'une 
quelconque  de  ces  racines,  de  sorte  que  l'équation  qui  détermi- 
nera h  ne  devant  pas  donner  des  racines  de  cette  proposée 
plutôt  qu'une  autre,  elle  devra  les  donner  toutes,  et  sera  par 
conséquent  identique  avec  la  proposée. 

Ainsi  l'évanouissement  du  dernier  terme  d'une  équation  ne 
peut  pas  conduire  à  la  résolution  de  cette  équation,  quoiqu'il 
permette  d'en  abaisser  le  degré. 

o90.  Si  l'on  voulait  faire  évanouir  deux  termes  d'une  équa- 
tion ,  il  faudrait  égaler  à  zéro  les  coefficients  des  termes  cor- 
respondants dans  l'équation  [3]  ;  mais  on  aurait  ainsi  deux  équa- 
tions entre  la  seule  inconnue  /? ,  et  elles  seraient  par  conséquent 
incompatibles,  k  moins  qu'il  n'existât  une  relation  convenable 
entre  certains  coefficients  de  l'équation  proposée. 
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Si,  par  exemple,  on  voulait  faire  disparaître  les  termes  où  y 
entre  à  la  puisance  n  et  à  la  puisssancep,  il  faudrait  poser 

<f^{h)=0    et    f{h)=o. 

Or,  pour  que  ces  deux  équations  soient  vérifiées  par  une  même 
valeur  de  h,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  premiers  aiembres  aient 
un  facteur  commun;  on  cherchera  donc  leur  plus  grand  commun 
diviseur,  et  on  poursuivra  le  calcul  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu 
à  un  reste  indépendant  de  h;  on  égalera  ce  reste  à  zéro,  et  on 
obtiendra  ainsi  la  relation  nécessaire  et  suffisante  qui  doit 
exister  entre  les  coefficients  de  l'équation  [1]  pour  que  l'on 
puisse  faire  évanouir  en  môme  temps  les  termes  où  x  entre  à 
la  puissance  n  et  à  la  puissance  p. 

591.  On  pourrait  croire  qu'en  faisant  disparaître  d'une 
équation  successivement  son  deuxième,  son  troisième,  son 
quatrième....  terme,  on  pourrait  la  ramener  à  une  équation 
binôme ,  mais  ce  serait  une  erreur ,  parce  qu'en  voulant  faire 
évanouir  le  troisième  terme,  on  ferait  reparaître  le  deuxième. 
Considérons,  en  effet,  l'équation 

x^  -^Bx"^-'-  +  Cx"^-^  +. . .  +  U  =  0 

qui  manque  de  deuxième  terme,  et  changeons-y  x  cnx-]-h; 
il  viendra  ,  en  ordonnant  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  X  (on  développera  pour  cela  {x-\-  hf,  {x-\-hY-^,.,,  par  la 
formule  du  binôme  de  Newton), 

x^+mhx^~'  +  r  !!!l!^lZ±^  /^^  +  B 1  rr-'- +etc.  =  0. 

Or  la  valeur  de  h  qui  fera  disparaître  le  troisième  terme  sera 
différente  de  zéro,  de  sorte  que  la  puissance  (m  +  1)"'^  de  x  se 
trouvera  dans  l'équation  résuhante. 

o02.  On  ne  parviendrait  pas  non  plus  à  faire  évanouir  deux 
termes  en  posant  x  —  y-^h-{-  h',  h  et  h'  étant  deux  indétermi- 
nées ,  parce  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  y 
dans  la  transformée  seraient  composés  en  {h-\-  h')  comme  ceux 
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de  l'équation  [3]  le  sont  en  h,  de  sorte  que  les  équations  formées 
en  égalant  deux  coefficients  à  zéro  ne  renfermeraient  encore 
qu'une  seule  inconnue  représentée  par  (/i  +  AO?  au  lieu  de 
l'être  par /i.  On  ne  peut  donc  pas  déterminer  séparément  h  et  h' 
et  faire  ainsi  évanouir  deux  termes. 

Si  l'on  posait  x=^  ky-{-hy  h  et  k  étant  deux  indéterminées, 
pourrait-on  faire  évanouir  deux  termes?  Non,  car  cela  revien- 
drait à  faire  d'abord  x  =  z  +  h,  et  k  poser  ensuite  z  =  ky  : 
or,  par  la  première  transformation,  on  pourrait  faire  disparaître 
un  terme,  mais  la  deuxième  ne  saurait  en  faire  évanouir  aucun. 

Un  géomètre  russe,  nommé  Tschirnaûss,  avait  eu  l'idée  de 
iposer  x^+hx  +  k  =y,  et  de  cette  manière  il  était  parvenu  à 
faire  évanouir  deux  termes  dans  les  équations  du  troisième  et  du 
quatrième  degré,  ce  qui  lui  avait  permis  de  ramener  la  première 
aune  équation  binôme  et  la  deuxième  aune  équation  bicarrée. 
Mais,  en  appliquant  cette  méthode  à  l'équation  du  cinquième 
degré,  il  a  trouvé  que  les  équations  desquelles  dépend  la  déter- 
mination de  h  et  de  k  sont  d'un  degré  plus  élevé  que  celle  que 
l'on  veut  résoudre. 

o95.  2«  Cas.  Nous  allons  examiner  le  cas  où  chaque  racine 
de  l'équation  cherchée  est  Uée  avec  plusieurs  racines  de  la  pro- 
posée. Mais,  dans  la  multitude  des  questions  où  cela  peut  avoir 
heu,  nous  ne  considérerons  que  les  suivantes,  qui  sont  en  effet 
les  plus  remarquables. 

o94.  Problème  YII.  Former  une  équation  qui  ait  pour  racines 
toutes  les  différences  qui  existent  entre  chaque  racine  d'une  équa^ 
lion  donnée  cp(x)=0  et  toutes  les  autres;  c'est  ce  qu'on  appelle 
l'équation  AUX  BiFFÉRENCES  dcs  raclucs  de  cp(x)  =  0. 

Soient  x'  et  x"  deux  racines  quelconques  de  l'équation  pro- 
posée, y  une  quelconque  des  racines  de  l'équation  aux  diffé- 
rences demandée  ;  on  aura 

y=:x^-x\  [4] 

avec  les  deux  équations  de  condition 

^y)=:0        [5]  et  ?:^'0=o,        [6] 
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pour  exprimer  que  x'  et  a^".sont  deux  racines  de  la  proposée.  Or, 
si  on  élimine  ces  quantités  x'  et  x"  entre  ces  trois  équations,  on 
obtiendra  une  équation  finale  f{y)  =  0,  qui  aura  pour  racines 
toutes  les  valeurs  de  y  qui,  conjointement  avec  certaines  valeurs 
de  x'  et  àex\  peuvent  satisfaire  aux  équations  [4],  [5]  et  [6], 
mais  ces  valeurs  de  x'  et  de  x'^  ne  peuvent  être  que  des  racines 
de  l'équation  ct(a;)=  0;  donc  l'équation  F(^)  =  o  aura  pour  ra- 
cines toutes  les  différences  que  l'on  peut  obtenir  en  combinant 
deux  à  deux,  par  voie  de  soustraction,  toutes  les  racines  de  la 
proposée  ;  et  comme  rien  n'exprime  que  x"  soit  différente  de  x\ 
parmi  ces  différences  se  trouveront  toutes  celles  qui  existent 
entre  chaque  racine  et  elle-même,  de  sorte  que  l'équation 
Y{y)  =  0  aura  m  racines  nulles  qui  seront  des  solutions  étran- 
gères à  la  question.  Il  faudra  donc,  pour  avoir  l'équation  cher- 
chée, diviser  F(y)  par  y"^  et  égaler  à  zéro  le  quotient  de  cette 
division. 

Pour  éliminer  x'  et  x!'  entre  les  équations  [4],  [5]  et  [6],  je 
substitue  d'abord  dans  la  deuxième  la  valeur  de  x'  tirée  de  la 
première,  ce  qui  donne  ^[x"-]-y)=0,  de  sorte  qu'il  s'agit  ac- 
tuellement d'éliminer  x"  entre 

^[x"  +  y)  =  0        [7]  et  ^{x")  =  0.        [6] 

Mais  j'observe  que  Ton  peut,  au  système  de  ces  deux  équations, 
substituer  le  système  formé  de  la  deuxième  et  de  l'équation 
obtenue  en  les  retranchant  membre  à  membre,  c'est-à-dire  de 
l'équation 

Or  cette  dernière  étant  satisfaite  par  ?/=0,  son  premier  membre 
est  divisible  par  ^,  et  il  en  résulte  que  le  système  des  équations  [6] 
et  [7]  se  décompose  dans  les  deux  systèmes  suivants  ("^37)  : 

de  sorte  que,  si  l'on  représente  par  f{y)  —  0  l'équation  finale  du 
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deuxième  système,  comme  celle  du  premier  est  y'^  =  0  (ëo9), 
on  aura 

%)=r.Al/)=0;    donc    f{y)  =  0 

est  l'équation  aux  différences. 

Maisilest  évident  qu'éliminera?"  entre  les  deux  équations  qui 
forment  le  système  [8]  revient  à  éliminer  x  entre  les  équations 

et 

Donc  ■pour  former  Vèquation  aux  différences  des  racines  cVune 
équation  donnée,  il  faut  changer  dans  cette  équation  x  c/i  x  +  y» 
développer  le  résultat  suivant  les  puissances  ascendantes  de  y, 
d'après  le  théorème  de  Taylor,  supprimer  le  premier  terme,  puis 
diviser  le  reste  par  y  et  éliminer  enfin  x  entre  Vèquation  résultante 
et  la  proposée. 

Cette  équation  aux  différences  doit  avoir  évidemment  autant 
de  racines  que  l'on  peut  former  d'arrangements  deux  à  deux  avec 
m  lettres  ;  donc  elle  sera  du  degré  m{m—\).  Si  de  plus  on  ob- 
serve que  ces  racines  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  con- 
traires, car  deux  racines  x'  et  x'  de  la  proposée  produisent  les 
différences  x' — x"  et  x"—x',  on  verra  qu'elle  ne  devra  pas  chan- 
ger lorsqu'on  y  remplacera  y  par  — y,  et  qu'en  conséquence 
elle  ne  pourra  renfermer  que  des  termes  de  degré  pair.  Si  donc 
on  pose  m(7îi — l)  =  2?i,  l'équation  aux  différences  sera  de  la 
forme 

Remarquons  qu'il  n'y  a  pas  des  équations  aux  différences  de 
tous  les  degrés  ;  car  de  m(m— l)=2n,  on  tire  m—  o    — > 

et  comme  î7i  doit  être  un  nombre  entier,  il  faut  et  il  suffit  que 
1  +  8n  soit  un  carré  parfait.  Ainsi  n  ne  saurait  être  égal,  ni  à  2, 
ni  à  4,  ni  à  5,  etc. 
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L'équalion  [9]  se  ramène  à  une  autre  de  degré  sous-double, 
en  posant  y^=Zf  ce  qui  donne 

z''+Az^-'  +  Bz^-^+...+Tz-\-\]=zO.      [10] 

Cette  équation  se  nomme  l'équation  aux  carrés  des  différences 
des  racines  de  la  proposée,  parce  que  l'équation  y^'=z  exprime 
que  les  racines  de  l'équation  [10]  sont  les  carrés  de  celles  de 
l'équation  [9]. 

69o.  Cette  équation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de 
l'équation  <^{x)  =  0  fournit,  sur  la  nature  des  racines  de  celle-ci, 
des  indications  qui  étaient  fort  importantes  avant  que  M.  Sturm 
eût  publié  le  beau  théorème  que  nous  ferons  connaître  plus 
tard.  En  effet,  si  l'équation  <^(x)=0  a  toutes  ses  racines  réelles, 
les  carrés  de  leurs  différences  prises  deux  à  deux  seront  réels  et 
positifs,  et  par  conséquentl'équation  en  z  sera  complète  et  n'aura 
que  des  variations  (o5i).  Réciproquement,  si  l'équation  [10]  est 
complète  et  n'a  que  des  variations,  la  proposée  aura  toutes  ses 
racines  réelles.  Supposons,  en  effet,  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi  ; 
cette  proposée  aura  donc  au  moins  deux  racines  imaginaires  de 
la  forme  a-j-Ps/ — 1  et  a — py/ — 1  ;  leur  différence  est  ^P\/ — 1,  et 
le  carré  de  cette  différence  est  égal  k—kf;  d'où  l'on  voit  que, 
si  l'équation  9(0?)  =  0  avait  un  couple  de  racines  imaginaires, 
l'équation  aux  carrés  des  différences  de  ses  racines  aurait  une 
racine  réelle  négative,  ce  qui  ne  se  peut,  puisqu'elle  est  com- 
plète et  n'a  que  des  variations  (S52, 1°).  Donc, pour  qu  une  équa- 
tion ait  toutes  ses  racine^  réelles^  il  faut  et  il  suffit  que  V équation 
aux  carrés  des  différences  de  ses  racines  soit  complète  et  n'ait  que 
des  variations. 

Il  suit  de  là  que  l'on  obtiendra  les  relations  qui  doivent 
exister  entre  les  coefficients  indéterminés  d'une  équation,  pour 
que  toutes  ses  racines  soient  réelles,  en  écrivant  que  les  coeffi- 
cients de  l'équation  aux  carrés  des  différences  de  ses  racines  sont 

m  (m  —  1 1 
alternativement  positifs  et  négatifs.  On  trouvera  ainsi  — ^^-r — - 

conditions,  mais  il  pourra  se  faire  que  plusieurs  d'entre  elles 
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rentrent  les  unes  dans  les  autres,  ainsi  que  nous  en  donnerons 
un  exemple  tout  à  l'heure  (598). 

596.  Lorsque  l'équation  aux  carrés  des  différences  n'a  que  des 
permamnces,  la  proposée  na  que  des  racines  imaginaires  si  elle 
est  de  degré  pair ^  et  elle  a  une  seule  racine  réelle  si  elle  est  de  degré 
impair;  car,  si  cette  proposée  avait  deux  racines  réelles,  l'équa- 
tion [10]  admettrait  une  racine  réelle  positive,  ce  qui  ne  peut 
pas  s'accorder  avec  notre  hypothèse  (o52,  2°). 

Donc,  en  écrivant  que  tous  les  coefficients  de  l'équation  [10] 
sont  positifs,  on  aura  des  conditions  suffisantes  pour  que  la 
proposée  ait  toutes  ses  racines  imaginaires,  si  elle  est  de  degré 
pair,  ou  pour  qu'elle  n'ait  qu'une  seule  racine  réelle,  si  l'expo- 
sant de  son  degré  est  impair. 

597.  Si  r équation  aux  carrés  des  différences  n'est  pas  corn- 
plète^  ou  si  elle  a  des  permanences  et  des  variations,  on  en  con- 
clut immédiatement  qu  elle  a  des  racines  imaginaires,  mais  on  ne 
peut  rien  dire  de  précis  sur  leur  nombre.  Il  résulte  seulement  de 
la  règle  des  signes  de  Descartes  que  la  proposée  na  pas  plus  de 
couples  de  racines  imaginaires  quil  n*y  a  de  variations  dans  la 
transformée  en  — z  de  V équation  aux  carrés  des  différences  : 
car,  si  elle  en  avait  davantage,  comme  à  chacun  de  ces  couples 
correspond  une  racine  réelle  négative  de  l'équation  en  z,  il 
s'ensuivrait  que  cette  équation  [10]  aurait  plus  de  racines  néga- 
tives qu'il  n'y  a  de  variations  dans  sa  transformée  en  — z,  ce 
qui  ne  se  peut  (o5o). 

598.  Exemple.  Former  Véquation  aux  carrés  des  différences 
des  racines  de  Véquation  cp(x)  =  x^  +  px  +  q  =  0  et  trouver  en- 
suite les  relations  qui  doivent  exister  entre  ses  coefficients  pour 
que  ses  trois  racines  soient  réelles.  Nous  ferons  les  calculs  sui- 
vants : 


1.2-^^'      17273 


,'ix)=3x^  +  p,     ^-J§  =  3x,     fg  =  l, 
<!fix-Jry)  —  o{x)  _ 


474  DE  LA  TRANSFORMATION   DES  ÉQUATIONS, 

Ainsi  il  faut  éliminera;  entre  cette  dernière  équation  et  la  pro- 
posée. 


a;3 

+px   +q 
+  3pa;+3g 
-Syx-'—y'ix 
—  V 

x-y 

1 

3xM^f+m-m 

Zx' 

'6x'-\-3yx-i-y'' 

+P 
2f  3x^+6y3 
+2p       +6py 

-m 

-9q 

x 

2f  x-\-yi 

+2p     -\-py 

+3g 

+  py 

2y'x  +  y'^ 

+2p      +py 

+  3g 

+3py 
-9q 

21/2 
+2p 

x+^[y^+pr 

Le  terme  indépendant  de  a?  sera  —^(y^+py—^)(y^+py+Sqy 
-\-Hy'  +  p?,  et  en  effectuant  les  calculs,  on  trouvera  que  l'é- 
quation aux  différences  est 

7/  +  6^?/+  9pY  +  (kp^  +  27  cf)  =  0. 
L*équation  aux  carrés  des  différences  est  par  conséquent 
z^+e,2JZ^  +  9p^Z  +  ikp^+27q^)  =  0.       [11] 

Pour  que  celte  équation  n'ait  que  des  variations,  il  faut  que 
l'on  ait 

p<0       et       kp^+27q^<:0, 

et  comme  la  première  de  ces  conditions  est  comportée  par  la 
suivante,  il  s'ensuit  que  la  seule  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  l'équation  x^ -{- px -{- q  =  0  ait  ses  trois  racines 
réelles  est  kp^-\-27q^<^0. 

Si  4p^  +  27^^>>0,  la  transformée  en  — z  de  l'équation  [11] 
aura  au  moins  une  variation,  et  par  conséquent  la  proposée 
aura  deux  racines  imaginaires.  Cette  condition  est  donc  suffî- 
sante  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  Elle  est  de  plus  nécessaire,  car  si 
4^3  _!_.  27^2^0,  l'équation  x^ -\- px -}- q  =  0  a  ses  trois  racines 
réelles. 

1599.  La  méthode  que  nous  avons  donnée  précédemment 
pour  calculer  l'équation  aux  différences  s'applique  à  la  for- 
mation de  l'équation  aux  sommes,  aux  produits  et  aux  quo- 
tients deux  à  deux  des  racines  d'une  équation  donnée  cp(x)  =  0. 
On  verra,  en  répétant  les  raisonnements  du  n°  594,  que 
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V équation  aux  sommes  s'obtiendra  par  l'élimmation  de  x  entre  les 
deux  équations 

,(^)  =  0      et      'Pfa-^)-'PW^o. 

^  7J ^X 

En  effectuant  cette  élimination,  on  trouvera  que  le  reste  Y,  qui 
précédera  le  reste  indépendant  de  x,  sera  du  deuxième  degré, 
par  rapport  à  cette  inconnue.  En  effet,  siy=^  est  une  racine 
de  l'équation  finale,  il  faudra  qu'en  la  substituant  dans  l'équa- 
tion formée  en  égalant  le  reste  précédent  à  zéro,  on  en  tire  la 
valeur  correspondante  de  x.  Mais  p  étant  la  somme  de  deux 
racines  de  la  proposée,  cette  équation  ne  doit  pas  donner  l'une 
de  ces  racines  plutôt  que  l'autre  ;  donc  elle  les  fera  connaître 
toutes  les  deux;  donc  ce  reste  est  du  second  degré,  et  par 
conséquent  la  véritable  équation  finale  sera  Y-  =  G  (oo9).  Donc 
l'équation  qui  aura  pour  racines  les  sommes  distinctes  des  ra- 
cines de  9(37)  =  0  est  Y  =  0. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'équation  ^^a?)=0  est  du  troisième 
degré,  on  peut  obtenir  très-simplement  l'équafion  aux  sommes 
distinctes  de  ses  racines  prises  deux  à  deux.  Soient  en  effet 

x''-'kx'  +  Bx--G  =  0  [12] 

l'équation  proposée,  et  y  la  somme  de  deux  quelconques  de  ses 
racines,  la  troisième  racine  sera  par  conséquent  (A — y),  de 
sorte  qu'on  doit  avoir 

(A-7/)3-A(A-7/;  +  B(À-.7)-G-0;        [13] 

mais,  si  cette  équation  a  lieu,  (A  —  y)  est  une  racine  de  la  pro- 
posée, et  comme  A  est  la  somme  de  ses  trois  racines,  ^  est  néces- 
sairement la  somme  des  deux  autres.  L'équation  [13]  est  donc 
l'équation  aux  sommes  distinctes  des  racines  de  l'équation  [12]. 
600.  On  verra  de  même  que  2^our  former  l'équation  aux  pro- 
duits deux  à  deux  des  racines  de  l'équation  (j)(x)  =  0,  il  faudra 
éliminer  x  entre 


^g)-9(^) 


cp(^)  =  0       et       -^^ r— =  0, 

^  y — X' 
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que  réquation  en  x  eXy  qui,  conjointement  avec  l'équation  en  y 
seule,  remplacera  ce  système,  sera  du  deuxième  degré,  et  que 
si  l'équation  proposée  est 

o{x)  =  x^—kx^+Bx^G  =  0, 
l'équation  aux  produits  distincts  sera 

@'-aQ +Bg)-G:=0,  ou  ^/^B7/+ACi/-C^=0.  [14] 

Exemple.  (ù{x)^x^ — 6a; +  7.  On  trouvera  que 


■X'' 


y^—6x-y—x^-\-  Qx'* 
y  —  x- 


y  —  x"-  y- 

ou  bien,  en  effectuant  la  division , 

'-e>x')~ 

En  éliminant  a;  entre  cette  équation  et  la  proposée,  on  trouvera 


x'^  +  ylx^ 
-6| 
+  6x^—7x 


+  f 


yx^ — 7a;  4-^' 


x^  —6^+7 

yx^  ~Qy  x-\-7y 

-\-7x^- —  y-x 


lyx^ —  y^ 
—  Qyr 
+  49  X 


x+ly 
7?/' 


X  +7 


yx^  —  7x-\-  y^ 


(—^'—6'^^  4- 49)0; 
On  voit  que  le  reste  du  premier  degré  en  x  est  divisible  par 
( — y^ — 6?/+ 49)  :  on  supprime  ce  facteur,  et  on  divise  en 
conséquence  le  diviseur  yx^ — 7x-\-y'^  par  x,  ce  qui  donne  y"^ 
pour  reste.  Mais  comme  on  a  introduit  le  facteur  y-,  pour  ren- 
dre possible  la  deuxième  division,  et  que  ce  facteur  est  premier 
avec  le  coefficient  du  second  terme  du  diviseur  correspondant, 
ce  facteur  introduirait  des  solutions  étrangères  (o69),  de  sorte 
qu'il  faut  le  supprimer  dans  le  reste  indépendant  de  x,  ce  qui 
réduit  ce  reste  à  l'unité.  Les  solutions  du  système 

^3_g^_|_7_0      et      y--]-xhj^x'*—^x^=0, 
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seront  donc  celles  mêmes  du  système 

if  +  e>y-—k9  =  0  et  yx-—7x-\-i/=0. 

Or,  à  chaque  valeur  de  y  correspondront  ainsi  deux  valeurs 
de  X,  de  sorte  que  la  véritable  équation  finale  de  ce  système  est 
(i/+  6if  —  49/  =  0.  Telle  est  donc  l'équation  qui  a  pour  ra- 
cines tous  les  produits  deux  à  deux  que  l'on  peut  former 
en  multipliant  successivement  chaque  racine  de  la  proposée 
x^ — 607+7  =  0  par  toutes  les  autres.  Mais  comme  ces  produits 
sont  égaux  deux  à  deux,  il  en  résulte  que  l'équation  aux  pro- 
duits distincts  est 

>/W-f^f^^^^T-  =  0,  ou  7/+ 61/^— 49  =  0, 
comme  on  peut  le  vérifier  facilement  en  faisant  A^=0,  B= — 6 
et  C  =  —  7  dans  l'équation  [14]. 

601.  Quant  à  l'équation  aux  quotients,  on  l'ohliendra  en 
éliminant  x  entre  les  équations 

(d(x)=0   et   -^^-^ — 1^=0. 
y—l 

Elle  sera  du  degré  w(??t  —  l),  mais  comme  ses  racines  seront 

x'  x' 

réciproques  (car,  si  —  est  une  de  ses  racines,  —j  en  est  une 

aussi),  elle  pourra  s'abaisser  à  une  équation  de  degré  sous- 
double,  c'est-à-dire  du  degn 
rons  bientôt (chap.  XIX,  $V. 


double,  c'est-à-dire  du  degré        _ — ,  ainsi  que  nous  le  ver- 


CHAPITRE  XVIIL 

DES  RACmES  EGALES  DES  EQUATIOÎVS. 


602.  U objet  de  la  théorie  des  racines  égales  est  de  ramener 
la  résolution  d'une  équation,  qui  a  des  racines  égales,  à  la  résolu- 
tion de  plusieurs  équations  partielles,  dont  toutes  les  racines 
soient  inégales,  et  qui  soient  telles  que  chacune  ait  pour  racines 
toutes  celles  de  la  proposée,  dont  le  degré  de  multiplicité  est  le 
même,  et  indique,  par  son  numéro  d'ordre,  quel  est  ce  degré  de 
multiplicité. 

Soit  cp(a;)  =  0  une  équation  qui  a  n  racines  égales  à  a,  p  ra- 
cines égales  kh,  q  racines  égales  à  c,  etc.,  de  sorte  que 

^{x)  =  {x  —  af[x—'hy[x—cY,.,{x—h){x^k)=::0  [1]. 
Si  Ton  observe  que  les  dérivées  de  {x — a)",  {x — h'f,  {x — c^,.., 
sont  respectivement  n(x  —  d)''-^ ,  p(x — by-^,  q{x^cy-\.,.  on 
verra  (484)  que 

(^'(x)=n{x—ay-'^ix—b'/  {x—cf  ,..(x~k) 
+p(x—ay  {x—bY-\x—cf  ...{x  —  k) 
+  ç(3;— af    (x—by    (x-^cy-K..(x—k) 

+   (x^af    {x—bf    [x—c)'^    „,{x  —  h), 
ou,  ce  qui  revient  au  môme,  que 

Cette  égalité  nous  montre  que 

{x  —  a)"-i(a?—  by-\x—cY-^ 
est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ^(x)  et  de  cp'C^),  car  c'est 
le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers  communs  à  ces  deux 
polynômes.  En  effet,  aucun  des  facteurs  simples  de  ^[x),  tel 
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que  {x — k)  ne  divise  <p'(ic),  puisqu'il  divise  tous  les  termes  de 
cette  dérivée  à  l'exception  d'un  seul  -37T.»  et  aucun  de  ses  fac- 
teurs multiples  ne  peut  entrer  dans  un  diviseur  de  o'{x)  avec  un 
exposant  aussi  grand  que  celui  qu'il  a  dans  cp(ic},  car  (x — a)"*, 
par  exemple ,  divise  tous  les  termes  de  o{x)y  sauf  le  terme 

n-^ — .  Donc 
X — a 

Quand  une  équation  a  des  racines  égales,  son  premier  membre 
et  sa  dérivée  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  *  qui  est  le  pro- 
duit de  tous  les  facteurs  correspondants  aux  racines  multiples 
de  l'équation  proposée,  affectés  chacun  d'un  exposant  moindre 
d'une  unité  que  celui  quil  a  dans  cette  proposée;  et  si  V équation 
fCa  pas  de  racines  égales,  son  premier  membre  et  sa  dérivée  sont 
premiers  entre  eux,  car  n,  p,  q  étant  alors  égaux  à  l'unité,  le 
plus  grand  commun  diviseur  (j)c  —  ay-^{x — by-^x — c)i~^  se 
réduit  alors  à  l'unité. 


*  Ce  théorème  découle  très-naturellement  de  la  règle  que  nous  avons 
donnée  pour  former  l'équation  aux  différences.  En  effet,  il  est  d'abord 
évident  que  si  une  équation  a  des  racines  égales,  l'équation  aux  différences 
de  ses  racines  aura  des  racines  nulles,  et  qu'elle  en  aura  autant  que  l'on 
peut  former  d'arrangements  avec  les  racines  égales  de  chaque  espèce  prises  deux 
à  deux  (ainsi  l'équation  aux  différences  des  racines  de  {x — aY{x —  lifix — c)=0 
aura  4.3  +  3.2=  18  racines  nulles).  Réciproquement,  si  l'équation  aux  diffé- 
rences f{y)  =  0  a  des  racines  nulles ,  la  proposée  o{x)  =  0  en  aura  d'égales. 
Cela  posé,  l'équation  f{y)  =  0  étant  l'équation  finale  (S26)  qui  provient  de 
l'élimination  de  x  entre  les  équations 

?(a;)=0    et    o[{x) +^y+f^t+ ...  =  0,  [z] 

on  voit  que  si  9(a:)=0  a  des  racines  égales,  y  =  0  est  une  valeur  propre  à 
satisfaire  à  ces  deux  équations.  Puis  donc  que  la  seconde  se  réduit  alors  à 
9'(a;)  =  0,  il  faut  nécessairement  que  les  équations  ç(x)  =  0  et  ç'(x)=0  aient 
une  racine  commune^  et  qu'ainsi  leurs  premiers  membres  aient  un  commun 
diviseur.  La  réciproque  est  vraie;  car,  si  9(x)  et  ©'(x)  ont  un  facteur  commun 
(x — a),  les  équations  [z]  seront  vérifiées  par  a;=r  a  et  î/  =  0;  donc  y  =  0  sera 
ime  racine  de  l'équation  finale  /■(t/)=0,  c'est-à-dire  de  l'équation  aux  diffé- 
rences j  donc  la  proposée  aura  des  racines  égales. 
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Réciproquement,  s'il  existe  un  commun  diviseur  entre  le  pre- 
mier onembre  d'une  équation  et  sa  dérivée,  cette  équation  aura 
des  racines  égales,  sans  quoi  ces  deux  polynômes  seraient 
premiers  entre  eux;  et  si  le  premier  membre  d'une  équation 
est  premier  avec  sa  dérivée,  cette  équation  n'a  pas  de  ra- 
cines égales,  sans  quoi  ces  deux  polynômes  auraient  un  facteur 
commun. 

C'est  sur  ce  théorème  qu'est  fondée  la  méthode  des  racines 
égales, 

605.  On  commencera  par  chercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  le  premier  membre  de  l'équation  proposée  et  sa 
dérivée,  et  si  l'on  n'en  trouve  pas,  on  conclura  que  cette  équa- 
tion n'a  pas  de  racines  égales. 

Supposons  que  l'on  en  trouve  un:  on  sera  sûr  alors  que 
l'équation  a  de  pareilles  racines.  Représentons  par  Xile  produit 
des  facteurs  correspondants  aux  racines  inégales  delà  proposée, 
et  en  général  par  Xn  le  produit  de  ses  facteurs  de  l'ordre  n, 
mais  élevés  seulement  à  la  première  puissance'^  :  on  aura  donc 

cp(a;}=:=XlX,%%^X5^ 

en  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de  facines  dont  le  degré  de  mul- 
tiplicité surpasse  le  cinquième.  Cette  hypothèse,  comme  on  va 
le  voir,  n'ôtera  à  la  méthode  rien  de  sa  générahté. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  Di  entre  'û(x)  et  sa  dérivée 
(^'(x)  sera  le  produit  de  tous  les  facteurs  multiples  de  <s^(x),  af- 
fectés chacun  d'un  exposant  moindre  d'une  unité  que  celui 
qu'il  a  dans  o{x);  donc 

Si  maintenant  j'opère  sur  Di  comme  sur  oÇx)  ;  sur  le  plus  grand 
commun  diviseur  Daque  je  trouverai  ainsi,  encore  de  la  même 
manière,  et  ainsi  de  suite,  je  finirai  par  obtenir  un  plus  grand 
commun  diviseur  qui  sera  le  produit  des  facteurs  du  plus  haut 

*  De  telle  sorte  que  si  la  proposée  était  (x—  a){x  —  h){x — c)\x—  dj'^ix — e)'=0, 
on  SLUTa.\tXi  =  {x  —  a){x~h),    X2  =  x  —  c,   Xs^rl,    Xi  —  (x-—d){x  —  e). 
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degré  de  multiplicité  qui  sont  dans  o[x),  et  j'en  serai  averti 
parce  que  le  plus  grand  commun  diviseur  sera  premier  avec 
sa  dérivée,  de  sorte  que  le  calcul  s'arrêtera  là.  Nous  trouverons 
ainsi  la  suite  d'équations 

1)2=  A3X4    X5      'y 

Cela  fait,  nous  diviserons  (u(x)  par  Di,  Di  par  D2,  D2  par  D3,  et 
enfin  D3  par  D4,  et  en  appelant  Qi,  Q^^  Qa,  Q4  les  quotients  cor- 
respondants, nous  aurons 

Q,==X,X2X3X4X5, 
Q2  =  X2X3X4Xs, 
U3^=^X3X4X5, 
Q4  =  X4Xs, 
D4=X5. 

En  divisant  enfin  le  deuxième  membre  de  chacune  de  ces  équa- 
tions par  celui  de  la  suivante,  et  en  égalant  à  zéro  les  quotients 
ainsi  obtenus,  on  formera  les  équations 

Xi  =  0,        X2=0,       X3  =  0,        X4  =  0,        D4  =  Xg=0. 

Les  racines  de  ces  diverses  équations  sont  toutes  inégales;  cha- 
cune a  pour  racines  toutes  celles  de  l'équation  :i(x)=Oj  dont  le 
degré  de  multipUcité  est  le  même,  et  son  rmméro  d'ordre  est 
précisément  égal  à  l'exposant  de  ce  degré  de  multiphcité. 

Exemple.  Soit o{x)  ==: x^— 2x'*  —  Sx^ +  lQx^+lQx  — 32  =  0, 
On  trouvera  Di=a;-^—  2a;^  — 4a;+8;  D2=a7—- 2. 
Puis 

?^^  =  Q,==^'_4;     ^^  =  Q,  =  x'-i,;     J},  =  x-2; 

|4'=Xi  =  l;  ^'=X2  =  ic  +  2  =  0;  D2  =  X3  =  a;  — 2=0. 
U2  U2 

Ainsi  l'équation  proposée  a  deux  racines  égales  à  —  2  et  trois 
racines  égales  à  2. 
604.  Si  l'on  trouvait  qu^le  pkis  grand  commun  diviseur  Di 
C.  31 
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entre  (^(x)  et  ^'(x)  est  du  deuxième  degré,  on  examinerait  si  ce 
plus  grand  commun  diviseur  est  ou  n'est  pas  un  carré  parfait. 
Dans  le  premier  cas,  on  en  conclurait  que  la  racine  double  de 
l'équation Di=:0  entre  trois  fois  dans  la  proposée,  et  en  égalant 
à  zéro  le  quotient  de  la  division  de  (ù[x)  par  (v^D^X  on  forme- 
rait une  équation  dont  les  racines  seraient  toutes  les  racines 
simples  de  la  proposée.  Si  Di  n'est  pas  un  carré  parfait ,  chacune 
des  racines  de  Di  =  0  entrera  deux  fois  dans  la  proposée  ,  et  en 
conséquence  on  divisera  9(0?)  par  Di%  et  on  égalera  à  zéro  le 
quotient  de  cette  division. 

603.  La  méthode  précédente  exige  des  calculs  qui  devien- 
nent très-longs,  lorsque  Téquation  proposée  est  d'un  degré  un 
peu  élevé  ;  aussi  est-il  important  de  n'y  avoir  recours  qu'autant 
que  la  chose  est  indispensable.  Or  j'observe  que  si  une  équation 
a  une  seule  racine  multiple  d'un  certain  ordre  et  que  ses  coeffi^ 
cients  soient  rationnels ,  cette  racine  est  commensurable ,  car  elle 
sera  la  racine  unique  d'une  de  nos  équations  partielles  Xi=:0. 
X2=0,  X3=0,...  lesquelles  sont  évidemment  rationnelles. 

Il  suit  de  là  1°  qu'une  équation  du  troisième  degré  dont  toutes 
les  racines  sont  incommensurables  ne  peut  pas  en  avoir  d'égales, 
car  elle  ne  snurait  avoir  qu'une  seule  racine  double  ou  une 
seule  racine  triple. 

2°  Qu'une  équation  du  quatrième  degré  dont  les  racines  sont 
incommensurables  ne  peut  avoir  pour  racines  multiples  que  deux 
racines  doubles;  mais  alors  son  premier  membre  Cbt  un  carré 
parfait.  On  verra  donc  si  celte  condition  est  remplie  :  si  elle 
l'est,  l'équation  s'abaissera  à  une  équation  du  deuxième  degré, 
qu'il  sera  facile  de  résoudre.  Si  son  premier  membre  n'est 
pas  un  carré  parfait ,  toutes  ses  racines  sont  inégales. 

Exemple  I.  Soit  l'équation  x'*  —  1x^  —  x^-\-^x-[-\=z  0. 
J'extrais  la  racine  carrée  de  son  premier  membre  et  je  trouve 
que  x"^  —  X —  1  est  sa  racine  exacte.  Je  résous  donc  l'équation 

x^  —  x —  1 = G ,  et  j'en  conclus  que  ses  racines  — ^^  et  ■  "^^ 

entrent  chacune  deux  fois  dans  la  proposée. 
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Exemple  IL  Soit  encore  l'équation  d*  —  x^  —  1x  —  1  =0  : 
son  premier  membre  ne  saurait  être  un  carré  parfait,  car  il 
manque  du  terme  en  x^  et  renferme  la  première  puissance  de  x  ; 
de  sorte  que  cette  équation  ne  peut  pas  avoir  de  racines  incom- 
mensurables égales. 

3°  \jne>  équation  du  cinquième  degré  ^  dont  les  racines  sont 
incommensurables  y  ne  peut  pas  en  avoir  d' égales  ^  car  elle  ne  sau- 
rait admettre  une  seule  racine  d'un  certain  degré  de  multipli- 
cité, et  si  elle  avait  deux  racines  doubles^  elle  en  aurait  une 
seule  simple. 

On  voit  donc  que  Von  naura  jamais  à  appliquer  la  méthode 
DES  RACINES  ÉGALES  quà  dcs  équatioixs  d'un  degré  supérieur  au 
cinquième;  car  on  peut  toujours,  comme  on  le  verra  plus  tard , 
déterminer  facilement  les  racines  commensurables  égales  ou 
inégales  d'une  équation  donnée,  et  former  ensuite  une 
deuxième  équation  qui  ait  pour  racines  les  seules  racines  in- 
commensurables et  imaginaires  de  l'équation  proposée. 

006.  On  propose  quelquefois  de  décomposer  une  équation 
(p(x)=:0,  qui  a  des  racines  égales ,  en  deux  autres,  dont  Vune  ne 
renferme  que  les  racines  simples  de  cette  proposée  et  dont  Vautre 
admette  toutes  ses  racines  multiples ,  prises  chacune  une  fois  seule^ 
ment.  Ce  problème  est  résolu  au  n*»  605,  puisque  nous  y  avons 
formé  les  équations  Xi  =  0  et  XâXsXiX^^O;  mais  on  peut 
obtenir  ces  deux  équations  plus  rapidement.  Pour  y  parvenir, 
on  formera  d'abord  le  polynôme  Qi  =  XiX2X3X4...;  puis  en 
chercbant  le  plus  grand  commun  diviseur  di  entre  Qi  et 
Di=:X2X3'X4^..  et  en  égalant  di  à  zéro ,  on  obtiendra  l'une  des 

équations  demandées  X2X3X4 =  0.  Il  ne  s'agira  plus,  pour 

avoir  l'autre ,  que  d'égaler  à  zéro  le  quotient  de  la  division  de  Qi 
par  f?i,  ce  qui  donnera  Xi  =  0. 

607.  Le  théorème  sur  lequel  repose  la  méthode  des  racines 
égales  donne  le  moyen  de  reconnaître  si  une  racine  connue  a 
d'une  équation  o(x)  =  0  est  une  racine  multiple  de  cette  équa- 
tion ,  et  quel  est  son  degré  de  multiplicité.  Il  suit ,  en  effet,  de  ce 
théorème  que  le  facteur  (rr— a)  devra  entrer  aux  puissances 
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{n — 1)"'%  (n — 2J"'%. ..  troisième,  deuxième,  première,  dans  les 
dérivées  respectives  9'  (x),  'f"  {x),,,.f'~^ (a?),<p"~^(a;),  çp"-^fa;),  el  à  la 
puissance  zéro  dans  cp"(a;),  s'il  se  trouve  à  la  rr"  dans  ©  [x).  Par 
conséquent,  toutes  ces  fonctions  s'évanouiront ,  à  l'exception  de 
a>^'rr),  par  l'hypothèse  de  x=a.  D'où  l'on  voit  que  pour  trouver 
le  degré  de  multijolicîté  de  la  racine  a,  il  n'y  a  qu'à  former  les 
dérivées  successives  de  V équation  proposée '^{n)  =  0 ,  et  r indice  de 
la  première  dérivée  qui  ne  s'anéantira  pas ,  en  y  faisant  x  =■.  a , 
sera  l'exposant  du  degré  de  multiplicité  de  cette  racine. 

Exemple.    Combien   l'équation   <^{x)  ==\^  —  6x*  +  1 1  x^  —  2x^ 
—  12x  -|-  8  =  0  a-t-elle  de  racines  égales  à  2? 


<^'{x)  =bx'*  —  2kx^-]-SSx~—kx—l2  ;  x=2  donne  9(2)  =  0; 


Il  y  a  donc  trois  racines  égales  à  2. 

(j08.  Problème  I.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  indéterminés  de 
l'équation  'p(x)  =  0,  pour  c[ue  ses  m  racines  soient  toutes  égales. 

On  voit  d'ahord  que  toutes  les  racines  de  l'équation  proposée 
devant  être  égales ,  son  premier  membre  sera  la  m"""  puissance 
du  binôme  correspondant  à  cette  racine  multiple  ;  mais  alors  la 
dérivée  de  ce  premier  membre  sera  égale  à  m  fois  la  (m — 1)™« 
puissance  de  ce  binôme  ;  donc  il  faut  que  le  premier  membre 
de  l'équation  proposée  soit  divisible  par  sa  dérivée. 

Cette  co7idition  est  suffisante;  car,  si  elle  est  remplie,  (^Xx) 
sera  alors  le  plus  grand  commun  diviseur  Di  de  -^{x)  et  de  ^'(ic); 
mais  le  quotient  de  la  division  de  (^(x)  par  Di  doit  être  le  produit 
des  facteurs  du  premier  degré  correspondants  aux  racines  de 
chaque  espèce;  donc,  puisqu'il  est  du  premier  degré,  on  doit 
en  conclure  que  la  proposée  n'a  qu'une  seule  espèce  de  racines, 
et  qu'ainsi  ses  m  racines  sont  égales. 
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En  conséquence,  on  effectuera  la  division  de  (û{x)  par  cp'(ic),  et 
on  s'arrêtera  à  un  reste  du  degré  {m  —  2),  lequel  sera  de  la  forme 

Aia;*"-'  +  A^""-^  +  Aga?"*-*  +  . . . + A^_i. 

Ce  reste  devant  être  mil  quelle  que  soit  x ,  on  égalera  chacun 
de  ses  coefficients  à  zéro,  et  on  formera  ainsi  les  {m  —  1)  équa- 
tions de  condition  demandées, 

Ai  =  0,  Aa^^O,  A3  =  0,...A„,_i  =  0. 

609.  Exemple.  Appliquer  cette  règle  à  V équation  x*+Px^  + 
Qx2+Rx-f  S=0. 

La  dérivée  du  premier  membre  de  cette  équation  étant 
4a;^  +  SPo?^  +  2Qa;  +  R,  on  devra,  pour  éviter  les  quotients 
fractionnaires,  multiplier  le  premier  et  le  deuxième  dividende 
partiel,  chacun  par  4,  et  on  trouvera  ainsi  pour  quotient  et 
pour  reste, 

^  +  P    et    (8Q— 3P')a;^  +  (6R  — PQ)a;+(16S-PR), 
de  sorte  que  les  équations  de  condition  sont 

8Q— 3P«=0,     6R  — PQ=:0,      16S  — PR  =  0. 

Si  l'on  demande  quel  est  le  facteur  du  premier  degré  corres- 
pondant à  la  racine  quadruple  de  V équation  proposée^  on  remar- 
quera que  si  l'on  avait  divisé  le  premier  membre  de  cette  équation 
par  {x  —  «7»  ^  désignant  cette  racine,  le  quotient  {x —  a)  de  cette 
division  aurait  été  la  réponse  à  la  question.  Or,  en  multipliant  le 
premier  dividende  par  4,  on  a  multiplié  le  quotient  et  le  reste 
correspondants,  chacun  par  4  ;  en  multipliant  ensuitele  deuxième 
dividende  partiel  par  4,  on  a  encore  multiplié  le  deuxième 
terme  du  quotient  par  4,  de  sorte  que  le  quotient  du  premier 

X       P 
membre  de  l'équation  proposée  par  sa  dérivée  est  r+T^  5 

mais  la  dérivée  est  égale  à  k{x  —  a)',  donc  le  quotient  du 

premier  membre  de  l'équation  proposée  par   {x-^ay  est 

(/p      p  \  p  p 

I+Yq)  X4  =  ^+-;donclebinome(a;— a)  est égalàa7+-. 

CîlO.  ProblÈxME  II.  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister 
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entre  les  coefficients  indéterminés  d'une  équation  cp(x)  =1  0,  pour 
quelle  ait  n  racines  égales. 

l '^  Solution.  Il  résulte  du  principe  établi  précédemment  (007) 
que  pour  que  l'équation  (v{x)  ==0  aitn  racines  égales,  il  faut  et 
il  suffit  que  cette  équation  et  ses  (n~  1)  premières  dérivées 
aient  une  racine  commune,  et  que  par  conséquent  les  poly- 
nômes (f{x) ,  (^'(x) ,  f(x) ,  '. . .  <p"-i(a?)  aient  un  facteur  commun  du 
premier  degré.  On  cherchera  donc  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  deux  polynômes  du  plus  faible  degré  cp"--(a;)  et  cp^-*(a7) 
et  on  poursuivra  l'opération  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  un 
reste  indépendant  de  œ;  on  l'égalera  à  zéro  et  on  exprimera  en- 
suite que  le  reste  précédent,  qui  est  du  premier  degré  par  rap- 
port à  X,  divise  tous  les  autres  polynômes  9(5?) ,  <u'{x), . .  .(^""-^x). 
On  obtiendra  ainsi  (n  —  l)  équations  de  condition  qui  résou- 
dront le  problème. 

S'il  y  a  plus  ou  moins  de  (n  —  l)  coefficients  indéterminés 
dans  <^{x)f  le  problème  sera  indéterminé  ou  impossible. 

Si  l'on  voulait  que  l'équation  proposée  eût  k  racines  de  l'or- 
dre n,  on  exprimerait  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des 

polynômes  cp(a;),  '^\x),  ^"{x), <iS''-^\x)  est  du  degré  k,  ce  qui  ne 

saurait  présenter  aucune  difficulté.  On  obtiendrait  alors  [n — \)k 
équations  de  condition. 

OU.  Exemple.  Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suf' 
fisantes  pour  que  V équation  x^+  px^  +  qx  +  r  ==:0  ait  deux  raci- 
nes égales  ? 

On  trouvera  en  divisant  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion par  sa  dérivée  ^x^^-{-2px-\-q,  que  le  reste  du  premier  de- 
gré est  (6g  —  2p'^)x  +  9r  — pq  ;  de  sorte  que  l'on  aurala  condition 

9^   ^Q 

demandée,  en  remplaçant  a;  par  r-r^ — -^  dans  la  dérivée  (66). 

Z[p       àq) 

On  trouvera  ainsi 

243r^  —  1 62  pqr  +  36j9V  —  9pY  +  3g'  =  0. 
Si  on  suppose  j9=0,  on  retombe  sur  la  condition  connue  (o51) 

4g'-f-27r^  =  0. 
612.  2*^  Solution.  5oit  a  la  racine  qui  doit  entrer  n  fois  dans 
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l'équation  proposée  :  le  premier  membre  de  celle  équation  de- 
vra être  divisible  par  {x —  a)""  ;  ainsi  on  effectuera  celte  division 
et  on  s'arrêtera  à  un  reste  du  degré  {n —  1),  lequel  sera  de  la 
forme 

A,x^-'  +  A,x^-'~+AzX^-^  +  . . .  +  A„. 
Ce  reste  devant  être  nul  quelle  que  soit  x,  il  faut  que  les  coef- 
ficients de  ses  différents  termes  soient  cbacun  égaux  àzéro,  d'où 

Ai=0,A2  =  0,  A3  =  0,...  An  =  0. 
Or  j'observe  que,  si  les  coefficients  indéterminés  de  l'équation 
proposée  étaient  déterminés  comme  on  le  demande,  ces  n 
équations  devraient  être  vérifiées  lorsqu'on  y  remplacerait  a 
par  sa  valeur ,  de  sorte  que  leurs  premiers  membres  auraient 
un  facteur  commun.  On  cberchera  donc  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  les  deux  polynômes  du  plus  faible  degré  par  rap- 
port à  a,  on  égalera  le  reste  indépendant  de  a  àzéro,  et  on  ex- 
primera ensuite  que  le  reste  précédent,  qui  est  du  premier  de- 
gré, divise  tous  les  autres  polynômes,  ce  qui  fera  en  tout  (n —  1) 
équations  de  condiUon,  nécessaires  pour  que  la  proposée  ait  n 
racines  égales.  Elles  sont  aussi  suffisantes  :  car  ,  si  elles  sont 
remplies,  les  équations 

Ai==0,  Aa— 0,  A3=0,...  A„=0 

auront  une  racine  commune  a,  et  par  conséquent  le  premier 
membre  de  l'équation  proposée  sera  divisible  par  (x  —  a)",  de 
sorte  que  cette  équation  aura  n  racines  égales  à  a. 
Appliquons  cette  méthode  à  l'équation 

x^-\-px^'-{-q=0. 
En  divisant  le  premier  membre  de  cette  équationpar  ic'— 2aa;+a*, 
et  en  égalant  les  coefficients  du  reste  du  premier  degré  à  zéro  , 
on  trouvera 

a{Sa  +  2p)  =  0,  d'où   [l^^2p  =  0' ^^^"''+^'''~'^^^' 

a=0  donne  q=0;e[,  en  effet,  ûq  =  0,  la  proposée  a  deux 
racines  nulles. 
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3a+2p  =  0  donne  a= ^ ,  et  en  substituant  dans  la  se- 
conde équation,  il  tiendra 

V+27g  =  0, 

qui  est  la  condition  demandée  (5^2). 

615.  ScoLiE.  Il  semblerait  que  le  théorème  fondamental  du 
n°  602  doit  conduire  à  une  solution  du  problème  que  nous  ve- 
nons de  résoudre;  car  il  résulte  de  ce  théorème  que,  si  l'équa- 
tion <^{x}  z=o  a,  n  racines  égales,  son  premier  membre  et  sa 
dérivée  doivent  avoir  un  commun  diviseur  du  degré  (n^ — 1),  le- 
quel sera  une  puissance  parfaite  de  ce  degré  et  réciproquement. 
En  conséquence  on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  (^{x)  et  (^'{x) ,  on  poursuivra  l'opération  jusqu'à  ce  qu'on 
soit  parvenu  à  un  reste  du  (n  —  2)"^'^  degré,  et  on  égalera  les  coef- 
ficients de  ce  reste  à  zéro,  ce  qui  donnera  (n  —  1)  équations  de 
condilion.  Il  est  évident  qu'elles  ne  sont  pas  suffisantes,  puis- 
qu'elles expriment  seulement  que  (^{x)  et  cp'(a^)  ont  un  commun 
diviseur  du(n — l)*"^  degré;  ainsi  elles  conviennent  également 
au  cas  où  la  proposée  devrait  avoir  {n —  1)  racines  doubles ,  ou 
(n  —  3)  racines  doubles  et  une  triple,  ou  (?z+ 4)  racines  doubles 
et  une  quadruple,  ou,  etc.  Il  faut  donc  encore  exprimer  que  le 
dernier  diviseur  auquel  on  s'est  arrêté  est  une  puissance  par- 
faite du  degré  {n — 1)  :  on  obtiendra  ainsi  (n — 2)  nouvelles 
équations  de  condilion  (608) ,  de  sorte  que  l'on  en  trouvera 
en  tout  n —  1  -\-n — 2  =  2n — 3,  ce  qui  ne  s'accorde  pas  avec 
les  deux  solutions  que  nous  avons  données  plus  haut  du  pro- 
blème dont  il  s'agit.  En  effet  les  (n — 1)  équations  de  condition 
établies  en  égalant  à  zéro  le  reste  du  (n — 2}™*'  degré  expriment 
uniquement  que  le  reste  précédent  est  commun  diviseur  de  o[x) 
et  de  (i^Xx),  et  qu'ainsi  les  racines  de  l'équation  formée  en  égalant 
ce  commun  diviseur  à  zéro  entrent  chacune  deux  fois  dans  o{x), 
et  comme  rien  n'indique  qu'il  y  en  ait  d'égales,  on  voit  qu'en 
les  appelant  ai,  a,,  «3, , . .  a„_i,  le  premier  membre  ©(j?)  revient  à 

{x — aifÇx — a^fÇx — a-if . . .  (x—an-^y.  X. 
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Or,  si  l'on  pose  fli  =  a2  =  «3=  ...  =an-i,  ?(^)  deviendra 
(x  —  aiY"--.  X,  et  on  a  ainsi  exprimé  que  la  proposée  a,  non 
pas  n,  mais  {2n — 2)  racines  égales,  ce  qui,  comme  nous  l'a- 
vons vu  (010),  exige  (2n — 3)  équations  de  condition. 

014.  Observons  toutefois  que  cette  méthode  s'applique  au 
cas  où  la  proposée  doit  avoir  deux  racines  égales,  car  en  égalant 
à  zéro  le  reste  indépendant  de  x,  que  l'on  trouve  en  cherchant 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  ©(a;)  et  de  <^'(x),  on  exprime 
que  le  reste  précédent,  qui  est  du  premier  degré,  divise  ces 
deux  polynômes  et  qu'en  conséquence  ce  facteur  entre  au  se- 
cond degré  dans  cp(a;).  Donc 

Pour  quune  équation  ait  deux  racines  égales^  il  faut  et  il  suffit 
que  son  premier  membre  et  sa  dérivée  aient  un  facteur  commun 
du  premier  degré. 


CHAPITRE  XIX. 

DES  ÉQUATIOIVS  SUSCEPTIBLES  D'ABAISSEMEÎVT. 


61d.  Nous  avons  vu  (605)  que  la  résolution  d'une  équation 
qui  renferme  des  racines  égales,  se  ramène  à  celle  d'une  suite 
d'équations  qui  n'ont  plus  de  racines  égales,  et  qui  sont  d'un 
degré  inférieur  à  celui  de  la  proposée.  Ce  n'est  pas  là  la  seule 
classe  d'équations  qui  soient  susceptibles  d'abaissement.  Toutes 
les  fois  qu'il  existe  des  relations  particulières  entre  les  racines 
d'une  équation,  sa  résolution  peut  être  ramenée  à  celle  d'une 
ou  de  plusieurs  équations  d'un  degré  inférieur  au  sien. 

La  recherche  des  caractères  auxquels  on  reconnaît  qu'une 
équation  est  susceptible  d'abaissement,  et  celle  des  moyens 
d'effectuer  cet  abaissement  doivent  ainsi  faire  partie  delà  théorie 
de  la  transformation  des  équations.  Mais  on  sent  que  le  nombre 
des  questions  qui  se  rapportent  à  cette  recherche  n'a  pas  de 
limite,  de  sorte  que  nous  devons  considérer  seulement  celles 
de  ces  questions  qui  sont  les  plus  remarquables.  C'est  à  ce  ti- 
tre que  nous  allons  d'abord  nous  occuper  des  équations  réci- 
proques. 

$  I.  DES  ÉQUATIONS  RÉCIPROQUES. 

616.  On  appelle  équation  réciproque  celle  dont  les  racines 
sont  réciproques  les  unes  des  autres ,  c'est-à-dire  sont  telles 
quon  les  reproduit  toutes  en  divisant  Vunité  successivement  par 
chacune  d'elles. 

617.  Problème.  Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suf- 
fisantes pour  quune  équation  soit  réciproque. 

Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  la  proposée  est  de  degré 
pair.  Soit 
^{x)=x'"^+, .  .+p„a;2-n_|_...-f  p^a;-+.  ,.-\-V,m-nCo''-\-..,+P,m=0, 
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cette  équation.  Nous  représentons  en  général  par  P„  le  coef- 
iicient  du  terme  qui  en  a  n  avant  lui,  et  nous  avons  écrit  outre 
les  deux  termes  extrêmes,  deux  termes  équidistants  de  ces  ex- 
trêmes et  celui  du  milieu.  Si  nous  changeons,  dans  cette  équa- 
tion, X  en  -,  il  est  clair  qu'on  obtiendra  toutes  les  racines  de  la 
'  X  ^ 

transformée  cp  l-\  =0  en  divisant  l'unité  par  toutes  celles  de 
(p(a7)=  0  î  de  sorte  que  si  cette  dernière  est  réciproque,  ses  ra- 
cines seront  les  mêmes  que  celles  de  op  f- j  =  0,  et  par  consé- 
quent les  premiers  membres  de  ces  équations  seront  identiques, 
quand  on  aura  ramené  la  dernière  à  la  forme  ordinaire.  Réci- 
proquement, si  les  équations  (p(a;)  =0  et  cpf- j  =o  sont  identi- 
ques, la  proposée  sera  réciproque,  car  elles  auront  les  mêmes 
racines,  et  on  reproduira  ainsi  toutes  les  racines  decp(ip)=0  en 
divisant  l'unité  successivement  par  chacune  d'elles.  Donc  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  proposée  (s^{x)  soit 

réciproque,  cest  quelle  puisse  être  identifiée  avec  ?  (-)  =0. 
Je  change  donc  x  en  -,  ce  qui  donne 

X 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs,  renversant  l'ordre  des 
termes  et  divisant  par  Pam, 

a^»'+...+%^«^~-+...+?^a;"'+...+|^^»+...+^=0. 

J'identifie  cette  équation  avec  la  proposée,  et  je  trouve 

^^rn-n p  P^ p  P„   p  1     p 

^  2m  -Tarn  1 2m  A  2m 

La  dernière  équation  donne 

P2m  =  ±l, 
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et  les  autres  deviennent  alors 

P,^_.=:±P,. 

On  voit  que  si  l'on  prend  les  signes  inférieurs,  l'équation 
Vm  =  —  Pm  exige  quePm=0.  Ainsi,  pour  qu'une  équation  de 
degré  pair  soit  réciproque^  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients 
des  termes  équidistants  des  extrêmes  soient  égaux  et  de  mêmes 
signes,  ou  égaux  et  de  signes  contraires^  pourvu  que,  dans  ce 
dernier  cas,  le  terme  du  milieu  manque. 

On  verra  de  la  même  manière,  que,  pour  qu'une  équation  de 
degré  impair  soit  réciproque,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients 
des  termes  équidistants  des  extrêmes  soient  égaux  et  de  mêmes 
signes,  ou  égaux  et  de  signes  contraires.  On  partirait,  pour  le 
faire  voir,  de  l'équation 

(318.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  résolution 
d'une  équation  réciproque.  Nous  distinguerons  quatre  cas. 

1"  Cas.  V équation  est  de  degré  pair  et  les  coefficients  des 
termes  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  mêmes  signes. 

Soit 

cette  équation.  Le  produit  de  deux  racines  réciproques  étant 
l'unité,  on  voit  que  si  l'on  connaissait  leur  somme  il  serait  facile 
de  les  calculer  (248).  Désignons  donc  par  y  l'une  quelconque 
des  sommes  que  l'on  obtient  en  ajoutant  à  chaque  racine  de  la 
proposée  sa  réciproque;  on  aura 

et  y  ne  sera  susceptible  que  de  m  valeurs  distinctes  ;  de  sorte  que 
l'équation  qui  déterminera  y  sera  seulement  du  degré  m.  Par 
conséquent  la  résolution  de  la  proposée  sera  ainsi  ramenée  à  celle 
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(rune  équation  de  degré  sous-double  *  ;  car  lorsqu'on  aura  trouvé 
toutes  les  valeurs  de  y,  il  suffira  de  les  substituer  successive- 
ment dans  l'équation  [2]  et  de  résoudre  les  équations  résultantes 
qui  ne  seront  que  du  deuxième  degré,  pour  obtenir  toutes  les 
racines  de  l'équation  [1]. 

Pour  former  l'équation  en  ?/,  il  n*y  a  qu'à  éliminer  cette  in- 
connue entre  les  équations  [1]  et  [2]  ;  ce  qui  se  fera  en  ramenant 
d'abord  l'équation  [2]  à  la  forme 

x'—xy+l  =  0,  [3] 

et  en  appliquant  ensuite  aux  premiers  membres  des  équa- 
tions [1]  et  [3]  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur. 
Mais  la  forme  particulière  de  l'équation  [1]  permet  d'effectuer 
l'élimination  de  y  beaucoup  plus  simplement.  Divisons,  en  effet, 
tous  les  termes  de  l'équation  [1]  par  ic'"  et  groupons  les  termes 
équidistants  des  extrêmes  :  il  viendra 

(*'"+^)+P.(a^°--fJrr)+P.(a;"-'+^)+...+P»  =  0,[4] 

de  sorte  que  si  l'on  peut  exprimer  en  général  ^"+  77^  en  fonc- 

oc 

tion  rationnelle  de  y,  l'élimination  de  cette  inconnue  s'efTec- 
luera  immédiatement.  Or  on  a  évidemment 

d'où 


*  On  pourrait  dire  encore  que  la  fonction  x-j--    ne  changeant  pas  lorsque 
l'on  y  change  x  en  -,  si  l'on  cherche  une  équation  dont  les  racines  soient 

liées  à  celles  de  la  proposée  par  la  relation  y=ix-{-~f    cette  équation  ne 

pourra  avoir  que  m  racines  distinctes,  de  sorte  que  la  résolution  de  la  pro- 
posée sera  ramenée  à  celle  de  deux  équations,  l'une  du  degré  m  el  l'autre  du 
second  degré,  qui  est  l'équation  [2], 
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Ainsi,  pour  former  une  quelconque  des  fonctions  qui  entrent  dans 
le  premier  membre  de  V équation  [4],  il  faut  multiplier  la  précé- 
dente par  y  et  retrancher  du  produit  la  fonction  anté-précédente. 
Or  on  a 

'  x^        * 

,    1 
X  4~-=zy'. 

donc  x^'-\--^=îf — 2, 

X" 

etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  [4],  l'élimination 
de  X  se  trouvera  effectuée,  et  on  voit  se  réaliser  ce  que  nous 
avions  prévu,  savoir  que  l'équation  finale  en  y  sera  du  m*"^  de- 
gré. On  résoudra  donc  cette  équation  finale,  et  ensuite  on  sub- 
stituera successivement  chacune  de  ses  racines  dans  la  formule 


|^^±vV--4 
^-  2 

tirée  de  l'équation  [3],  ce  qui  fera  connaître  toutes  les  racines 
de  la  proposée. 

619.  Remarquons  que  l'équation  [1]  peut  avoir  plusieurs 
racines  égales  à  -f-l  ou  à  —1,  car  le  caractère  de  cette  équation 
est  qu'elle  est  vérifiée  par  chacun  des  quotients  que  l'on  trouve 
en  divisant  l'unité  par  chacune  de  ses  racines.  En  conséquence 
on  commencera  par  essayer  si  +1  et  —  1  la  vérifient,  et  on 
cherchera  ensuite  combien  de  fois  chacun  de  ces  nombres  se 
trouve  parmi  ses  racines  (COTj;  puis  on  divisera  son  premier 
membre  par  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  corres- 
pondants à  toutes  ces  racines +1  et  — 1,  et  on  appliquera 
ensuite  à  l'équation- quotient  la  méthode  que  nous  venons 
d'exposer. 
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620.  Exemple.  Résoudre  l'équation 

La  substitution  de  + 1  et  de  — 1  dans  cette  équation  montre 
que  ces  nombres  la  vérifient.  Pour  connaître  le  degré  de  multi- 
plicité de  ces  deux  racines,  je  forme  les  dérivées  successives  du 
premier  membre  de  la  proposée,  et  je  trouve 

ç'(x)  =  10x9—   I8x»—  3-:x-+  42ir«  +  18a;5— 40r^4-12a;^+18a^  — 8a:  — 2, 
9'(1)  =  0,  <p'(-l)  =  0; 

'jY  =  45a>8—  72a;î— 112ir«+126a;s  +  45x^  — 80a<5+18x2+18a;— 4; 

1.2  -     ^^'         1.2         ^' 

o"'  (x) 

^2^  =  120a;'  — 168a;«— 224a;^  +  2  lOx^  +  GOo;^— 801-2+ 12x  +  6  ; 

1.2.3 

a"  (x) 
j"Yy^=:  2 1 0a;6  -  252^;^  —  280x' +  2 1 0x3  +  45x2 — 40a:  +  3  ; 

Ainsi  il  y  a  deux  racines  égales  à  +1  et  quatre  égales  à  — 1. 

En  conséquence  je  divise  le  premier  membre  de  la  proposée 
par  (x—\y{x-{-l)''=x'^-\-2x^  —  x^—kx^  —  x^  +  2x-\-l,  et  en 
égalant  à  zéro  le  quotient  de  cette  division,  je  forme  l'équation 

x'  —  kx^ -\-  bx"'  —  kx  +  l  —0, 

d'où  je  tire  successivement 


(,.  +  i^)_4(.  +  l)+5^0, 
2/^— 4y+3=:0 


3±v/5. 
2/=  3,     x=—^l 


Id=v/- 
=  1,     x  = ^ 


621.  2*=  Cas.  V équation  est  de  degré  pair  et  les  coefficients  des 
termes  équidislants  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  signes  contraires, 
mais  le  terme  du  milieu  manque. 
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Si  l'on  fait  x  —  1  dans  cette  équation,  il  est  clair  qu'elle  sera 
vérifiée,  puisque  tous  ses  termes  se  réduiront  à  leurs  coeffi- 
cients. Elle  le  sera  encore  par  0?  =  —  1;  en  effet,  deux  termes 
équidistants  des  extrêmes  sont  tous  deux  de  degré  pair,  ou  tous 
deux  de  degré  impair;  de  sorte  que,  quand  on  y  fera  x  —  — 1, 
ils  se  réduiront  à  leurs  coefficients  pris  avec  leurs  signes  ou  avec 
des  signes  contraires  ;  mais  ces  coefficients  ont  des  signes  diffé- 
rents, donc  nos  deux  termes  s'entre-détruiront  ;  donc  a;  =  — 1 
est  une  racine  de  la  proposée,  et  par  conséquent  le  premier 
membre  de  cette  équation  est  divisible  par  [x^—  1).  On  effec- 
tuera la  division  de  ce  premier  membre  par  {x^ — 1),  et,  en  éga- 
lant le  quotient  à  zéro,  on  formera  une  équation  qui  aura  pour 
racines  toutes  celles  de  la  proposée ,  sauf  les  deux  racines  +  1 
et  — I.  Cette  équation  sera  donc  réciproque  ;  elle  sera  de  degré 
pair,  et  son  dernier  terme,  qui  est  le  quotient  du  dernier  terme 
— 1  de  la  proposée  par  le  dernier  terme  — 1  du  diviseur  (o8)  sera 
-f-1:  donc  elle  sera  de  la  forme  de  l'équation  [1]  et  se  résoudra 
en  conséquence  de  la  même  manière.  Sa  résolution  se  ramènera 

2772 2 

ainsi  à  celle  d'une  équation  du  degré — - —  =  m— 1. 

A 

622.  3^  Cas.  L'équation  est  de  degré  impair  et  les  coefficients 
des  termes  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  mêmes 
signes. 

On  verra  facilement  que  —  1  est  racine  de  cette  équation , 
car  deux  termes  équidistants  des  extrêmes  sont  l'un  de  degré 
pair  et  l'autre  de  degré  impair;  de  sorte  que  pour  a;  —  —  1, 
l'un  de  ces  termes  se  réduira  à  son  coefficient,  et  l'autre  à  son 
coefficient  cbangé  de  signe.  Donc  ces  deux  termes  s'entre-dé- 
truiront.  On  divisera  donc  le  premier  membre  de  l'équafion 
proposée  par  {x-\-l),  et  en  égalant  le  quotient  à  zéro,  on  for- 
mera une  équation  réciproque,  de  degré  pair,  et  dont  le  der- 
nier terme  sera^-=  +  1  ;  donc  elle  sera  de  la  forme  [1].  Si 
(2m-|-l}  est  l'exposant  du  degré  de  l'équation  proposée,  sa  ré- 
solution  dépendra  de  celle  d'une  équation  du  degré—  =  m.  • 
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625.  4*  Cas.  U équation  est  de  degré  impair  et  les  coefficients 
des  termes  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires. 

On  verra  facilement  que  +  1  est  racine  de  cette  équation,  et 
qu'en  divisant  son  premier  membre  par  {x —  1),  on  retombera 
sur  une  équation  de  la  forme  [1]. 

§  II.  DE  QUELQUES  PROBLÈMES  QUI  CONDUISENT  A  DES 
ÉQUATIONS  SUSCEPTIBLES  D'ABAISSEMENT. 

624.  Problème  I.  Étant  données  deux  équations  ^(x)  =^  0 
et  ij;(x)  =  0,  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  leurs 
coefficients  indéterminés  ^  pour  qu'elles  aient  n  racines  corn-- 
muner  ;  puis  y  en  supposant  ces  conditions  remplies,  calculer  ces 
racines. 

Si  les  deux  équations  9(0?) =0  et  ^(x)  =  0  ont  n  racines  com- 
munes, le  premier  membre  de  chacune  sera  divisible  par  le 
produit  des  facteurs  du  premier  degré  correspondants  à  ces 
racines  ;  de  sorte  que  ces  premiers  membres  devront  avoir  un 
plus  grand  commun  diviseur  du  ?i™'  degré.  En  conséquence, 
on  cherchera  ce  plus  grand  commun  diviseur,  et  on  s'arrêtera 
à  un  reste  du  degré  (n  —  1).  Ce  reste,  qui  sera  de  la  forme 

Aix""-'  +  A.^'*-^  +  Aaa;"-^  +  . . .  +  An , 

devra  être  nul,  indépendamment  d'aucune  valeur  particulière 
donnée  à  x  :  donc  il  faudra  que  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  x  soient  nuls  (ooO*),  ce  qui  donnera  les  n  équa- 
tions de  condition 

Ai=:0,       AsnrzO,       A3  =  0,   ...  A^  ==  0, 

auxquelles  devront  satisfaire  les  coefficients  indéterminés  des 
équations  proposées,  pour  qu'elles  aient  n  racines  communes. 
Le  problème  sera  donc  déterminé,  indéterminé  ou  impossible, 
suivant  que  le  nombre  de  ces  coefficients  sera  égal  à  n,  >  n 
ou  <<n. 
Si  l'on  suppose  ces  conditions  remplies  et  qu'on  veuille  dé- 
-C,  32 
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terminer  les  racines  communes  aux  deux  équations  ^(rr)  =^  0 
ei^ix)=0,  on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
leurs  premiers  membres,  et  en  résolvant  l'équation  formée  en 
l'égalant  à  zéro,  on  obtiendra  les  racines  communes  à  ces 
équations. 

Si  maintenant  on  divise  (^{x)  et  ^x)  par  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  trouvé  D,  et  qu'on  égale  les  quotients  à  zéro,  on 

CD  (x^  Û^f'T\ 

obtiendra  deux  équations  -^  =  0  et  ~-^  =  0  qui  auront  pour 

racines  les  autres  racines  des  équations  proposées,  de  sorte  que 
leur  résolution  dépendra  ainsi  de  celles  d'équations  de  degré 
moindre. 

625.  Problème  II.  Étant  donnée  une  équation  du  degré  m  à 
coefficients  indéterminés,  trouver  les  relations  qui  doivent  exis- 
ter entre  ces  coefficients,  pour  que  deux  racines  de  la  proposée 
satisfassent  à  l'équation  à  deux  inconnues  ])y -{- qz  =  i\  et  dé^ 
terminer  ces  racmies,  lorsque  les  conditions  dont  il  s'agit  sont  rem- 
plies. 

Soient  a  et  &  deux  racines  de  l'équation  cp(a7)  ■=  0  qui  vérifient 
l'équation  py-\-qz  =  r:  on  aura  donc 

çp(a)  =  0,     cp(6)  =  0,    pa-{-qb  =  r. 
On  tire  de  cette  dernière  b= ^    et    par    conséquent 


'(^) 


0  ;  d'où  l'on  voit  que  les  deux  équations 
îW=-0    et      ^(^-^^  =  0 

ont  la  racine  commune  a,  et  qu'ainsi  leurs  premiers  meaibres 
ont  un  commun  diviseur.  En  conséquence,  on  cherchera  le  plus 

grand  commun  diviseur  des  polynômes  (ù{x)  et  «pf ^  j,  on 

poursuivra  l'opération  jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé  à  un  reste 
indépendant  de  x,  et,  en  égalant  ce  reste  à  zéro,  on  obtiendra 
la  relation  demandée. 
Si  la  proposée  doit  avoir  n  couples  de  racines  qui  vérifient 


DES  ÉQUATIO^•S  SUSCEPTIBLES  D'ABAISSEMENT.         499 

l'équation  py-\-  g:^  =  r,  le  plus  grand  commun  diviseur  dont  il 
s'agit  devra  être  du  7i™«  degré,  de  sorte  qu'on  arrêtera  le  calcul 
nécessaire  pour  le  déterminer  au  reste  du  (?i —  1)'»'^  degré,  le- 
quel sera  de  la  forme 

A,x--'  +  A,x-''+  AsTC"-^  + ...  +A„ , 
d'où  l'on  conclura  les  n  équations  de  condition  (5d0*} 

Ai  =  0,    A2  =  0,   A3  =  0,...A,=0. 

Si  Ton  suppose  ces  conditions  satisfaites,  on  trouvera  néces- 
sairement un  plus  grand  commun  diviseur  D  entre  les  poly- 
nômes <p(^)  et  cp  r      P^\  et,  en  l'égalant  à  zéro,  on  formera  une 

équation  dont  la  résolution  fera  connaître  les  racines  de  o(^x)=0 
qui  doivent  être  mises  à  la  place  de  i/ dans  l'équation  j7i/+Ç^=r; 
de  sorte  que  pour  avoir  leurs  conjuguées,  il  n'y  aura  qu'à 
remplacer  y  par  ces  valeurs  trouvées  de  x  dans  la  formule 
^^r  —  py 

On  voit  donc  que  si  le  plus  grand  commun  diviseur  D  est 
d'un  degré  supérieur  au  premier,  il  y  aura  en  général  autant  de 
couples  de  racines  de  l'équation  (^(x)  =  0,  qui  satisferont  à  l'é- 
quation py-\-qz=^r.,  qu'il  est  marqué  par  le  degré  de  ce  plus 
grand  commun  diviseur. 

Toutefois,  cette  conséquence  serait  inexacte  si  la  proposée 

avait  une  racine  c  telle  que ^-fùt  égale  à  c,  ou,  ce  qui  revient 

T 

au  même,  si  elle  avait  une  racine  c  = — ; — .  En  effet,  cette  racine 
vérifie  l'équation  ©( — i— ji=o  puisque,  d'après  notre  hypo- 
thèse, faire  a;  =rc  dans  cette  équation,  c'est  faire  rc—c  dans  la  pro- 
•  posée.  Donc  c  est  racine  de  D  =  0,  de  sorte  que  celte  équation 
détermine  non-seulement  les  racines  de  {^x)  =  0  qui,  conjointe- 
mentavec  une  autre  racine  delà  proposée,  salisfont  à  py-\-qz=r. 


mais  encore  celle  des  racines  de  la  proposée  qui  est  égale  à 


r 


P+9' 
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si  cette  équation  en  a  une  pareille,  et  elle  la  donne  autant  de 
fois  que  cette  racine  entre  dans  la  proposée. 

Ainsi,  avant  de  s'occuper  de  la  recherche  des  racines  de 
o(x)  =:  0  qui  satisfont  kpy  -{-qz  =  rj  on  commencera  par  exa- 

miner  si  — \ —  est  une  racine  de  cette  équation,  et  on  devra  la 

débarrasser  de  toutes  les  racines  égales  à  —j—  qu'elle  pourra 
contenir,  ce  qui  ne  saurait  présenter  de  difficulté.  ^ 

626.  Si  p=:ç,  les  deux  équations  (pta?)=::0  etcp  ( ^  j  =0 

seront  également  satisfaites  par  x  =  aet  par  x:=b^de  sorte  que 
cesquanlilésseront  racines  de  D  =  0;  et  eneffetane  représentant 
pas  une  des  deux  racines  qui  vérifient  p{y-{-z)  =  r  plutôt  que 
l'autre  ,  l'équation  qui  détermine  a  devra  aussi  déterminer  b. 
Donc  V équation  D  =  0  nous  donnera  tous  les  couples  de  racines 

Y 

de  cûCx)  =  0  dont  la  somme  est  -  ;  mais  elle  devra  avoir  encore 

A   )  p 

r 
pour  racines  toutes  celles  de  la  proposée  qui  sont  égales  à  — . 

2p 

r 

627.  Si  aucune  des  racines  de  cp(a;)=  0  n'est  égale  à  —,  et 

que  ces  racines  puissent  être  accouplées  de  telle  sorte  que  la 

r 
somme  des  deux  racines  de  chaque  groupe  soit  égale  à  -^  on  voit 

que  l'équation  D=:0  aura  les  mêmes  racines  que  la  proposée , 
et  qu'ainsi  notre  méthode  deviendra  illusoire.  Mais  alors  on  ob- 
servera que  si  l'on  choisit  une  inconnue  auxiliaire  qui  soit  une 
fonction  symétrique  quelconque  des  deux  racines  conjuguées  a 
et  i>(656),  comme  t  =  ab,  ou  ï=:a'+^S  etc.,  cette  inconnue 
aura  autant  de  valeurs  qu'il  y  a  de  racines  dans  la  proposée  ;  mais 
comme  elles  sont  égales  deux  à  deux  ,  l'équation  en  ï  s'abaissera 
à  une  équation  de  degré  sous -double ,  en  extrayant  la  racine 
carréede  ses  deux  membres.  Cette  équation  s'abaissera  encore  à 
tine  autre  de  degré  sous-double,  si  Ton  pose  t  =  a —  b ,  car  alors 
les  valeurs  de  t  seront  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 
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Toutefois,  dans  le  cas  actuel,  11  vaudra  encore  mieux  trans- 
former l'équation  proposée  en  une  autre  dont  les  racines  soient 

T 

égales  aux  siennes  diminuées  de  — (ce  qui  revient (088)  à  faire 
évanouir  le  deuxième  terme  de  la  proposée)  ;  car  les  deux  racines 
conjuguées  a  et  &,  dont  la  somme  est-,  deviendront  a  —  —-et 

T 

b — — ,  de  sorte  que  leur  somme  sera  alors  égale  à  zéro.  De 

celte  manière  l'équation  transformée  aura  ses  racines  deux  à 
deux  égales  et  de  signes  contraires;  donc  elle  sera  réductible  à 
une  équation  de  degré  sous-double. 

628.  Problème  III.  L'équation  x*+2x^— 21x^— 22x+40=0 
a  ses  racines  en  proportion  par  différence  :  calculer  ces  racines. 

1"  Solution.  La  somme  des  quatre  racines  étant  —  2,  on 
voit  que  la  somme  des  deux  moyens  et  celle  des  deux  extrêmes 
de  la  proportion  qu'elle  forme  est  égale  à  —  1  ;  donc  nos  quatre 
racines  font  deux  groupes,  tels  que  la  somme  des  racines  con- 
tenues dans  chacun  est  égale  à  —  1  ;  nous  transformerons 
donc  notre  équation  en  une  autre  dont  les  racines  soient 
égales  aux  siennes  diminuées  de  —\  (C27);  ainsi  nous  pose- 
rons y  =zx-\-^i,  d'oii  x  =  y  —  {,  et  nous  trouverons 

,       45    ,  ,    729      ^        „    ,  ^9  ,3 

1/'— 2-2/'+-yg-==0,     d'où     V=^±^^,     y  =  -2' 

et  par  suite  a;  =  4 ,  x=  —  b,  x  =  lf  x  =—2. 

2*  Solution.  On  peut  résoudre  ce  problème  encore  plus 
simplement  de  la  manière  suivante  : 

La  somme  des  deux  moyens  de  la  proportion  formée  par  les 
racines  étant—  1,  on  voit  que  si  l'on  appelle  7/ leur  produit,  on 
obtiendra  ces  racines  en  résolvant  l'équation x--{-x  +  y  =  Oy 
de  sorte  que  le  premier  membre  de  cette  équation  devra  diviser 
celui  de  la  proposée.  On  effectuera  donc  cette  division,  et  on 
s'arrôlera  à  un  reste  du  premier  degré  par  rapport  à  x,  lequel 
sera  de  la  forme  Ma;-}-N.  Or,  si  la  valeur  de  y  était  connue,  on 
la  substituerait  dans  ce  reste,  et  il  devrait  s'anéantir  indépen- 
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dammcnt  de  a;;  donc  celte  valeur  de  y  est  iineraciiie  comniunc 
aux  deux  équations  M  =::0  et  N=0.  En  conséquence,  on  cher- 
chera le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  M  et  N, 
et  en  l'érralant  à  zéro,  on  obtiendra  la  valeur  cherchée  de  y. 
Mais  comme  y  ne  représente  pas  le  produit  des  moyens  plutôt 
que  celui  des  extrêmes,  puisque  la  somme  des  extrêmes  est 
—  1  comme  celle  des  moyens,  le  plus  grand  commun  diviseur 
sera  du  second  degré. 

En  effectuant  ces  calculs,  on  trouvera  que  le  reste  qui  suit 
celui  du  deuxième  degré  en  œ  est  y*+  22 1/  +  AO,  de  sorte  qn*cn 
l'égalant  à  zéro ,  on  trouvera  ?/  =  —  2  et  y  =  —  20.  On  sub- 
stituera  donc  ces  valeurs  successivement   dans  la  fonnule 

—  1  -i-  J  l 4^1 

X  = ~ 1-  liréc  de  l'équation  x^-j-x  +  y=:0,  et  il 

viendra  ainsi  x=  l,;r= — 2,  x=k,  x  =  —  5. 

C29.  Problème  IV.  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  coefficients  indéterminés  d'une  e^wfl/ioji  <p(x)=:0,  pour 
qu'elle  ait  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires. 

Ici  r  =  0  et  q  =+p,de  sorte  que  pour  résoudre  le  problème, 
il  faudra  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les 
premiers  membres  des  équations 

cp(a;)  =  0     et    o( — x)  =  0% 

et  exprimer  que  le  reste  du  premier  degré  par  rapport  à  x  est 
identiquement  nul  (5S0*).  Mais  j'observe  qu'au  système  de  ces 
deux  équations  on  peut  substituer  le  système  formé  de  leur 
somme  et  de  leur  différence  ;  or  la  somme  de  leurs  premiers 
membres  est  le  double  de  la  somme  des  termes  de  degré  pair 

*  Pour  traiter  cette  question  directement,  ot  c'est  ce  qu'il  faut  toujours 
faire  dans  un  examen,  on  dira  :  si  je  transforme  l'équation  proposée  en  une 
autre,  dont  les  racines  soient  égales  et  de  signes  contraires  aux  siennes, 
j'obtiendrai  une  Oqualion  ç(— a-)=rO,  qui  aura  deux  racines  communes  avec 
la  proposée  ç(.r)=rO,  de  sorte  que  leurs  premiers  miCmbrcs  devront  avoir  un 
commun  diviseur  du  second  degré  :  il  faudra  donc  chercher  ce  plus  grand 
commun  diviseur,  et  exprimer  que,  etc. 
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dans  la  proposée;  leur  différence  est  le  double  de  la  somme 
des  termes  de  degré  impair  de  cette  même  équation,  laquelle 
somme  pourra  être  divisée  par  x;  en  conséquence,  au  lieu  de 
chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  ç(x)  et<&( — rr), 
on  le  cherchera  entre  la  somme  de  ses  termes  de  degré  pair  de 
l'équation  <p(a;)  =  0  et  la  somme  de  ses  termes  de  degré  impair, 
divisée  par  x,  de  sorte  que  les  restes  que  l'on  obtiendra  ainsi 
ne  renfermeront  que  des  termes  de  degré  pair;  par  consé- 
quent le  reste  qui  correspondra  au  diviseur  du  deuNicme  degré 
sera  indépendant  de  a?,  et,  en  l'égalant  à  zéro,  on  aura  la  re- 
lation demandée. 

650.  Problème  V.  Trouver  les  relotions  qui  doivent  exister 
entre  les  coefficients  indéterminés  de  V équation  a.(x)  =  0  pow  que 
deux  de  ses  racines  soient  dans  le  rapport  de  l  à  q. 

Il  suffira  de  supposer  r=  0  etp  =  —  1  dans  la  solution  du 
problème  II,  ce  qui  conduira  à  chercher  le  plus  grand  commun 

diviseur  des  deux  polynômes  (f[x)  et  çf- j  et  à  égaler  à  zéro 

le  reste  indépendant  de  x*. 

Si  Von  veut  quil  y  ait  n  couples  de  racines  dont  le  rapport  soit  q, 
on  observera  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes <p(a?)  et  ?(  — )  devra  être  alors  dun"*  degré,  et  qu'ainsi 

il  faudra  égaler  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  x  dans  le  reste  correspondant 

Ai^'*-*  +  A.^'»-^+...A„, 
ce  qui  donnera  les  n  équations  de  condition 
Ai  =  0,  A5=:0, ...  A„  =0. 
Mais  si  le  rapport  q  n'est  pas  donné,  ce  qui  arrivera  si  Von 

*  Pour  traiter  celte  question  a  priori,  nous  dirons  :  si  nous  transformons 
l'équation  proposée  en  une  autre,  dont  les  racines  soient  q  fois  plus  grandes 

que  les  siennes,  nous  obtiendrons  une  équation  ç(  -  )  =0,  qui  aura  une  racine 

commune  avec  ç(a;)  =  0;  de  sorte  que  leurs  premiers  membres  auront  un  com- 
mun diviseur  du  premier  degré,  etc. 
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demande  seulement  que  2n  racines  de  cp(x)  forment  une  suite  de 
rapports  égaux,  on  observera  que  les  n  équations  précédentes 
devront  être  vérifiées  par  une  même  valeur  de  q,  de  sorte  que 
leurs  premiers  membres  doivent  avoir  un  commun  diviseur. 
On  cbercliera  donc  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux 
des  polynômes  Ai,  As ... ,  A^,  et  on  s'arrêtera  à  un  reste  indé- 
pendant de  q,  que  l'on  égalera  à  zéro  ;  puis  on  exprimera  que 
le  reste  du  premier  degré  que  l'on  aura  ainsi  trouvé,  divise  les 
premiers  membres  de  toutes  les  autres  équations,  et  l'on  ob- 
tiendra ainsi  (n— 1}  équations  de  condition  qui  résoudront  la 
question.  Elles  résultent,  comme  on  voit,  de  l'élimination  de^ 
entre  les  n  équations  Ai  =  0,  Aa— 0,  ...  A„=0. 

631.  Problème  VI.  Les  quatre  racines  de  l'équation  x* — Ax' 
+  Bx^ — Gx+D=0  forment  une  proportion  par  quotient:  trou- 
ver ces  racines. 

On  pourrait  déduire  la  solution  de  ce  problème  de  ce  que 
nous  venons  de  dire,  mais  la  méthode  suivante  y  conduit  plus 
rapidement. 

Soient  a,  &,  c,  d  les  quatre  racines  demandées,  telles  que 
ad=.hc.  Je  remarque  que  l'on  a-f-  Qi=:^ahc-\-ahd-\-acd-\-hcd 
^ad{h-\-c)-\'  hc{a-\-d)=iad{a-\-h-\-c-{-d)=--\-  kad,  d'où 

Q 

ad^=--r.  On  connaît  donc  ainsi  le  produit  des  deux  extrêmes, 

A 

de  sorte  que  si  l'on  peut  trouver  leur  somme,  il  sera  facile  de 
les  déterminer.  Soit  y  cette  somme,  nos  deux  extrêmes  seront 

ainsi  les  racines  de  l'équation  aj'^—^aj  +  ^^O,  dont  le  pre- 
mier membre  devra  par  conséquent  diviser  celui  de  la  propo- 
sée. On  effectuera  donc  la  division  de  a;*—  Ao;*  +  Ba;^—  Ca7+ D 

par  x^  —  yx-\-  -r-,  etc.  (628,  2"  solution). 

Exemple.  x'*-]-x^—lx'--[-2x-\-k=0.  On  trouvera  M— y^ 

— l±3v/5 
-|-î/2__ii^^^0etN=— 2?/'— 2?/+22=r0;parsuite^=: ^ > 
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032.  Problème  YII.  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  coefficients  indéterminés  de  V équation  cp(x)  =  0  pour  que 
ses  racines  forment  une  progression  par  quotient. 

Soit  q  la  raison  de  cette  progression  :  si  Ton  transforme  l'é- 
quation cp(a7)  =  0  en  une  autre  dont  les  racines  soient  q  fois 

plus  grandes,  on  obtiendra  une  transformée  ©f-Wo  qui  aura 

{m — 1)  racines  communes  avec  la  proposée,  de  sorte  que  les 

polynômes  ^{x)  et  c&f-jauront  un  commun  diviseur  du  degré 

(m — 1);  on  cherchera  donc  ce  plus  grand  commun  diviseur, 
et  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  x  dans  le  reste  du  de- 
gré (m  —  2),  on  obtiendra  (m — 1)  équations  qui  résoudront 
le  problème,  si  q  est  connue.  Mais  si  cette  raison  n'est  pas 
donnée,  il  faudra ,  comme  on  l'a  vu  (630) ,  éliminer  q  entre 
ces  (m — 1}  équations,  ce  qui  réduira  à  (m — 2)  le  nombre  des 
conditions  demandées. 

653.  Problème  VIII.  Résoudre  une  équation 

ç(a;)  =  a;"'+A^*"-i  +  B^'"-=+...+T^-f  U=0 

dont  les  racines  forment  une  progression  géométrique. 

Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  la  raison  sera  ou 
ne  sera  pas  donnée. 

l^*"  Cas.  Soit  q  la  raison  :  les  m  racines  de  la  proposée  pour- 
ront être  représentées  par 

rt,  ag,  aq^^.  ..aq"^^, 

de  sorte  que  1  on  aura — A=— ^ — r-,  d  ou  a  = -7 — 7— \ 

^  q  —  1    '  q'"—l 

On  connaîtra  de  cette  manière  une  des  racines  extrêmes,  et  par 
suite  toutes  les  autres. 

2^  Cas.  Appelons  encore  q  la  raison  inconnue  de  la  progres- 
sion :   nous  avons  vu  que  les  deux  équations  9(0;)  =  0  et 

<pf- j=0  devaient  avoir  les  m  racines  communes  ag,  ar/,...  aq"^-^; 
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on  cherchera  donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  leurs 
premiers  memhres  et  on  écrira  que  le  reste  du  (m — 2)™«  degré 

est  identiquement  nul,  ce  qui  donnera  les  (m  —  1)  équations  de 
condition 

qui  devront  avoir,  pour  racine  commune,  la  raison  q  de  la  pro- 
gression. Mais  comme  il  n'y  a  pas  de  motif  pour  regarder  cette 
progression  comme  é(ant  croissante  plutôt  que  décroissante, 

elles  auront  aussi  la  racine  comnmne-.  Par  conséquent  leurs 

premiers  membres  auront  un  commun  diviseur  du  second  de- 
gré, lequel  sera  le  coefficient  Ai  de  x'^~^  dans  le  premier  terme 
du  reste;  car  ce  coelficent  est  du  deuxième  degré  par  rapport 
à  q,  comme  nous  le  verrons  tout  à  l'heure.  On  l'égalera  donc  à 
zéro,  ce  qui  fournira  une  équation  d'où  l'on  tirera  la  valeur 
de  g,  et  on  rentrera  ainsi  dans  le  premier  cas;  mais  il  sera  plus 
simple  de  remplacer  g  par  sa  valeur  dans  l'équalion  formée  en 
é  galant  à  zéro  le  quotient  de  la  division  de  o{x)  par  le  reste  du 
(m — 1)'"*'  degré,  car  on  aura  ainsi  très-simplement  une  des  ra- 
cines extrêmes. 

J'ai  dit  que  Ai  était  un  polynôme  du  deuxième  degré  par  rap- 
port à  g  :  en  effet,  l'équation  cpf-Wo  revenante 

x"^  +  Ag^^'-i  +  Bç^a;'"-^+ Cç^a;'«-^+. . .  +  LV=  0, 

on  pourra  substituer  au  système  de  cette  équation  et  delà  pro- 
posée, un  système  formé  de  cette  proposée  et  de  l'équation 

kx'^~'-\-^q+\)x-^-'-+  C(g^+g  +  l}^"^+. . .  =  0 

obtenue  en  divisant  par  {q —  1)  la  différence  de  leurs  premiers 
membres.  Le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  doit 
donc  diviser  (^{x),  ou,  pour  éviter  les  quotients  fractionnaires, 
k^<ij{x).  En  effectuant  cette  division,  on  trouvera  pour  quotient 


©-' 
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Aic+jÀ- — B(g-j-  l)j  et  pour  coefficient  du  premier  terme  du 
reste  correspondant 

Ai  =  (B2— AC)ç^+(2B-'— A^B— AC)^  +  B^— AG. 

Ainsi,  la  résolution  de  l'équation  proposée  se  trouve  ramenée 
à  celle  des  deux  équations 

(B^—  kC]q'  +  i2W  —  A^B  —  AC)^  +B^— AG  =  0 
et  Ax  +  A-'-B:q  +  l)--=0. 

Soit,  par  exemple ,  l'équation 

(^{x)=x''—lbx^  +  70x^—U0x+Q>k=0, 
on  aura 

o  (-)  =  x'  —  Ibqx^  +  lOq'x'  —  120q^x  +  Ç>kq'*=  0  , 

o{x) 
___^         '=lbx^'-'70iq  +  \}x--\-n0(q^  +  q-^l)x—...=0. 

Le  quotient  delà  division  de  o{x)  par  le  premier  membre  de 
cette  dernière  équation  est  x-{-lkq — 31,  et  le  reste  a  pour 
coefficient  de  son  premier  terme  310(2g^ — bq-\-2). 

En  égalant  ce  reste  à  zéro,  on  trouvera  ^  =  2  et  ^=4*  Mais 
comme ,  p  our  effectuer  la  division ,  on  aura  mul  tiplié  le  premier  di- 

videndepar  1 5  et  le  second  par  3,  c'estl'équation  x  -| %- —  =  0 

o 

qui  donnera  la  première  racine.  En  faisant  q  =  2,  on  trouve 
x  =  l,  et  ainsi  les  racines  sont  1,  2,  4,  8. 
654.  Problème  IX.  Étant  donnée  une  équation  algébrique 

<,(x)=x'^+ViX'^-'+Vr-'-+...  +  l?^=0 

dont  les  racines  forment  une  progression  par  différence,  résoudre 
cette  équation. 

En  appliquant  à  cette  équation  une  méthode  analogue  à  celle 
que  nous  venons  d'exposer,  on  parviendrait  à  la  résoudre;  mais 
nous  préférerons  le  procédé  suivant  qui  est  aussi  simple,  et  qui 
a  d'ailleurs  l'avantage  d'offrir  une  application  intéressante  de 
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la  méthode  des  coefficients  indéterminés  dont  on  fait  un  si  fré- 
quent usage  dans  l'analyse  transcendante  (588). 

Si  a  est  la  première  racine  de  notre  équation  et  que  r  dé- 
signe la  raison,  on  aura  immédiatement  (565) 

D'un  autre  côté,  il  est  évident  que,  si  du  carré  du  coefficient 
du  deuxième  terme  de  l'équation  proposée  on  retranche  le 
double  de  celui  du  troisième,  le  reste  Pi^ — 2P2  sera  égal  à  la 
somme  des  carrés  des  racines.  Cherchons  donc  comment  celte 
somme  est  composée  en  a  et  en  r,  car  nous  obtiendrons  de  celte 
manière  une  seconde  équation  entre  ces  deux  inconnues. 

J'observe  d'abord  que  la  formule  [5]  nous  montre  que  la 
somme  des  premières  puissances  des  racines  de  la  proposée 
est  une  fonction  du  second  degré  du  nombre  m  de  ces  raci- 
nes, delà  forme  Am^-{-Bm;  il  est  donc  naturel  de  penser  que 
la  somme  S^  de  leurs  secondes  puissances  est  de  la  forme 
Am^-^-Bni^-^-Cm,  de  sorte  que 

S2  =  A??i^  -|-  Bîn^  -j-G?n, 

A,  B,  G  étant  des  coefficients  indéterminés  dont  il  s'agit  de  trou- 
ver les  valeurs.  Or,  si  l'on  ajoute  un  terme  de  plus  a-{-7nr  à 
la  progression,  il  faudra  que  la  somme  des  carrés  des  termes 
de  cette  nouvelle  progression  se  déduise  de  la  précédente  en 
y  changeant  m  en  (m  + 1);  donc  on  aura 

S2+(a+mr)2  =  A(m+  l)3+BCm+  1)2  +  C(m+  1). 

Je  retranche  de  cette  équation  la  précédente,  et  je  trouve, 
toutes  réductions  faites, 

a-  +  2c!rm  +  r'm^=A(3m2  +  3m+l)+B(2m+l)  +  G, 

équation  qui  doit  ôlre  vraie,  quelle  que  soit  la  valeur  que  l'on 
assigne  à  m  :  donc  les  coefficients  des  mômes  puissances  de  m 
dans  les  deux  membres  doivent  être  égaux,  donc 

3A=f^     3A+2B=:2ar,     A+B  +  G  =  aS 
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d*où 

^^3'     ^  =  "~2—'     ^== 6 ' 

et  par  conséquent 

^  _  2  r-m'4-  (6ar —  3  7^-}m'^  +  (6 a^ —  6 ar-\-  r')  m 

02  — g .  L"J 

Or,  si  dans  celte  formule  on  suppose  m  =  2,  elle  donne 
St=r^-l-2ar-^2a-==a^-\-(a-{-r)-  :  donc  elle  est  vraie  pour  ???=:: 2  ; 
mais  il  résulte  de  la  méthode  même  qui  nous  y  a  conduits  que 
si  elle  est  vraie  pour  une  certaine  valeur  de  m,  elle  l'est  pour 
la  valeur  suivante  de  cette  quantité,  donc  cette  formule  est  gé- 
nérale*. 
La  seconde  équation  du  problème  sera  ainsi 

(2m' — 3?n'4-w}r^4-(6am2 — 6cfm)r-|-6a'm 

11"  —  2^2  —  ■ > 

ou  hien 

.  .   .         ^^       ,   2m2— 3w+l    ,      Pi'— 2P2 

Retranchons  de  cette  équation  le  carré  de  l'équation  [5]  mise 
sous  la  forme 

,  wi- 1  Pi 


*  Celte  méthode  est  générale,  et  pourra  être  employée  avec  succès  pour 
calculer  la  somme  de  telles  puissances  semblables  que  l'on  voudra  des  termes 
d'une  progression  pardifférence.  Si  l'on  cherche,  par  exemple,  la  somme  Ssdes 
cubes  des  m  premiers  termes  de  la  progression  ^a.{a-\-r).(a-\-2r)...,  oa 
trouvera 

^  __ r^m^  +  (4ar^—  4r^)  m^  +  (6aV  —  Gar'^-]-  r»)  m^  +  (Aa^- •  Ga^r  +  2ar^)m 
^'~  4 

En  faisant  o=r  =  l  dans  cette  formule  et  dans  la  précédente,  il  viendra 

S.- ~ .     et    S3=— ^ . 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  calculera  la  somme  des  carrés  et  la  somme  des 
cubes  desmpremiersnombres  entiers.  (Voir  précédemment  au  n°  367,  et  plus 
loin  aux  applications  du  calcul  inverse  des  différences.) 
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il  viendra 

m^  —  l  ^,__PiVm—l)  — 2P#yi 
2^3    '"""  m^  ' 

d'où 


et  par  conséquent 


m 


Pi  _  771  —  1     /^  Pi"^'??i  —  1  )  —  2mP2 

a  = _j_ \/  3. . 

m  w     V  m  —  1 

653.  Dans  les  applications,  si  l'on  n'a  pas  ces  deux  formules 
présentes  à  l'esprit,  on  formera  directement  la  somme  des  carrés 
des  racines  de  la  proposée.  Prenons  pour  exemple  l'équation 

On  aura  d'abord,  en  faisant  la  somme  des  racines  a,  a-\-r, 
a-\-2r,  a-f-3r,  a-{-krj 

ha-\-lOr  =  —b,     ou     a  +  2r  =  — 1. 

En  faisant  ensuite  la  somme  de  leurs  carrés 


^i^'^'^^W  .2     I     /..^     I     /..2 


a'+2ar+r-, 
a-  +  kar+kr\ 

a--{-8ar-\-l6r\ 

on  trouvera  pour  deuxième  équation 

5a^+20ar  +  30r'  =  25  +  20  =  45, 
ou  a^+4ar+6r2  =  9. 

Je  retranche   de  cette  équation  le  carré   de   la   première 
a+2r=— 1,  ce  qui  donne 

2f*=8,     d'où    r  =  zb2     et     a  =  —  5     ou    fl  =  -j-3. 
Ainsi  les  racines  sont —5, —3, —1,  +l,  +3. 


CHAPITRE  XX. 

DES  FOXCTIOAS  SYMÉTRIQUES. 


656.  On  appelle  fonction  symétrique  de  plusieurs  quantités 
une  fonction  de  ces  quantités  qui  ne  change  pas  lorsquon  y  per- 
mute deux  quelconques  d'entre  elles.  Ainsi  les  coeflicients  d'une 
équation  sont  des  fonctions  symétriques  de  ses  racines. 

657.  Pour  former  une  fonction  symétrique  quelconque  de 
plusieurs  quantités  a,  /;,  c,  d,...  on  fait  la  somme  de  tous  les 
arrangements  là  1,  ou  2  à  2,  ou  3  à  3,  ou  4  à  4,...  de  ces  quan- 
tités, puis  on  donne  le  même  exposant  à  toutes  les  lettres  qui  y 
occupent  le  même  rang.  Pour  représenter  une  pareille  fonction, 
on  fait  précéder  un  de  ses  termes  de  la  lettre  T.  Ainsi  T(a")  ou 
mieux  S„,  T(a'"6^),  T(a*6?cT^),...  représentent  des  fonctions  symé- 
triques dont  les  termes  sont  de  la  forme  a*,  ou  a"6?,  ou  a"6?cf, 
ou  etc.,  et  on  prononce  somme  a",  ou  somme  a"6^  ou  somme 
a'^bk'^.  Si  donc  on  considère  les  quatre  lettres  a,  b,  c,  d,  on  aura 

T(a*6?) = a"6P+6*aP+  a'^c^-^-Ca^^  a*dP+cî*aP+  6«c?+  C'b^+h^n 

+d''b^-\-c''d^+d^c\ 

658.  Théorème.  Toute  fonction  symétrique  est  rationnelle  de 
racines  d'une  équation 

<f{x) = a;- + Pio;-^  +  P,a;— «  + . . .  +  P^-i^  +  P«.  =  0 
est   égale    à  une   fonction  rationnelle   des   coefficients   de   cette 
équation. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  on  prouvera  d'abord  qu'il  est 
vrai  pour  toute  somme  de  puissances  semblables  des  racines  de 
Téquation,  et  on  fera  voir  ensuite  qu'il  a  encore  lieu,  si  chaque 
terme  de  la  fonction  symétrique  dont  il  s'agit  se  compose  de 
plusieurs  de  ces  racines. 

1"  Partie.  Nous  avons  vu  (601)  que  la  dérivée  du  premier 
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membre  d'une  équation  était  égale  à  la  somme  des  quotients 
qu'on  obtient,  en  divisant  ce  premier  membre  par  cbacun  de 
ses  facteurs  du  premier  degré,  c'est-à-dire  qu'on  a 

„V^)=^(^  +  l(^  +  ._.  +  ^ 
'     ^      X — a   '  x—b  '         '  x—k^ 

en  désignant  par  a,  6,. ../clés  m  racines  de  la  proposée.  En 
effectuant  les  divisions  indiquées  dans  le  deuxième  membre, 
on  obtiendra  une  expression  de  <^'{x)  en  fonction  des  racines 
a,b,...  k,  et  comme  on  en  a  une  deuxième  en  fonction  des  coef- 
ficients de  la  proposée  (481),  on  conçoit  qu'en  identifiant  ces 
deux  expressions  de  cp'(a;),  on  pourra  arriver  à  des  relations  entre 
les  sommes  de  puissances  semblables  des  racines  de  c^{x)=0  et 
les  coefficients  de  cette  équation.  Or 


<p{x) 


te — a 


;*"-! -\-  ax 
-!-Pi 


tn-2     I 


x""-^ 


'+...+    a^ 


-i-Paa"'-^ 


+  Pifl  +P,a2 

+  P2  H-Psa 

+  P3 

+  P«-i 
En  remplaçant   dans   cette   égalité,  a,  successivement  par 
b,  c,...  /c,  et  en  ajoutant  tous  les  résultats,  on  trouvera 
o'(x)  =  -ma;" 


:"■->+    S,a;'»-'-h    S, 

a;"-'+    S, 

a;"'-'+...+    S„_, 

+  mP,         +P.S, 

+  P,S, 

+P.S„-, 

+  mV, 

+P.S. 

+  P=S„_3 

H-mPs 

+  P3S.-4 

+mP„._, 
mais ,  d'un  autre  côté , 

o\x)  =  mx^-'  +  {m  —  l)Pi.T»"-^  +  (m— 2)P2a;'"-'  + . . .  +  P^_, , 

donc,  en  identifiant  ces  deux  expressions  de  o'(a?),  transposant 

et  réduisant,  on  trouvera 

Si  +  Pi-0, 

S,  +  PiS,+  2P2  =  0, 

S3  +  PiS2  +  P2Si  +  3P3==0,  ;     [1] 


S.-,  +  PiS„_a  -1-  VSm-i  4- . . .  +  (m  —  l)P^_i  =  0 
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La  première  de  ces  équations  détermine  Si  ;  en  substituant  la 
valeur  de  cette  quantité  dans  la  deuxième,  on  aura  S2,  et  ainsi 
de  suite,  de  sorte  que  notre  théorème  se  trouve  établi  pour 
toute  somme  de  puissances  semblables  des  racines  de  (^{x)  =  0, 
dont  l'exposant  est  un  nombre  entier  et  positif  moindre  que  m. 
Pour  l'étendre  aux  autres  cas ,  nous  multiplierons  les  deux 
membres  de  Féquation  proposée  par  rr",  ce  qui  donnera 

^m+n  _|_  p^^m+n-1  _)_  p^n.+n-2  -|-  . . . .  _|-  P^^?^  =  0 . 

Comme  cette  équation  admet  encore  a^b,  c,.,..yh  pour  racines, 
on  aura  les  identités 

a^+n  _|_  ^^a'^irx-i  _[_  p^Q«.+n-2  -j-  . . . .  _|-  p^a^  =  0 , 

brr/''  +  PlÔ"*"^"-^  +  V.b^^''-'  +  ....+  P^6«  =  0, 
/-»-f  n  _J_  Pj/^m-i  n-1  _|_  p^/^-^n-a  +....+  J^Ji^  ^^  Q  , 

et,  en  les  additionnant,  on  trouvera 

S„.K.  +  VSm^n-i  +  P.S.^n-2  +  '  '  •  •  +  P«»Sn  =  0.        [2] 

Si  on  fait  successivement,  dans  cette  formule,  n  =  0,  n  =  l, 
n  =  2,  etc.,  il  viendra 

S„.  +  PiS^-i  +  V,Sm-2  +....  +  mVm  =  0, 
S„.-M  +  V,Sm  +  P2S^_i  +  . .  •  •  +  P-Si  =  G, 
S^+2  +  PiS^+1  +  P..S-  +....  +  P..S2  =  0, 
etc.,  etc. 

et  la  loi  qui  régit  ces  formules  est  celle  même  qui  a  lieu  dans 
les  équations  [1]. 

Si  dans  cette  même  formule  [2] ,  on  fait  successivement 
n  =  —  1,  n  =  —  2,  71  =  —  3,....,  il  viendra 

S.-1  +  PiS^_2  +  P.S«-3  +....  +  P,n-lSo  +  P^S_i  =  0  , 
S„._2  +  PiS^_3  +  VSm-^  +....+  Pm-lS_i  +  P.S_2  =  0  , 
S„.-3  +  PlS,,_4  +  P2S,._5  +....+  Pm-lS-.  +  P,.S-3  =  0  , 

etc.,  etc. 

On  tirera  de  la  première  de  ces  nouvelles  équations  la  valeur 
de  S  _i,  on  la  substituera  dans  la  deuxième,  et  on  en  déduira  la 
C.  33 
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valeur  de  S_2,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  notre  théorème 
s'étend  actuellement  au  cas  où  les  exposants  sont  négatifs. 

639.  Toutefois,  si  l'on  a  besoin  de  calculer  une  somme  de 
puissances  semblables  et  négatives  des  racines  de  la  proposée , 
on  pourra  le  faire,  de  la  manière  suivante,  plus  facilement  que 
par  les  dernières  formules  que  nous  venons  d'obtenir.  Je  pose 

o;  =  -,  et,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs,  renversé  l'or- 
dre des  termes  et  divisé  par  P„i,  j'obtiens  la  transformée 

Cette  équation  ayant  ses  racines  réciproques  de  celles  de  la  pro- 
posée, il  est  clair  que  la  somme  des  n"^"  puissances  de  ses  ra- 
cines sera  la  somme  des  — n"*"  puissances  de  celles  de  la  pro- 
posée, de  sorte  que  si  l'on  appUque  les  formules  [1]  à  notre 
transformée,  et  que  l'on  chasse  le  dénominateur  P^,  on  trou- 
vera 

P„.S_i+P^_,  =  0,  ) 

P«.S_2+  Pn.-lS_i  +  2P^_2  =  0,  ( 

P,„S_3+  P^-lS_2+  ^m-S-i  +  3P^-3=  0  ,     (  •        ^    ^ 

etc.,  etc.  ) 

C40.  Exemple.  Calculer  la  somme  des  4""  et  la  somme  des 
—  4mM  puissances  des  racines  de  V équation 

On  trouvera 


Si -3  =  0, 

(  Si  =  3  , 

Sa  — 3Si  — 8  =  0, 

S3  — SSa  — 4Si  +  36  =  0, 

d'où 

)8,=  17, 
)S3  =  27, 

S,_3S3  — 4S8+12Si=0; 

[84=113. 

12S_i— 4  =  0,                              j 

(S-i  =  |, 

12S_2— 4S_i— 6  =  0,                 f 

d'où 

s-,=ii, 

12S_3—4S_2— 38-1  +  3  =  0,     [ 

]  8-3  =  ^, 

12S_4— 48^,—  3S_î+  S>i=  0;  ) 

U-*=-ih 
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64i.  2«  Partie.  Considérons  maintenant  le  cas  où  chaque 
terme  de  la  fonction  doit  être  composé  de  plusieurs  racines,  et 
cherchons  en  conséquence  à  évaluer  T(a'6^),  T(a"6?c0,....  en 
fonction  rationnelle  des  sommes  de  puissances  semblables  des 
racines  de  la  proposée,  car  alors  elles  pourront  l'être  en  fonc- 
tion rationnelle  des  coefficients  de  cette  équation,  à  l'aide  des 
formules  [1].  On  a 

S,  =  a«  +  6«  +  c'^  + , 

S^  =  a^J^b^  +  c^-\- 

Je  multiplie  ces  deux  égahtés  membre  à  membre,  et  j'observe 
que  le  produit  des  deuxièmes  membres  sera  nécessairement  une 
fonction  symétrique  des  racines  a,  b,  c,....,  k;  en  conséquence, 
dès  qu'on  aura  reconnu  que  ce  produit  renferme  un  certain 
terme,  on  en  conclura  immédiatement  qu'il  contient  la  fonc- 
tion symétrique  dont  ce  terme  fait  partie.  Or,  en  multiphant  la 
valeur  de  S»  par  celle  de  S^ ,  il  pourra  se  faire  que  la  lettre  du 
terme  multiplicateur  soit  la  même  que  celle  du  terme  multipli- 
cande, ou  qu'elle  soit  différente  :  le  premier  cas  aura  lieu  quand 
on  multipliera,  par  exemple,  ft°'  par  a\  ce  qui  donne  a*^^  et  le 
second,  lorsqu'on  fera  le  produit  de  a"  par  b^,  ce  qui  donne 
a*6?;  donc 

équation  d'où  l'on  tire 

T(a«6P)  =  S.S3-S«^3.  [4] 

Si  l'on  suppose  a  =  [i,  le  deuxième  membre  de  cette  formule 
se  réduit  à  S«'— Ssa*,  mais  le  premier  membre,  au  Heu  de  de- 
venir T(a"6"),  comme  on  pourrait  le  croire,  se  réduit  à  2T(a*6*). 
En  effet  la  fonction  T(a"6^),  ne  devant  pas  changer  quand  on  y 
permute  deux  quelconques  des  lettres  qui  y  entrent,  renferme 
les  termes  a^b^  et  6"a^  a^c^  et  c''a^,..,,  :  or  ces  termes  deviennent 
égaux  deux  à  deux  lorsqu'on  fait  B  =  a  ;  donc  leur  somme , 
c'est-à-dire  T(a*6?),  devient  2T(a°'6«);  donc 

T(«^&-)  =  i!S«'-S,«î.  [5J 
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Multiplions  maintenant  membre  à  membre  les  égalités 

S^,=  a-'-f-  5'  -|-  C'  -j- 

Il  pourra  se  présenter  trois  cas  dans  cette  multiplication  :  ou  la 
lettre  du  terme  multiplicateur  sera  la  môme  que  la  première  du 
terme  multipiicande,  ou  elle  sera  la  môme  que  la  seconde,  ou 
elle  sera  différente  de  toutes  deux.  Le  premier  cas  se  présentera 
en  multipliant,  par  exemple,  a'^&s*  par  a"^,  ce  qui  donnera  a"+f Z^^  ; 
le  deuxième,  en  faisant  le  produit  de  a"&^  par  b'^,  ce  qui  donnera 
Q«5P+ï  ;  et  on  se  trouvera  dans  le  troisième,  en  multipliant  a'^b^ 
par  C',  ce  qui  fait  a'^bh'^;  donc  on  aura 

équation  d'où  l'on  tire ,  en  remplaçant  les  fonctions  T(a°'èP), 
T(a''+ï6P),  T(a^Z>^+^)  par  leurs  valeurs  calculées  au  moyen  de  la 
formule  [4], 

T:{a^b^c')=  S«SpS,~  S«,pS,—  S„+,Sp-  S«S^+,+  2S„,p+,.    [6] 

Si  l'on  suppose  8  =  a,  le  premier  membre  se  réduira  à 
2T(a"6°'c'^) ,  parce  que  la  fonction  T{a''b^c'<)  ne  changeant  pas 
lorsque  l'on  y  permute  deux  quelconques  des  lettres  qui  y  en- 
trent, ses  termes  deviendront  égaux  deux  à  deux  par  l'hypo- 
thèse de  p  =  a;  donc 

T(a«6V0  =  i  1S«^S,—  S^aS,—  2S«+,S«+  2S,,,,].     [7] 

Si  y = p  zz=  a,  la  fonction  T(a«^?^cTf)  se  réduira  à  six  fois  T(a«6°'c'^), 
parce  que  cette  fonction  ne  changeant  pas  lorsqu'on  y  permute 
trois  quelconques  des  lettres  qui  y  entrent,  et  trois  lettres  four- 
nissant six  permutations ,  tous  ses  termes  deviendront  égaux 
6  à  6  par  l'hypothèse  de  y  =  p  =  a  ;  donc 

T(a«^V)  =  i  SS«^—  3S«S2«+  2S3a!..  [8] 

En  multipliant  de  même  membre  à  membre  les  deux  égalités 
T(a«5?cï)=:a«^)?c^+....  et  S,^=:a^+&^+c«+ c^^+ . . . .,  on 
parviendrait  de  même  à  exprimer  d'abord  T(a°'t^c^d^)  en  fonc- 
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tien  de  T(a"^;VO,  T(a«+^6?c-0,  T(a"6?+V0,  T{cnh-:+^},  puis  en 
fonction  des  sommes  de  puissances  semblables  des  racines  de 
la  proposée,  au  moyen  de  la  formule  [6],  et  ainsi  de  suite. 
Notre  théorème  est  donc  complètement  démontré. 

642.  La  théorie  des  fonctions  symétriques  s'apphque  immé- 
diatement à  la  formation  d'une  équation  dont  les  racines  doi- 
vent être  des  fonctions  rationnelles  de  celles  d'une  équation 
donnée,  et  deux  méthodes  peuvent  être  employées  pour  y  par- 
venir. Supposons  que  l'on  propose  de  transformer  une  équa- 
tion <p(x)  =  0  en  une  autre  dont  les  racines  soient  liées  avec  les 
siennes  par  la  relation  y  =  f(x',  x'O,  x'  et  x"  représentant  deux 
racines  quelconques  de  la  proposée  et  f{x\  x")  une  fonctionra- 
tionnelle  et  connue  de  ces  racines. 

1"  MÉTHODE.  J'appelle  a,b,c,  cl,....,  les  m  racines  de  la  pro- 
posée, et  si  je  remplace  x^  et  x'^  successivement  par  chacune 
de  ces  quantités,  les  résultats 

fia,  b),  f{a,  c),....,  f{h,  a),  f(b,  c),....,  f(c,  cl),  f{c,  e).,.. 

représenteront  toutes  les  racines  de  l'équation  cherchée,  qui 
reviendra  ainsi  à 

[?/--/(«,  b)]  \y-na,  c)}....  \y^f(b,  a)\  {y-f(b,  c)\.,..  =  0. 

Or,  il  est  évident  que  le  premier  membre  de  cette  équation  ne 
change  pas  si  Ton  y  permute  deux  quelconques  des  quantités  a, 
b,  c,....,  de  sorte  que  si,  après  avoir  effectué  les  calculs,  on  or- 
donne le  produit  suivant  les  puissances  décroissantes  de  y,  le 
coefficient  de  chacune  de  ces  puissances  sera  une  fonction  sy- 
métrique et  rationnelle  des  racines  de  la  proposée  cp(^)  =  0; 
il  suffira  donc  de  calculer  ces  coefficients  en  fonction  rationnelle 
de  ceux  de  cette  équation,  au  moyen  des  formules  que  nous 
avons  données  ci-dessus,  et  le  problème  sera  résolu. 

2^  MÉTHODE.  On  commencera  par  déterminer  le  degré  do 
l'équation  demandée,  ce  qui  est  facile,  en  cherchant  combien 
la  fonction  f{x',  x")  admet  de  valeurs,  lorsqu'on  y  remplace 
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successivement  x'  et  a?"  par  toutes  les  racines  de  (p(ip)  =  0.  Soit  n 
ce  degré  :  l'équation  en  ij  sera  de  la  forme 

P'i,  P'a,...-.  P'n  étant  des  coefficients  indéterminés  dont  il  s'agit 
de  trouver  les  valeurs.  Or  on  a,  entre  ces  coefficients  et  les 
sommes  des  puissances  semblables  des  racines  de  <p(a;)  =  0,  les 
relations 

S',+P'i==0, 

S'2  +  P'lS'i+2P'2=0, 

S'3  +  P'lS',  +  P',S'i+3P'3-:0, 

etc., 

en  désignant  en  général  par  S'^  la  somme  des  n'"*'' puissances  des 
racines  de  l'équation  cherchée  ;  d'où  l'on  voit  que  si  l'on  peut 
calculer  S'i,  S'a,  S's, . . . . ,  S'„  en  fonction  rationnelle  des  coefficients 
de  l'équation  cp(a:;)  =  0,le  problème  sera  résolu.  Mais  ces  quan- 
tités S'i,  S'g,  S's,.---,  S'„  sont  des  fondions  symétriques  et  ration- 
nelles des  racines  delà  proposée  ;  donc  elles  seront  exprimables 
en  fonctions  rationnelles  de  ses  coefficients. 

645.  Cette  méthode  conduit  en  général  à  des  calculs  beau- 
coup plus  simples  que  la  première.  Nous  allons  en  faire  l'ap- 
plication à  la  formation  de  Véquation  aux  carrés  des  différences 
des  racines  de  Véquation 

oix)  =  x"'i-'PiX'^-'  +  V,x'^-^-}- . . .  .+P^=0. 

fjiffji  —  1  ) 
L'équation  demandée  sera  du  degré -,  de  sorte  que 

si,  pour  abréger,  nous  représentons  ce  nombre  par  n^  elle  sera 
de  la  forme 

et  il  s'agira,  d'après  ce  qui  précède,  de  calculer  en  général  S'a 
en  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  cf(a7)  =  0. 
Pour  y  parvenir,  je  représente  par  Y{x)  la  fonction 
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a,  b,  c,....,/c  désignant  les  racines  de  l'équation  proposée.  Or, 
si  on  suppose  x=a,  on  aura 

c'est-à-dire  la  somme  des  a"«  puissances  des  carrés  des  diffé- 
rences qui  existent  entre  la  racine  a  et  toutes  les  autres;  de 
même  F(5)  sera  la  somme  des  a'"*'^  puissances  des  carrés  des 
différences  qui  ont  lieu  entre  la  racine  b  et  toutes  les  autres,  et 
ainsi  de  suite;  donc  la  somme  des  résultats  que  Ton  obtiendra 
en  remplaçant  successivement x  par  a,b,c,....,k  dans  ¥(xj,  sera 
le  double  de  S'a;  je  dis  le  double,  parce  que  {a  — b)-'^={b — a)-", 
(a — c)^"  =  (c— a)^*,  etc.,  et  qu'ainsi  chacune  des  quantités 
{a  —  bf,  (a— c/%....  se  trouve  répétée  f/ewa;  fois  dans  la  somme 
dont  il  s'agit. 
Il  faut  donc  d'abord  former  ¥{x).  Or,  on  a 

{x — a)"' — x'-''  —  Ciaa;-«-i  +  Gaa^a;^"'-^— . . . .  d=  C«a'^^^ . . .  +  Gaa^"^- V 

en  désignant,  pour  abréger,  par  C„  le  nombre  des  combinaisons 
dont  sont  susceptibles  2a  quantités  prises  n  à  n.  Si,  dans  celte 
formule,  on  remplace  successivement  a  par  &,  par  c,.. ..  et  par  /^, 
et  que  l'on  additionne  tous  les  résultats,  en  mettant  chaque 
puissance  de  n  en  facteur  commun,  il  viendra 

Y{x)  =  mx'''  —  C.SiX"^'  +  GS2X'''-'— . . . .  ±  C«S«.T^ .. . .  +  GS^,.,x' 

—  CiSaa-i^?  +  Sa». 

Je  remplace  enfin  x  successivement  par  a,b,  c ,....,  /.;,  j'ajoute 
les  résultats  et  je  trouve 

2S'a:=:WS2oc GiSiSsa-l  4"  C^SaSsa-a •  •  • .  it  CaS»".  •  ••  -[-  CaSsa-aSi 

—  GiSaa-iSi  +  ^nSsa. 

Ici  les  termes  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux ,  de  sorte 
qu'on  en  déduit 

S '«= mSsct — GiSiSga-i  -j-  G2S2S2«-2  — ....  ±  I  GaSa^, 
qui  est  la  formule  cherchée. 
Si  on  observe  que  w=So ,  on  en  conclura  la  règle  pratique 
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suivante  :  pour  obtenir  S'^,  faites  le  développement  de  {^  —  ^Y" 
d'après  la  règle  de  Newton  (555),  en  ayant  soin  de  donner  à 
chaque  S  un  indice  au  lieu  d'un  exposant,  de  vous  arrêter  au 
terme  où  ces  indices  seront  égaux  et  de  diviser  ce  terme  par  2. 
D'après  cela,  si  l'équation  proposée  est 
x^+V,x'+P,x  +  ^,=0, 
auquel  cas  l'équation  aux  carrés  des  différences  est  de  la  forme 

on  construira  les  formules 

S'i=3S2-SA      S',==3S4-4SiS3+3S2S)  ,^, 

S'3=3S6—6SiS,+  15S,S4— 108^3  ]•  ^^ 

On  a  d'ailleurs 

Si  +  Pi  =  0,  S2  +  PlSi  +  2P2=:0,  ) 

S3  +  PlS,+  PÂ+3P3=0,    S4+PiS3  +  P2S2  +  P3Si  =  0       ;         [10] 

S5  +  PiS4+P2S3+P3S2  =  0,    S6  +  P,So  +  P2S4  +  P3S3=0  ) 

et  en  outre 

S',+P',=0,       S',+P',S\  +  2P',=0)  ._^^ 

S'3  +  P'iS'.+P'.S',  +  3P'3-0,  ]•  ^''J 

On  trouvera  au  moyen  des  formules  [10]  les  valeurs  de  Si, 
Sa,....,  Se;  puis  S'i,  S'a,  S'3,  à  l'aide  des  formules  [9],  et  enfin 
on  tirera  les  valeurs  de  P'i,  P'2,  P'3  des  formules  [11]. 

On  peut  faire  subir  à  ces  formules  une  simplification  très- 
notable,  en  commençant  par  transformer  l'équafion  proposée 
en  une  autre  qui  n'ait  plus  de  deuxième  ternie,  et  en  cherchant 
l'équation  aux  carrés  des  différences  de  cette  transformée  ;  car 
cette  équation  aux  carrés  des  différences  sera  la  même  que  celle 
qui  est  relative  à  la  proposée  (SB8);  de  cette  manière  Pi  sera 
nul,  et  les  formules  deviendront 

î'Z^\p  S'.r=3S„  P'.  =  -S'„ 


DES  FONCTIONS   SYMÉTRIQUES.  521 

Prenons  pour  exemple  l'équation  x^  +  3a;-  —  kx-\- 1  =  0.  Je 
fais  évanouir  le  deuxième  terme,  ce  qui  la  réduit  à  rc^ — 7a;+7=0. 
Je  cherche  donc  l'équation  aux  carrés  des  différences  des  ra- 
cines de  cette  équation,  et,  pour  cela,  je  pose  Pi=0,  P2=  —  7, 
P3  =  -|-  7.  Je  trouve  de  cette  manière 

S,  =0,  S2=14,  83  =  — 21,  84=98,  85==  — 245,  86=833, 
S'i  =  42,  8'2=882,  8'3=  18669, 

P'irrr  — 42,  P'2=441,  P'g^z:— 49. 

Ainsi  l'équation  aux  carrés   des  différences  des  racines  de 

x^+?>x^^kx+l  =  0  est 

^3  — 42i;2_[-44U— 49  =  0. 

644.  On  pourra  obtenir ,  par  la  même  méthode  et  par  des 
calculs  plus  simples  que  ceux  qu'exige  le  procédé  indiqué  aux 
n°*  599,  600  et  601,  les  équations  aux  sommes,  aux  produits 
et  aux  quotients  des  racines  d'une  équation  donnée. 

Pour  l'équation  aux  sommes,  on  trouvera,  en  partant  de 

Y{x)={x+ar  +  {x-\-hT  +  ....-\-{^-^kT, 
que 

2-^8«  +  8'«  =  (8  +  8)% 

en  écrivant  des  indices  au  Heu  d'exposants ,  arrêtant  le  déve- 
loppement du  deuxième  membre  au  dernier  des  termes  de  la 
première  moitié  de  ce  développement  si  a  est  impair,  et  à  la 
moitié  du  terme  du  milieu,  si  a  est  pair. 
Pour  l'équation  aux  produits,  on  aura 

S'"  =  T(a<^?.«)  =  HS^«~S2«}, 

et  pour  l'équation  aux  quotients 

S'„  =  T  [a^b"')  =  8.S_«  —  m. 

645.  La  théorie  des  fonctions  symétriques  fournit  un  nouveau 
moyen  de  trouver  la  véritable  équation  finale  résultant  de  l'éli- 
mination d'une  inconnue  entre  deux  équations  de  degré  quel- 
conque à  deux  inconnues. 
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Soient  en  effet, 

a;-  -f  P.o:;-!-!-  ..  .  .  +P^=:Or::=  A, 

^"+Qi:r«-i  +  ...-  +  Qn  =  0  =  B, 

deux  équations  à  deux  inconnues,  l'une  du  degré  m  et  l'autre 
du  degré  n  :  ainsi,  chaque  coefficient  est  une  fonction  de  y  dont 
le  degré  est  au  plus  égal  à  son  indice.  Supposons  que  l'on  ait 
résolu  la  première  équation  par  rapport  à  a? ,  et  désignons 
par  «1,  ^2,  «3, . . . . ,  a^  ses  m  racines.  Cette  équation  reviendra  à 

k=^(x  —  ai){x  —  ch) (x  —  am)=0  ; 

de  sorte  que  l'on  peut  substituer  au  système  des  équations 
proposées  les  m  systèmes 

B=:OJ'  B=:0)'*"*'  B==oj' 

Or,  si  Ton  tire  de  la  première  des  équations  de  chacun  de  ces 
systèmes  la  valeur  de  x  et  qu'on  la  substitue  dans  la  deuxième , 
on  obtiendra  l'équation  finale  en  y  de  ce  système,  et  par  consé- 
quent, en  multiphant  ces  équations  finales  membre  à  membre, 
on  formera  celle  du  système  proposé.  Cette  équation  est  donc 

{ai^  +  Qi«i"-^  +  ....  +  Qn)  {a,-  +  Q,a,-'  +  ....  +  Qj ....  | 

Or,  quoique  Oi,  Oa, ,  «m  soient  des  fonctions  inconnues  de  y, 

il  est  cependant  possible  de  former  cette  équation,  car  son  pre- 
mier membre  est  une  fonction  symétrique  et  rationnelle  des 
racines  «i,  «g, ,  a^,  et  par  conséquent  on  pourra  l'expri- 
mer en  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  A  =  0. 
64C.  Exemple.  Éliminer  x  entre  les  équations 

x^—lx+Ç>  =  0     et    x''  —  yx-{-{y'^  —  l)=^0. 

J'appelle  a  Qth  les  racines  de  la  seconde,  et  j'aurai  en  consé- 
quence pour  équation  finale 

[0?  —  7a  +  6)  (6^  —  lb  +  6}  =  0, 
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OU,  en  effectuant  la  multiplication  indiquée, 

o^b^—1  {ah^+  6a^)  +  6  (a^  +  6^)  +  49«Z^  —  42  {a  +  6)  +  36  =  0. 

On  reconnaît  que  le  premier  membre  de  cette  équation  n'est 
composé  que  de  fonctions  symétriques  des  racines  de  la 
deuxième.  On  trouvera  facilement  que 

ab  =  y-  —  7,     a-\-h—y,     ah^+ha^~—\f+2Uf  —  ^%, 

a^  +  6»z=  — 2?/=^+21î/; 

donc  l'équation  demandée  est 

1/^—14?/— 122/' -f49?/-  +  84?/  +  36  =  0r=(îyî_7?/— 6)-. 

L'élimination  que  nous  venons  de  faire  est  précisément  le 
calcul  que  l'on  doit  exécuter  pour  obtenir,  par  la  méthode  du 
n**  S99,  l'équation  aux  sommes  des  racines  de  a;^  —  7ic  +  ^  =  0, 
et  vérifie  ce  que  nous  avons  alors  avancé,  en  disant  que  le 
premier  membre  de  cette  équation  devait  être  un  carré  parfait. 

647.  Les  calculs  qu'exige  cette  méthode  d'élimination  sont 
tellement  longs  que  l'on  n'en  fait  guère  usage  dans  la  pratique; 
mais  aussi  elle  a  l'avantage  de  conduire  très-simplement  à  une 
limite  du  degré  de  l'équation  finale. 

Considérons,  en  effet,  le  terme  général  de  l'équation  [12]  : 
ce  terme  peut  être  représenté  par 

Qa«r"Q.3ar^...  Q^al-^  =  QaQ? ....  Q^.a^'^ar^...  «r^ 

Mais  comme  l'équation  [12]  est  symétrique,  elle  doit  renfermer 
tous  les  termes  que  l'on  déduit  de  celui-ci ,  par  l'échange  des 
quantités  «i,  «a,  ••..,  a^nles  unes  dans  les  autres,  c'est-à-dire 

0«Q? ....  Q,T (ar*ar^...  «:-•*)  :  [13] 

évaluons  donc  la  hmite  du  degré  de  cette  fonction.  D'abord  le 
produit  0«O^....Qj,  est  au  plus  du  degré  a+p+.... -f-ij.;  d'un 
autre  côté,  en  se  reportant  aux  formules  qui  donnent  les  va- 
leurs de  Tia'^b^),  T(a«6?ci^),....,  on  voit  que  la  somme  des  indices 
de  S,  dans  chaque  terme,  est  égale  à  la  somme  des  exposants 
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qu'ont  les  lettres  a,  b^c,....  dans  chaque  terme  de  ces  fonctions, 
et  comme  il  résulte  des  formules  [1]  que  l'indice  de  S  est  pré- 
cisément égal  au  plus  fort  indice  des  coefficients  de  la  proposée 
qui  entrent  dans  son  expression,  on  voit  que  T(ar''^r^...<-i* 
est  au  plus  du  degré 

(n  — a) +  (n—p) +  ....  + (n  — ri  =  mn— (a +  p +  ....  + yO; 

donc  la  fonction  [13]  et  par  conséquent  l'équation  finale  est 
au  plus  du  degré  mn.  De  là  ce  beau  théorème  : 

Véquation  finale  qu'on  obtient  en  éliminant  une  inconnue  entre 
deux  équations  de  degré  quelconque  a  deux  inconnues  n'est  pas 
d'un  degré  plus  élevé  que  le  produit  de  leurs  degrés. 

Elle  sera  précisément  de  ce  degré  si  les  deux  équations  sont 
les  plus  générales  de  leur  degré;  mais,  si  l'on  considère  des 
équations  particulières,  il  pourra  s'abaisser. 


CHAPITRE  XXI. 

DES  DIFFÉREIVCES  FINIES. 


§  I.  FORMULES  GÉNÉRALES. 
648.  Considérons  une  suite  de  quantités 

W'o,   Wl,   Uî,  Ui, ,Un 

qui  se  succèdent  suivant  une  loi  quelconque.  Si  Ton  retranche 
chacune  de  ces  quantités  de  celle  qui  la  suit  immédiatement , 
on  formera  une  nouvelle  suite 

dont  les  termes  se  nomment  les  différences  premières  des  termes 
de  la  suite  proposée. 

Ces  différences  premières  se  désignent  par  la  lettre  A  placée 
devant  la  quantité  que  l'on  soustrait;  ainsi 

^u^    =11^  — u^ 

Awi      =1*2  —  Ui 


Si  l'on  forme  de  la  même  manière  les  différences  des  quan- 
tités 

Ai/o,     Ai/i,     Ak,, ,  Aw„_i, 

on  obtiendra  la  suite 

Awi  —  Au, ,     Au2  —  Awi , . .  _ ,  Aw„_i  —  \u^_. , 

c'est-à-dire  les  différences  secondes  des  quantités  proposées. 
On  les  désigne  par  A';  ainsi  AX= Au,— Au,,  etc.  En  continuant 
de  la  même  manière,  on  formera  les  différences  troisièmes 
des  quantités  w,,  u,,  u,,  etc.,  c'est-à-dire  \H(,=:Ahi,—lhh,  etc.; 
et  ainsi  de  suite. 
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Oïl  pourra  donc  former  le  tableau  suivant  : 


Mo 

M, 

—  Uo    =Auo 

AUy 

—  AWo     =A^u, 

A^M, 

-Ahlo 

=  A\to 

«1 

M2 

—  Ui    =Ami 

Au-x 

—  Ami     =A''Mi 

A'U2 

—  A^Wi 

=  A3m, 

W-i 

Ud 

—  U2    =AU2 

AW3 

—  AU'z    =  AHt2 

W3 

m 

—  Ui    =Am3 

Ui 

Wn-3 

Un- 

2— W„_3=  AW„_;) 

Aw„_, 

—  Au,,-?,  =  A-M„_3 

A-Un- 

>-A^w,._ 

3   =  A^M;,_3 

Un-2 

U„- 

—  M„_2=AM„_2 

AUn- 

—  AM„_2=AX-2 

Un-l 

Un 

—  w«_i=Aw«-i 

Un 

etc. 


Deux  termes  ne  donnent  lieu  qu'à  une  différence  première , 
et  il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  leur  différence  seconde  ;  trois 
termes  donnent  lieu  à  deux  différences  premières  et  à  une  dif- 
férence seconde  ;  en  général ,  n  termes  donnent  lieu  an  —  1 
différences  premières,  à  n  —  2  différences  secondes,....,  à  une 
différence  {n — 1)'"^ 

649.  On  peut  obtenir  facilement  Yexpression  d'une  diffé- 
rence d'un  ordre  quelconque  en  fonction  de  toutes  les  quantités  de 
la  suite  primitive  dont  elle  dépend.  On  a  d'abord 


donc 


On  a  de  même 


donc 


Awq  =  Wi  ^-  Uq  ,    Awi  =  U2  —  Ui  ; 

A^'Wo  —  (Wi  —  Ui)  —  (ui  —  iOq)  =  U2  —  2wi  -j-  ^0 

A^iti  =  U3  —  2^2  +  Ui  ; 


A'i^o  =  {us  —  2^2  +  Ui)  —  {u2  —  2i^i  +  Uq)  =  W3  —  3^2  +  3wi  —  Uq, 

Les  coefficients  numériques  des  expressions  de  AX  et  AX 
sont  les  mêmes  que  ceux  du  carré  et  du  cube  d'un  binôme 
dont  le  second  terme  est  négatif;  il  y  a  lieu  de  penser,  en  se 
laissant  guider  par  l'induction,  que  cette  loi  se  continue  et  que 
l'on  a  en  général 


AX=w„— nwn-r 


n{n — 1) 


l('n~r 


7i(n— l)(n— 2) 


Wn-3  + 


[1] 


1.2       "^  1.2.3 

Pour  démontrer  cette  formule ,  nous  allons  faire  voir  que  si 
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elle  est  vraie  pour  Texpression  de  A'^-^itg  elle  le  sera  pour  l'ex- 
pression de  A%.  Supposons  donc  que  l'on  ait 

/        ,N         I  (n  — l)(n— 2) 

\^-%=Un-i—  (n— l)U„-2+' p2 ^^'n-S—  •  •  •  •  » 

on  aura  pareillement 

f        .^         ,   (n— l)(?i  — 2) 

-  ■       j;^:^        w„_3 + . . . . , 

on  en  conclura 


/        ,J         ,(M-l)(n-2) 


1.2 

1  +('i-l) 


(w— l)(n  — 2)(m  — 3) 

Un-2 


1.2.3 
in-\){n-2) 
1.2 


+  ....; 


OU,  en  réduisant, 

AX=w„— ?îw„_i+   '^  ^  't^-„-2 ^ — j-2~3 ^«-3  + , 

c'est-à-dire  la  formule  [1].  Or,  la  loi  a  été  reconnue  vraie  pour 

l'expression  de  A^Wq,  donc  elle  le  sera  pour   A^Wq;  l'étant 

pour  \\,  elle  le  sera  aussi  pour  A^,  et  ainsi  de  suite  ;  donc  elle 

est  générale.  On  peut  écrire  la  formule  [1]  de  cette  manière 

symbolique  : 

AX=:(^-1)",  [2] 

sous  la  condition  qu'en  développant  la  puissance  indiquée  on 
devra  changer  les  exposants  de  u  en  indices. 

6o0.    Réciproquement,   on    peut    obtenir   l'expression    de 
Vune  quelconque  des  quantités  de  la  suite  primitive ,  en  fonction 
du  premier  terme  de  cette  suite  et  de  ses  différences  successives. 
On  a  d'abord 

t^i  =  ii(, -f.  Aug ,     et    Ai^i  =  Ai^o  +  AX  î 
donc 

u^  =:Ui-\-  Awi  =  Wg  4~  2AWç  +  A'Wjj. 

On  a  de  même 

Aii2  =  Awi  +  ùkhh  =  \Uq  +  2  AX  +  ^X  » 
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et  par  suite 

Wg  =z  u,  ~\-  ^u^  =  Wq  +  3 AWo  +  3 A\io  +  ^^ih- 
On  remarque  que  les  coefficients  numériques  des  expres- 
sions de  ih  et  de  ih  sont  encore  ceux  du  carré  et  du  cube  d'un 
Mnome,  dont  le  second  terme  est  positif;  et  l'on  démontre  fa- 
cilement que  cette  loi  est  générale.  En  effet,  admettons  qu'elle 
soit  vraie  pour  Un-i ,  on  aura 

,/        1.A      ,  (^-l)(^-2).,      ,  (n-l)(n-2)(n-3),,      , 


AUn-y=  Amo+  (n-1)  A^wo  +  ^^     V^r     ^^  ^'«0  + 


(n  — l)(w  — 2)(n-3) 


1.2 


1.2.3 


A%o+. 


et  par  suite 

=  Wo  +  (w  — 1) 
+  1 


Wn  =  Wn-1  +  ^Un-i 


AWo  + 


(n  — l)(7i— 2) 


1.2 


+  n  — 1 


AX  + 
+ 


(n  — l)(n  — 2)(n  — 3) 


1.2.3 
1.2 


A3mo+.... 

+  ....; 


ou ,  en  réduisant , 

,      .       ,n(n  — 1).,      ,  n{n  —  l){n  —  2)  ..      ,  .„, 

Un=u,  +  n^Uo+  ■^j^Ahio  +  -^ — Y^ iA3wo  +  ....,        [3J 

c'est-à-dire  que  la  loi  sera  vraie  pour  Un-  Or,  nous  l'avons  vé- 
rifiée pour  ^3 ,  donc  elle  est  vraie  pour  %  ;  l'étant  pour  Ui ,  elle 
le  sera  pour  its,  et  ainsi  de  suite;  donc  elle  est  générale.  On  la 
représente  par  la  forme  symbolique 

tf„=(l+A)X,  [4] 

en  observant  qu'après  le  développement  de  la  puissance  les  ex- 
posants doivent  être  seulement  considérés  comme  indiquant 
l'ordre  des  différences. 

.S  IL  DIFFÉRENCES  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES. 


651.  Supposons  actuellement  que  les  quantités  Uq^  Wi,  t/g,.... 
soient  les  valeurs  successives  que  prend  la  fonction  entière  et 
rationnelle  de  x^ 

u  =  o{x)  =  Ax"^  +  Bx"^-'  +  Gx^~'-\- . . . .  +  Sa;^  +  Ta;  +  U, 
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lorsque  l'on  donne  à  la  variable'  x  les  valeurs  respectives 
Xq,  Xi,  x^_..  .  .  supposées  en  progression  arithmétique ,  c'est- 
à-dire  telles  que 

Xi  =  XQ-{-h 

Xi  =  Xi-\-  h  =XQ-\-2h 

Xi  =  Xi-\-h=::XQ-\-'6h 

...   etc., 

en  désignant  par  h  la  différence  constante  de  deux  valeurs 
consécutives  de  x.  Si  l'on  appelle  x  l'une  quelconque  des  va- 
leurs Xi,  x^,  Xi. . . .  et  u  la  valeur  correspondante  de  la  fonc- 
tion, on  aura  (482) 

M,  =  .{x+h)^<?(x)=^\x)h  +  ^'\x)^+.,..; 

d'où  l'on  conclut  que  la  différence  première  d'un  terme  quel- 
conque itde  la  série  %,  Wi,  i^a, est  un  polynôme  du  degré 

{m — l)en  x  [puisque  (d'{x)  est  du  degré  (m — 1),  o'Xx)  du  de- 
gré (m — 2,  etc.],  dont  chaque  terme  renferme  le  facteur  h; 
et  le  premier  terme  de  ce  polynôme,  celui  qui  contient  x  à  la 
plus  haute  puissance,  est  d'ailleurs  évidemment  le  premier 
terme  de  o'{x)h,  c'est-à-dire  mkif^^h.  Donc,  en  ordonnant  par 
rapport  à  a?  et  mettant  en  évidence  le  facteur  /i,  il  viendra 
pom'  Alt  une  expression  de  la  forme 

^u  =  mkhx'^-^+^Jix'^~'--]- -|-Si/i.a;  +  Ti/i 

'\{x)  étant  du  degré  (m — 1)  en  x. 

Considérons  maintenant  la  série  des  quantités  Aw^,,  Awi,  Awa. . . . , 
qui  sont  toutes,  d'après  ce  qui  précède,  des  polynômes  du  de- 
gré [m—  1)  multipliés  par  h.  La  différence  première  d'une 
quelconque  de  ces  quantités,  c'est-à-dire  la  différence  seconde 
d'une  quelconque  des  quantités  u^,  Uu  1^2,.  ••  •»  sera 

^^u  =  h.^x-]-h)—h.^{x)=^h.[^{x  +  h)^Y^x)\, 

et  Ton  verra  facilement,  comme  ci-dessus,  que  ^{x+h)—'^{x) 
c.  34 
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sera  un  polynôme  du  degré  (w  — 2)  dont  tous  les  termes  ren- 
fermeront le  facteur  h,  et  dont  le  premier  terme  sera  le  pre- 
mier terme  de  ^x).h,  c'est-à-dire  m{m — l)kx'^-^\h\  donc  ù^ht. 
sera  un  polynôme  du  degré  (m  — 2),  dont  tous  les  termes  ren- 
fermeront le  facteur  /i%  et  de  la  forme 

On  verra  de  môme  que  les  degrés  des  différences  successives 
A^w,  A*w,  etc.,  iront  toujours  en  décroissant  d'une  unité  de 
chaque  différence  à  la  suivante;  par  conséquent  la  différence 
de  l'ordre  m,  ou  A^'ii,  ne  dépendra  pas  de  x,  et  elle  sera 

Êi^u  —  m{m—  l)(m—2) 2.1  A/i"", 

ou  bien 

A'"ij  =  1.2.3 m.k.ïr;  [5] 

cette  différence  étant  constante,  toutes  celles  des  ordres  sui- 
vants seront  nulles. 

Ainsi,  si  dans  une  fonction  entière  et  rationnelle  du  degré  m, 
on  substitue  une  suite  de  nombres  en  progression  arithmétique,  les 
différences  m™"  des  résultats  ainsi  obtenus  sont  constantes. 

6o2.  Cette  propriété  des  fonctions  entières  permet  d'obte- 
nir facilement  la  suite  des  valeurs  que  prend  une  pareille  fonc- 
tion pour  des  valeurs  équidistantes  de  la  variable,  lorsque  l'on 
a  déjà  calculé  directement  un  nombre  de  ces  valeurs  égal  au 
degré  de  la  fonction. 

Exemple  I.  Soit  la  fonction  du  troisième  degré 

ij  =  2x^+'2,X'  —  bx  +  1 , 

et  proposons-nous  de  former  les  valeurs  que  prend  ce  poly- 
nôme pour  les  valeurs  entières  de  x. 

Il  suffira  de  calculer  d'abord  directement  les  valeurs  qu'il 
prendra  pour  trois  valeurs  consécutives  quelconques  données 
à  la  variable. 

Si  nous  faisons  pour  plus  de  simplicité  a:; o  =  — 1»  â?i=0, 
572  =  1,  on  trouvera  pour  les  valeurs  correspondantes  de  ^, 
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I/o  =  +  7,1/1 =+ 1,7/2=  -j- 1  ;  on  en  déduira  successivement 

^2/o  =  ?/i  — yo  =  — 6;     ^y^  =  y,  —  y^=zO, 

On  a  d'ailleurs,  d'après  ce  qui  précède,  formule  [5], 
AVo=1.2.3X2=12. 
On  pourra  disposer  ces  résultats  de  la  manière  suivante  : 


X 

y 

^y 

\'y 

A^y 

—  1 

+  7 

—  6 

+  6 

12 

0 

+  1 

0 

+  1 

+  1 

On  remplira  ensuite  les  différentes  colonnes  en  allant  de 
droite  à  gauche,  et  en  observant  que  chaque  terme  de  l'une 
d'elles  (la  première  colonne  exceptée)  est  égal  à  celui  qui  est 
au-dessus  de  lui  dans  la  même  colonne  augmenté  du  terme 
correspondant  à  ce  dernier  dans  la  colonne  placée  à  sa  droite. 
On  pourra  ainsi  prolonger  les  colonnes  dans  les  deux  sens,  et 
former  le  tableau  suivant  : 


X 

y 

Ay 

A'y 

A»y 

—  s 

—  4 
-3 

—  2 
-1 

0 
+  1 
+  2 
+  3 
+  4 
+  5 

-149 

—  59 

—  11 
+  7 

+  90 

+  48 

+  18 

0 

—  42 

—  30 

-  18 

-  6 

12 
12 
12 
12 

4-  7 
+  1 
+  1 

-  6 

0 

+  6 

12 

+  18 
+  30 
+  42 
+  54 

12 
12 
12 

+  18 
+  48 
+  90 
+  144 

+  19 
+  67 
+  157 
+  301 
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Pour  obtenir  les  nombres  au-dessous  des  filets,  on  continue 
d'abord  la  colonne  des  différences  secondes  -f  18, +30, 
+  42,  etc.,  dont  chacune  est  égale  à  la  précédente  augmentée 
de  la  différence  constante  12;  on  forme  ensuite  chacune  des 
différences  premières  en  ajoutant  à  celle  qui  précède  la  diffé- 
rence seconde  placée  dans  la  même  ligne  que  celle-ci,  et  ainsi  de 
suite.  Pour  obtenir  les  nombres  placés  au-dessus  des  filets,  on 
formera  d'abord  les  différences  secondes— 6,  —-18,  — 30,  etc., 
dont  chacune  se  déduit  de  celle  immédiatement  inférieure  en 
retranchant  la  différence  constante  12;  on  obtiendra  ensuite 
chacune  des  différences  premières  en  retranchant  de  celle  déjà 
écrite  au-dessous  la  différence  seconde  placée  dans  la  même 
ligne  que  celle  que  l'on  veut  former,  etc. 

Exemple  IL  Former  la  somme  des  troisième  et  quatrième  puis- 
sances de  tous  les  nombres  impairs  positifs. 

On  calculera  directement  quatre  valeurs  de  la  fonction 
y=zx''-\-x^,  correspondantes  aux  valeurs  de  la  variable  a7o=l, 
Xi  =  2>,  a^â— 5,a?3=7,  et  on  déduira  successivement  Ay^,  Ayi, 
Aî/2,  A^^o,  A^i/i,  A^^o  ;  on  aurait  d'ailleurs  A*?/y=  1.2.3.4.2^  —  384, 
en  faisant  m=k,  A  =  l,  li=2  dans  la  formule  [5].  On  obtien- 
dra facilement  le  tableau  suivant  : 


X 

y 

At/ 

A^ 

A'y 

^'y 

1 

3 
5 

7 
9 

2 

108 

750 

2744 

106 

642 

1994 

536 
1352 

81G 

384 

1200 
1584 
1968 
2352 

384 
384 
384 

2552 
4136 
6104 

4546 
8682 

7290 

11 

16972 

14786 

8456 

13 

30758 

23242 

15 

54000 

etc. 

etc. 

DES  DIFFÉRENCES  FINIES,  533 

Goô.  La  formule  générale   [1]  devient,  en  remplaçant  i^ 

par  oix) , 

A''u  =  ^{x-+mh)-j^[x  +  {m-\)h]  +  '^^o[x-{-{m-2)h]-.... 

Dans  le  cas  où  o{x)  est  mi  polynôme  algébrique,  le  premier 
membre  se  réduisant  à  une  quantité  indépendante  de  x,  il 
faudra  qu'il  en  soit  de  même  du  second  ;  on  pourra  donc  éga- 
ler à  zéro  tous  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x,  et 
obtenir  ainsi  des  relations  qui  fourniront  divers  théorèmes 
d'algèbre.  Supposons  par  exemple  ©Or)  =  a;'";  il  viendra 

d'où  l'on  tire,  en  faisant  x=^0  et  h  =  l, 

1.2.3...(m-1)m^m'"— p(m  — 1)'"  +  "^^"\7^^"^--)''  — '••> 

égalité  qui  peut  servir  à  démontrer  le  théorème  d'arithmétique 
connu  sous  le  nom  de  Théorème  de  Wn.soN.  {Arithm.,  568.) 


§  III.  CONSTRUCTION  DES  TABLES  NUMÉRIQUES. 

654.  Nous  venons  d'appliquer  avec  une  grande  facilité  la 
considération  des  différences  au  calcul  des  valeurs  d'une  fonc- 
tion entière.  On  peut  en  étendre  l'usage  au  calcul  des  valeurs 
successives  d'une  fonction  quelconque.  Si  l'on  considère  en 
effet  une  série  de  valeurs  d'une  fonction  quelconque  formées 
suivant  une  certaine  loi  et  sulTisamment  rapprochées,  on  re- 
marque en  général  que  leurs  différences  successives  tendent 
de  plus  en  plus  à  devenir  égales,  à  mesure  que  leur  ordre 
s'élève;  on  pourra  donc,  en  négligeant  des  quantités  fort  pe- 
tites, regarder  comme  constantes  dans  un  certain  intervalle  les 
différences  d'un  certain  ordre,  et  procéder  alors  comme  s'il 
s'agissait  d'une  fonction  entière,  pour  construire  le  tableau  qui 
donnera  dans  cet  intervalle  la  suite  des  valeurs  de  la  fonction 
considérée. 
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Nous  alionsfairerapplication  de  ce  qui  précède  à  la  construc- 
tion des  Tables  de  logarithmes  et  des  Tables  trigonométriques. 

635.  Considérons  d'abord  la  fonction  ^=log  x^  et  formons 
ses  différences  successives.  On  trouvera 

A^y=log{x  +  2h)  —  2\oQ(x  +  h)+loQx{U9) 

=  [log  (a;+2/i)-loga;] -2  [log  (a;  + /0-loga;]  =  log  A  +  ^  V2  log  A  +  5\ 

=-''^ix--^+'-y 

A'i/ =  log  (x  +  3/i)  —  3  log  (rr  +  2/1)  +  3  log  (a;  +  ^)  —  log  X 

=  [log(a;  +  3h)~\ogx]—3[log {x  +  2h)~logx]  +  3[log  (x  +  h) -logx] 

=los(:+|)-3.og(,+f)+3.o,(:+^) 

=ioge[^-...y 

etc. 

On  voit  que  si  Ton  prend,  par  exemple,  a?^- 10000  et  h=l, 
les  différences  successives  décroîtront  très-rapidement.  On 
trouvera  dans  ce  cas,  en  forçant  l'unité  sur  le  quinzième  chiffre 
décimal,  que 

A  y  <  0, 000  043  427  276  864, 
AV < 0, 000  000  004  342  077, 
A='?/<  0,000  000  000  000  869. 

Si  donc  on  veut  calculer  une  table  de  logarithmes  avec  huit 
décimales,  on  pourra  négliger  pendant  longtemps  les  diffé^ 
rences  du  troisième  ordre,  et  procéder  comme  si  la  différence 
deuxième  était  constante.  Il  est  facile  d'ailleurs  d'apprécier 
l'erreur  qu'occasionne  sur  la  valeur  d'un  terme  de  rang  quel- 
conque n  la  suppression  des  différences  d'un  ordre  donné,  en 
faisant  usage  de  la  formule  [3] 

Un=Uo  +  wAve  +  -yiT"  ^  "«  +  ~^ — fia ^  **•  +  ••  • 

656.  Ainsi,  pour  calculer  avec  huit  décimales  les  logarith- 
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mes  des  nombres  successifs  à  partir  de  10000,  on  partira  des 
valeurs  suivantes  : 

y=logx=k,    /i=l, 

A?/  =  0,000  043  427  27, 
A-'^=i:  0,000  000  004  34. 

(On  prend  les  valeurs  de  Ay  et  A-?/  avec  quelques  décimales 
de  plus  que  l'on  ne  veut  en  conserver  dans  les  valeurs  de  î/, 
afin  d'éviter  l'accumulation  des  erreurs.) 


œ 

y  =  logx 

^y 

^-y 

10  000 

4,000  000000  00 

0,000  043  427  27 

0,000000  004  34 

10001 

4,000043  427  27 

0,000043  43161 

0,000000  004  34 

10002 

4,000  086  858  88 

0,000  043  435  95 

0,000000  004  34 

10003 

4,000130  294  83 

0,000  043  440  29 

0,000  000  004  34 

10  004 

4,000  173  73512 

0,000  043  444  63 

10005 

4,000217  179  75 

etc. 

etc. 

• 

1 

On  ne  gardera  que  huit  décimales  dans  toutes  les  valeurs 
de  y.  On  aura  d'ailleurs  soin  de  vérifier  les  résultats  obtenus 
au  moyen  de  logarithmes  calculés  directement  à  certains  in- 
tervalles. En  adoptant  les  valeurs  ci-dessus  de  Ai/  et  M/,  on 
verra  facilement  que  l'erreur  commise  sur  le  logarithme  de 
10040,  par  exemple,  surpasse  à  peine  une  unité  du  hui- 
tième ordre  décimal  *.  On  pourra  donc  prolonger  le  tableau 


*  On  a  en  effet  (formule  [5]) ,  pour  n=:40  : 

log  10040  =  log  (y  =z  10000)  +  40.Ay +  ^A'y +  i^:f^^A3|/4-.. 

=Iog  10000 +  40  Aj/ +  780.  A2y  + 9880  A3t/  +  ... 

L'erreur  commiss  sur  Ay  est  <  0,000  000  000  006  864 
A^y  <  0,000  000  000  002  07  7 
A^y         <  0,000  OOO  000  000  869: 
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ci-dessus  jusqu'au  logarithme  de  10040,  mais  on  n'ira  pas 
plus  loin  ;  arrivé  à  ce  nombre,  on  calculera  directement  son  lo- 
garithme, ainsi  que  les  différences  première  et  seconde  cor- 
respondantes, et  on  formera  par  leur  moyen  les  logarithmes 
des  nombres  consécutifs  10041,  10042,  etc.,  dans  un  nouvel 
intervalle,  et  ainsi  de  suite. 

637.  Considérons  actuellement  la  fonction  ^=sin  x.  On 
trouvera  successivement 

A  sina;=      sm(x-\-h) —    sinir=      2sin^h  cos(x-\-^h), 
A^sina;  =  A  sin  {x-{-h) — Asina;  =  — (2  sinj^hfs\n(x-\-h), 
A^  sin  a;  =  A^  sin  (a;  -\-h)  —  A^sina;  =  — (2  sin^lif  sin(x-\--^h), 
A*  sin  0?  =  A^  sin  {x  +  h)  —  A^sin  x=     (2  sin  ^  hy  sin  {x-{-2h), 
etc. 

Ces   différences  diminuent  très-rapidement  si  l'arc  h  est 
très-petit. 
Si  l'on  observe  d'ailleurs  que 

A'  sin  x  =  [sin  {x-{-  2/i)  —  sin  (x-j-  h)]  —  [sin  (x  +  h) — sin  x], 

on  aura,  en  égalant  cette  expression  à  celle  trouvée  ci-dessus 
pour  A^  sin  x,  et  transposant  le  second  terme  dans  le  second 
membre , 

sin  (x-{-2h)—sin  (x-\-h)=sm(x-]-h)  —  sin  x 
—  (2  sinihfsm(x-\-h); 

et,  en  faisant  3?=  (m  —  l)/i,  il  viendra 

sin  i,m-\-  l)h —  sin  mh  =  sin  mh —  sin  (m  —  l)h 
—(2  sin  ^hy  sin  mh. 

par  conséquent,  l'erreur  commise  sur  le  logarithme  de  10040  sera  plus  petite 
que 

40  X  0,000  000  000  006  864  ) 

+    780  X  0,000  000  000  002  077  [  <  0,000  000  01 1 . 

+  9880  X  0,000  000  000  000  869  ) 

(Nous  négligeons  l'erreur  résultant  de  la  suppression  des  termes  en  A*i/ ,  etc., 
laquelle  est  extrêmement  petite  par  rapport  à  celles  des  termes  précédents). 
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C'est  la  formule  de  Thomas  Simpson ,  pour  le  calcul  des 
tables  de  sinus. 

608.  Si  Ton  connaissait  les  valeurs  exactes  des  différences 
A'  sin  X  pour  les  diverses  valeurs  de  x  et  celle  de  A  sin  x  pour 
x=0,  on  en  déduirait  des  valeurs  exactes  des  sinus  de  tous 
les  arcs  croissant  à  partir  de  zéro  par  intervalles  égaux  à  h; 
en  effet,  connaissant  exactement  la  suite  des  termes  A-  sinO, 
A-  sin  h,  A'  sin  2h,  etc.,  et  A  sinO,  on  calculerait  d'abord  les 
différences  premières  successives  A  sin/i  =  A  sin  0+A-  sin  0, 
A  sin  2/^=  A  sin  h  -f-  A^  sin  h,  etc.  ;  puis,  au  moyen  de  celles-ci, 
la  suite  sin  h  =  A  sin  0,  sin  2h  =  sin  h  +  A  sin  h,  etc. 

Ainsi,  les  erreurs  commises  sur  les  valeurs  calculées  succes- 
sivement de  la  suite  des  sinus,  sin  h,  sin  2/i,  sin  3/i,  etc.,  se- 
ront seulement  occasionnées  par  les  erreurs  dont  seront  affec- 
tées les  différences  secondes  A^  sin  x,  et  différence  première 
A  sin  X  pour  x  =  0. 

Soit  e  l'erreur  du  premier  terme  A^  sin  0  ou  —  (2  sin  ^  hf  sin  h 
de  la  suite  des  différences  secondes  A^  sin  0 ,  A^  sin  h , 
A^  sin  2h,  etc.  ;  et  supposons  d'abord  que  ce  premier  terme 
soit  seul  fautif.  Cette  erreur  produira  une  erreur  égale  sur 
chacun  des  termes  de  la  suite  des  différences  premières  A  sin  0, 
A  sin  /i,  A  sin  2h,  etc.,  à  partir  du  second  A  sin  h,  puisque 
l'on  a 

A  sin  /i  =  A  sin  0  +  A*  sin  0  erreur  —  e , 
A  sin  2h  =  A  sin  Ji  -f-  A-  sin  h  erreur  =^  e , 
etc.  ; 

et  ces  erreurs  des  différences  premières  produiront  à  leur  tour 
des  erreurs  croissantes  e,  2e,  Se,  etc.,  sur  les  termes  de  la 
suite  des  sinus  à  partir  du  troisième  sin  2h,  puisque  l'on  a 

sin  2h  =  sin  h  +  A  sin  h  erreur  =  e , 
sin  3/^  =  sin  2h  -f  A  sin  2h  erreur  =  2e , 
etc. 

Si  nous  supposons  maintenant  que  le  second  terme  A^  sin  h 
de  la  suite  des  différences  secondes   soit   aussi  fautif  de  la 
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même  quantité  e,  il  est  clair  qu'il  en  résultera  une  nouvelle 
erreur  égale  encore  à  e  sur  les  différences  premières  à  partir 
de  A  sin  2/t,  de  sorte  que  les  termes  A  sin  2/t,  A  sin  3/i, 
A  sin  kh,  etc.,  seront  tous  affectés  d'une  erreur  totale  égale 
à  26;  et,  à  leur  tour,  les  termes  de  la  suite  des  sinus,  à 
partir  du  quatrième  sin  3/t ,  se  trouveront  affectés  respective- 
ment des  nouvelles  erreurs  e,  2e ,  3e ,  etc. ;  de  sorte  que 

sin  3/^  sera  fautif  de  2e  +  e, 
ûïi  kh  sera  fautif  de  3e  +  2c, 
etc. 

On  en  conclut  facilement  qu'en  supposant  toutes  les  diffé- 
rences secondes  A^  sin  0,  A^  sin  h,  A^  sin  2/^,  etc.,  fautives  de  la 
même  quantité  e,  l'erreur  totale  produite  sur  ûnmh  par  les 
erreurs  des  différences  secondes  sera  la  somme  des  erreurs 
partielles 

{m  —  l)e,     erreur  due  au  terme    A^  sin  0, 
(m  —  2)e,    erreur  due  au  terme    A-  sin  /i, 

2e,     erreur  due  au  terme    A-  sin  (m  —  3)/t, 
e,     erreur  due  au  terme    A^  sin  (m  —  2)/^, 

c'est-à-dire 

e[l+2  +  ...  +  (m-2)  +  (m^l)]  =  'ifcl-^e. 

Quant  à  l'erreur  résultant  de  l'erreur  commise  sur  le  pre- 
n^ier  terme  A  sin  0  de  la  suite  des  différences  premières,  il  est 
évidâint  qu'elle  ne  fera  que  s'ajouter  à  elle-même  en  passant 
d'un  terme  quelconque  de  la  suite  des  sinus  au  suivant,  de 
sorte  qu'elle  sera  multipliée  par  m  lorsqu'on  arrivera  au  terme 
sin  mh. 

6o9.  Ceci  posé ,  supposons  que  l'on  veuille  calculer  la  suite 
des  sinus  de  10''  en  \0"  à  partir  de  0  jusqu'à  30°  =  108000''. 
L'expression  générale  d'un  terme  de  la  suite  des  différences 
secondes  est  —  (2  sin  |  lif  sin  mh ,  dans  laquelle  on  fera 
/i= 10",  et  on  devra  donner  à  m  toutes  les  valeurs  1,2, 3,...  10800. 
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Or  on  peut  obtenir  les  différences  secondes  avec  seize  déci- 
males exactes,  on  aura  donc  e<  —g;  donc,  en  supposant  que 

toutes  les  erreurs  atteignent  leur  limite  supérieure  et  qu'elles 
soient  toutes  dans  le  même  sens,  l'erreur  qu'elles  occasionne- 
ront sur  le  dernier  terme  sin  30*^  de  la  suite  des  sinus,  sera  in- 
férieure à  ^Q^^Q^^Q^QQ  .  _!_  :=^  0,000  000  005  831  46. 

En  second  lieu,  l'erreur  commise  sur  le  premier  terme 
A  sin  0  =  sin  10",  sera  assez  faible  pour  qu'étant  multipliée 
par  10800,  elle  produise  sur  le  dernier  sinus  une  erreur 
moindre  que  0,000  000  001  08.  L'erreur  totale  due  à  ces  deux 
causes  sera  donc  moindre  qu'une  unité  du  huitième  ordre  dé- 
cimal ;  de  sorte  que  l'on  aura  au  moins  huit  décimales  exactes 
dans  toute  la  suite  des  résultats. 


§  IV.  CALCUL  INVERSE  DES  DIFFÉRENCES. 

660.  La  question  que  l'on  se  propose  a  pour  objet  de  trou- 
ver une  fonction  F(x)  telle  que  sa  différence  soit  égale  à  une  fonc- 
tion donnée  f(x). 

On  désigne  cette  fonction  par  I>fix),  Ainsi ,  l'égalité 

signifie  que 

^^F(x)=fix), 

ou  que 

¥ix-\-h)  —  ¥ix)==fix). 

661.  Ayant  trouvé  une  fonction  particulière  ¥(x)  telle  que 
M^{x)  =  f{x),  on  peut  se  demander  s'il  n'existe  pas  une  solu- 
tion plus  générale.  Supposons  qu'il  en  existe  effectivement 
une,  et  soit  (p(a?)  ce  qu'il  faut  ajouter  à  ¥(x)  pour  obtenir  cette 
solution  générale.  On  devra  donc  avoir 

^mx)-{-o{x)]    ou    ^Y{x)-{-^<^{x)=f{x); 

mais ,  par  hypothèse ,  \f{x)  —  f{x)  ;  donc 

A'f(a;)=:0,     ou,     ^{x-^h)  —  o{x)=Oy 
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c'est-à-dire  que  la  fonction  cp(a;)  sera  une  fonction  périodique , 
ayant  h  pour  période;  elle  sera  par  exemple  de  la  forme 

astreinte  seulement  à  la  condition  de  reprendre  pour 
x-=^XQ-\-nh  la  même  valeur  que  pour  x=^x^^  et  restant  d'ail- 
leurs arbitraire  dans  l'étendue  de  chaque  intervalle  égal  à  h.  [1 
est  évident  que  si  x  ne  devait  recevoir  d'autres  valeurs  que  les 
mnlliples  successifs  de  /i,  la  fonction  9(3?)  serait  alors  une 
simple  constante. 

662.  Un  polynôme  algébrique  étant  donné,  on  peut  tou- 
jours touver  une  fonction  dont  ce  polynôme  soit  la  diffé- 
rence. 

Soit  en  effet 

le  polynôme  donné.  Nous  avons  vu  (651)  que  la  différence  d'un 
polynôme  algébrique  était  un  polynôme  algébrique  de  degré 
moindre  d'une  unité  ;  nous  pouvons  donc  inversement  repré- 
senter la  fonction  cherchée  par  le  polynôme  du  degré  (m  +  1} 

A',  B',  G', T',  U^  étant  des  coefficients  indéterminés.  Pour 

trouver  leurs  valeurs  ,  on  formera  la  différence  du  polynôme 
A'a?"*+^4-B'ic*"+ .  ..  . ,  et  on  exprimera  qu'elle  est  égale  au 
polynôme  donné,  ce  qui  conduira  à  égaler  à  zéro  les  coeffi- 
cients des  mêmes  puissances  de  a;.  On  trouvera  ainsi  sans  peine 
les  équations 


(7»  +  l)m(m—  1)  ^ ,,^3  ,    m(7?î— 1) ,,,^^5  ,  w—  1 
etc.; 
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d'où  l'on  tirera 

A'-       ^ 


~mh       2' 


{m-{-\)h  ' 
_A 
2' 

ç^,  G B     ,   7?lA/l 

"" (m— 1)/^~"T  '  2.2.3' 
etc. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  polynôme  donné  soit  a?"*; 
en  faisant  A=:  1,  B  =  0,  G  =--  G,  etc.,  il  viendra 

^  ~{7n-\-\)h       2  "^  2.2.3~ 
En  faisant  successivement  dans  cette  formule  ?7i  =  0,1,2,3,  etc., 
on  obtiendra  21,  Zr,  :s:a7-,  etc.  Si  l'on  suppose  par  exemple 
/î  =  1 ,  on  aura 

oc 
21=—  +  constante 

^x  =  —  —  Y~\~  constante 

2a?^  =:  |-  —  |-  +  i-  +  constante  ^ 

/7»-3  /Y>*  /y»3  /v,  1 

2^=-^- 2 +  3-3Ô  + constante    y 

etc. 

Ces  formules  vont  nous  servir  à  calculer  la  somme  des  termes 
de  différentes  séries. 
(>65.  Considérons  la  série 

%+W2  +  «3+ +î*x, 

dans  laquelle  on  passe  d'un  terme  au  suivant  en  donnant  suc- 
cessivement à  X  des  valeurs  entières  croissantes  d'une  unité. 
Posons 

Wl  +  î^  +  H3+ -\-U^  =  y^, 
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Nous  pouvons  regarder  V^  comme  le  terme  de  rang  x  dans 
la  série 

Uy+{Ui^  +  U^)  +  (^1+^2  +  ^3)+ 

+  (1*1  +  1^2+^3  + +U;)-\- 

et  le  terme  V»+i  de  rang  5;+  1  de  cette  série,  sera 
d'où  l'on  tire 

^xH—'^x       OU      AV,,  =  1^^4-1, 

équation  qui  conduit  à  celle-ci  : 

2t/,,i  =  V.  +  C, 

C  étant  ici  une  simple  constante  (664),  puisque  h=^  I  et  que 
les  valeurs  données  à  x  sont  entières. 

Or  Yar  est  une  somme,  celle  des  termes  (1*1+1^2+^3+"  •.+wj, 
que  je  représente  par  S{u^),  donc  2Wx+i  sera  aussi  une  véritable 
somme.  L'équation  devient 

664.  Si  nous  considérons,  par  exemple,  les  séries 

1+2+3+....+^' 

12^22_|_32_|____J_^. 

1^  +  23  +  3'+.... +a;'' 

l"'+2'"+3"*+ -{-x''\ 

et  que  Ton  veuille  calculer  pour  chacune  la  somme  de  ses  ter- 
mes, on  aura 

S(^)=2(a;+1)+G 
S(^«)  =  2:(a;+1)^  +  G 
S(a;^)=:2(a;  +  1)^+G 

S(ip'»)=2:(a;+1)"^+C. 
On  calculera  2(a;  +  l},  2(a?  +  l)'....  2(ar+ir  en  changeant 
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X  en  {x-\-\)  dans  les  formules  que  nous  avons  trouvées  précé- 
demment (G62)  pour  ^x,  ^x-, . . .  2:r"*  ;  quant  à  la  constante, 
on  la  déterminera  en  observant  que  tous  les  seconds  membres 
doivent  se  réduire  à  1  pour  a;  —  1,  d'où  l'on  conclura  G  =  0. 
On  trouvera  ainsi 

Q,'.'W^£tlZ        (^+1)^    ,    X  +  l_x{x+\){^X+\) 

etc. 

Ce  sont  les  formules  que  nous  avons  déjà  trouvées  (567),  et 
que  nous  avons  appliquées  à  la  sommation  des  'piles  de  boulets. 
Nous  pouvons  du  reste  y  arriver  d'une  autre  manière,  qui  a 
l'avantage  de  fournir  immédiatement  les  seconds  membres 
décomposés  en  facteurs. 

66o.  Soit  en  effet  le  produit 

\]=x{x+h) {x  +  m,.,.  {x+nh). 

On  trouve  facilement  que 

AU  =  (n+  1)  h  [{x-\-  h)  (x  +  '2h) {x+nh)]  ; 

donc 

\]  =  I.\(n-\-l)h[ix  +  h){x+2h)  ,...(x-{-nh)]} 

ou,  en  remplaçant  U  par  sa  valeur,  et  en  observant  que(n-\-l)h 
étant  une  constante  peut  être  mis  en  dehors  du  signe  2 , 

l[{x+h){x  +  2h)...{x  +  nh)]=^^^_^^^^[x{x  +  h){x  +  2h)...{x  +  nh)]. 

Si  l'on  fait  /i=  1,  il  viendra 

^[{x  +  \)ix  +  2)...ix  +  n)]  =  ^  [x{x  +  l){x-{-1)...{x  +  n)]...-     [7] 

formule  au  moyen  de  laquelle  on  déterminera  successivement 

2(a^+l)=^^^ii\  2[(a;+l)(a;+2)],etc.^ 
Pour  obtenir  Xx,  2[a?(a?  +  l)],  I,[x{x+ 1)  {x+2)],  etc.,  ilsuf- 
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fira  évidemment  de  changer  dans  la  formule  précédente  x  en 

X —  1.  On  trouvera  ainsi 

Xx=i{x  —  l)x, 

^[xix+l)]  =  i{x—\)x{x+l), 

^[x{x+\){x+2)-]=l{x—l)xix+l)(x  +  2), 

etc. 

666.  Il  est  maintenant  facile  de  déterminer  X{x  +  \)\ 
l{x  +  lf,etc. 
On  a  en  effet 

=^y.x':x+l){x+2-l)+:^{x-^\f 

:=:I,X{X+l){X  +  2)—^X{X  +  l)+:^{x  +  l)\ 

etc. 

On  continuera  ainsi  de  suite ,  en  transformant  chacune  des 
expressions  2(^  +  1)',  ^ix+l)%  etc.,  en  expressions  compo- 
sées de  termes  connus.  On  trouvera  ainsi 

v(^+iy=^^^+^^^^^^+^^^S(^-)       \,    [8] 
2(0; + 1)3= î!i^±ir = sçx-^)  =  [S  {xy\' 

Nous  n'avons  pas  ajouté  de  constante,  puisqu'elle  doit  être 
évidemment  nulle. 

On  remarque  d'ailleurs  la  dernière  formule  S(ar^)=[S(a;)]^ 
elle  exprime  l'égalité  suivante  : 

l3_|_23  4-33+....  +  a;3=:[l  +  2  +  3....+a;p. 
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§    V.    DE    L'INTERPOLATIOxX. 

667.  L'interpolation  a  pour  but ,  étant  donné  un  certain 
nombre  de  valeurs  d'une  fonction  avec  les  valeurs  de  la  variable 
auxquelles  elles  correspondent,  de  déterminer  les  valeurs  que  prend 
cette  fonction  pour  d'autres  valeurs  intermédiaires  et  données  de  la 
variable. 

6G8.  Lorsque  la  fonclion  proposée  est  entière  et  du  degré 
n,  elle  est  entièrement  déterminée,  si  l'on  connaît  les  valeurs 
correspondantes  à  (n  +  1)  valeurs  différentes  et  données  de  la 
variable;  en  effet,  deux  pareilles  fonctions  sont  nécessairement 
identiques  lorsqu'elles  prennent  les  mêmes  valeurs  pour  {n-\-l) 
valeurs  différentes  de  la  variable,  car,  si  elles  ne  l'étaient  pas, 
en  égalant  à  zéro  leur  différence,  on  formerait  une  équation 
qui  serait  au  plus  du  degré  n,  et  dont  le  premier  membre  serait 
annulé  par  (?i+l)  valeurs  de  la  variable,  ce  qui  ne  se  peut  (ol8). 
On  représentera  donc  cette  fonclion  par 

y  =  k  +  Bx  +  Cx'-+....~{-Kx\ 

et  en  exprimant  qu'elle  prend  successivement  les  valeurs 
connues  ^q,  yi,  y^, . . .  .yn,  lorsqu'on  y  remplace  x  par  les 
valeurs  données  Xç^,  Xu  x^,,...  x„,  on  aura  (?i  +  l),  équa- 
tions au  moyen  desquelles  on  déterminera  les  coefficients 
A,  B,  G, .  . .  .T,  U. 

Mais  dans  la  plupart  des  cas ,  on  n'a  pas  l'expression  gé- 
nérale de  la  fonction  dont  on  se  propose  de  calculer  les  va- 
leurs, et  dont  on  connaît  seulement  un  certain  nombre  de  va- 
leurs particulières.  Il  est  évident  que  le  problème  est  alors 
complètement  indéterminé;  puisqu'il  revient  à  faire  passer 
une  courbe  par  un  certain  nombre  de  points  désignés,  et  que 
l'on  peut  toujours  tracer  une  infinité  de  courbes  qui  satisfassent 
à  cette  condition,  tout  en  pouvant  d'ailleurs  différer  notablement 
les  unes  des  autres  dans  l'intervalle  de  deux  points  consécutifs. 

On  choisit  ordinairement  pour  la  courbe  dontl'ordonnée  doit 
représenter  la  fonction  que  l'on  a  à  considérer,  une  courbe 
G.  35 
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parabolique,  à  cause  de  sa  simplicité;  ce  qui  revient  à  suppo- 
ser que  celte  fonction  est  une  fonction  entière  que  l'on  déter- 
minera alors  comme  au  numéro  précédent.  Mais  ce  calcul 
peut  se  faire  très-simplement,  sans  résoudre  les  équations  de 
condition  qui  doivent  donner  les  coefficients  A,B,  C,....  T, U. 
669.  Soit  en  effet 

y=:A  +  Bx  +  Gx'+. . .  .  +  Kx^ 
la  fonction  cherchée.  Si  l'on  forme  les  (n+1)  équations  de  con- 
dition 

^,=:  A +  Ba;i +Ca?\+ .. .  .+Ka;i« 
2/2  =  A  +  B^2  +  Gx\  +  . . . .  +Ka?2" 

y^  =  K+BXn+Gx\+.  .  .  .+KXrr, 

on  reconnaîtra  facilement ,  d'après  les  formules  données  par 
Cramer  pour  l'expression  des  valeurs  des  inconnues  dans  un 
système  d'équations  du  premier  degré  (172) ,  que  les  coeffi- 
cients A,  B,  G, ....  K,  ne  contiendront  les  quantités  j/o,  Vu  I/2,  •  •  .,yn 
qu'au  premier  degré  et  seulement  dans  leurs  numérateurs  ; 
par  conséquent,  en  supposant  que  la  fonction  y  soit  ordonnée 
par  rapport  à  Vo^Vu  l/s,-  •  •  -ï/n»  elle  se  présentera  sous  la 
forme 

y  =  X0I/0  +  X12/1  +  X,y,  +  ....  +  X.2/n ,  [9] 

les  quantités  Xq,  Xi,  X2, X„  ne  dépendant  que  de  la  va- 
riable X  et  de  ses  valeurs  connues  X(^,  x^  x^,....  a?„. 

Cette  expression  de  y  doit  se  réduire  à  y^  pour  x=ix^,  hyi 
pour  x=.Xif....  hyn  pour  x  =  Xn;  il  faudra  donc  que  l'on  ait 

pour  x=Xq,  Xo=1,  Xi  =  0,  Xg^O, X„=:0; 

pour  x  =  Xiy  Xo  =  0,  Xi=:l,  Xa.^O, X^=0; 

pour  x=:X2,  Xo  =  0,  Xi=:0,  X2— 1, Xn  — 0; 

pour  x=Xn,  Xo  =  0,  Xi=0,  X2=0,   ....   Xn=l. 
Ainsi,  la  fonction  Xq  ,  par  exemple ,  doit  s'anéantir  pour  toutes 
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les  valeurs  de  x  égales  à  Xu  x,, Xn'.on  satisfera  à  cette  pre- 
mière condition  en  prenant  pour  Xo  une  expression  ayant  pour 
numérateur  le  produit  {X'-x^){x'-Xi). ...  (a?— ^„).  En  second 
lieu,  cette  expression  devant  se  réduire  à  l'unité  poura;— o^o, 
il  suffira  évidemment  de  lui  donner  pour  dénominateur  le 

produit  (iTo— ^i)  fe— ^2) (^0— ^«).  On  posera  donc 

-^   {x  ~Xi)  {x  — Xi)  ....  {x — Xn) 

' ~  {x^—x^) {x—x.) {x^—Xr)' 

On  sera  conduit  de  même  à  poser 

-^  __(x  —  x) {x  — Xt) {x  — Xr,) 

'  ~  {X,—X,)  [X^—X.) (^1— iPn)  ' 

X,  =  (^  —^0)  {x  —Xi) {Xr—Xn) 

{xr—x^)  [x^—Xi) ....  (.T2— rr„)  ' 

X  _  (^  —x^)(x  —xù [x  —Xn-Ù 

(Xr,—X^)  [X,—Xi).  .  .  .  {x^~Xn-i)' 

En  multipliant  y^,  y,,  y.,, y.,^  par  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion [9],  il  viendra  enfin 

^.  _  (^  —^1)  {x  ~X,) (X  —Xn) 

{X,—Xi)(X,—X,)  .  .  .  .(X—Xn)  ^ 

_i_  (^—Xo)(x—x,)....(x—x,) 

'     (Xi-X,)  (X,-X,).  .  .  .{Xi-Xnf'  ^^^J 

+ 

,    {x  —Xq)  (x  —Xi) (x  —X^^i) 

iXn—X,)(Xn—Xi).  .  .  .{Xn—Xr^-i)  ^"* 

Cette  élégante  formule,  donnée  par  Lagrange,  est  très-com- 
mode dans  les  applications  numériques,  puisque  tous  ses  termes 
sont  calculables  par  logarithmes. 

Il  est  important  de  remarquer  que  l'on  aurait  pu  prendre 
pour  les  quantités  X,,  X„ . . .  .,X„,  d'autres  expressions  qui 
eussent  également  satisfait  aux  conditions  du  problème  ;  ainsi, 
on  aurait  pu  remplacer  les  différences  (x-x,),  (x—Xi),  etc., 
par  leurs  carrés  ix-x,)\  (x-Xi)\  etc.  Si  l'on  avait  voulu 
prendre  pour  y  une  fonction  transcendante,  on  aurait  pu. 
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à  la  place  de  (x — x^^),  (x  —  Xt),  etc.,  écrire  sin  m{x — a^J, 
s\n  mix  —  Xi),  eic,  on  étant  d'ailleurs  quelconque.  On  voit 
combien  le  problème  de  l'interpolation  est  indéterminé  lors- 
que Ton  ignore  la  forme  de  la  fonction  que  doivent  vérifier  les 
valeurs  données. 

670.  Lorsque  les  valeurs  de  la  variable  sont  en  progression 
arithmétique,  on  peut  mettre  sous  une  autre  forme  la  fonc- 
tion dont  on  connaît  les  valeurs  correspondantes.  Soient,  en 
effet,  ^0,  Uu  Ui, . . .  .Un  les  valeurs  connues  que  prend  la  fonc- 
tion lorsque  l'on  donne  à  x  les  valeurs  désignées  x^,  Xi  =  XQ-\-h, 
X2=^XQ-\-2h  . , .  ^  Xn  =  X(^-{-  nh.  Si  nous  nous  reportons  à  la 
formule  générale  [3]  (6o0),  qui  donne  un  terme  quelconque 
d'une  suite  de  quantités  en  fonction  de  la  première  et  de  ses 
différences  successives,  le  second  membre  de  cette  formule 
devient  successivement  Uq,  u^,  ^2,.-..,  etc.,  lorsque  l'on  y  fait 

X  ~~'  X 

n~-0,  =1,  =2,  etc.;  si  donc  on  pose  n= — - — -,  on  voit  que 

11/ 

ce  second  membre  deviendra  successivement  u^,  Uu  u^. . . .  u„ 

lorsqu'on  fera  x=:XQ,=XQ  +  h,  =  XQ-\- 2/^,  .  . .  .=XQ-{-nh\  il 

sera  d'ailleurs  une  fonction  entière  de  x,  du  degré  n,  et  sera 

par  conséquent  la  fonction  cherchée.  Ainsi,  en  la  désignant 

par  Uj.,  cette  fonction  aura  pour  expression 

X~'~'Xq  .        1    X^~^Xn  I  X—^Xçf        1  \         0 


,    X—X,fx—X,         XfX-'Xo       ^\^'u. 


Si,  la  forme  de  la  fonction  n'étant  pas  connue  d'avance,  on 
voulait  néanmoins  la  représenter  par  cette  formule,  il  serait 
nécessaire  que  les  différences  successives  décrussent  assez  ra- 
pidement pour  que  l'on  pût  négliger  toutes  celles  qui  dépas- 
seraient l'ordre  n. 

671.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  obtenir  le  lo- 
garithme de  3,1415926536  au  moyen  d'une  table  de  loga- 
rithmes à  dix  décimales.  On  regardera  les  logarithmes  contenus 
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dans  cette  table  comme  les  valeurs  données  de  la  fonclion  u^, 
les  nombres  auxquels  correspondent  ces  logarithmes  comme 
celles  de  x,  et  Ton  formera  le  tableau  suivant  : 


X 

Uj,  =  log  X 

Au, 

Ahio 

^\ 

Ahlo 

3,14 
3,15 
3,16 

3,17 
3,18 

0,496  929  648  1 
0,498  310  553  8 
0,499  687  082  6 
0,501059  262  2 
0,502  427  1200 

+  0,001380  905  7 
+  0,001376  5288 
+  0,001372179  6 
+  0,001367  857  8 

-0,000  004  376  9 
-0,000  004  349  2 
—  0,000  004  3218 

+  0,000000  027  7 
+  0,000000  027  4 

-0,000  000  000  3 

En  prenant  quelques  logarithmes  consécutifs  déplus,  on  trou- 
verait encore  —0,000  000  000  3  pour  la  différence  quatrième  ; 
de  sorte  que,  lorsqu'on  s'arrête  à  dix  chiffres  décimaux,  les  dif- 
férences cinquième  et  suivantes  sont  nulles.  On  s'arrêtera  donc 
dans  l'expression  de  la  valeur  de  u^  pour  a;  =  3,1415926536 
au  terme  en  A\  inclusivement. 

Le  tableau  ci-dessus  donnera  : 

itQ=      0,496  929  648  1 

Awo=  + 0,001  380  905  7 

AX=  — 0,000  004  376  9 

AX=+0,000  000  027  7 

AX  =  —0,000  000  000  3 

et  comme  /i  =  0, 01, ^q— 3, 14,  a;  =  3, 1415926536,  on  aura 


X-~-X(x 


0,159  265  36. 


Avec  ces  valeurs,  il  sera  facile  de  mettre  en  nombre  la  for- 
mule, et  l'on  trouvera 

if:.=  u  log 3, 1415926536  =0,4971498726. 
672.  Si  dans  la  formule  [il]  on  îahx—x,  =  h',Ux—u,=ou, 
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il  viendra,  en  écrivant  simplement  u  au  lieu  de  %, 


.         ///.  h'(h'-h)  .^    ^h'(h''--h)(h'—2h)  ^.      .  ,,^^ 

^^==7/^+7727^^^^+         1.2.3./.^        M.  +  ....[i2] 


formule  qui  fera  connaître  la  différence  Bu,  pour  un  intervalle 
II'  entre  deux  valeurs  de  la  variable,  au  moyen  des  différences 
Au,iS.hi,....  relatives  à  l'intervalle /i.  Si  les  différences  AX^^i^)...- 
sont  assez  petites  pour  qu'on  puisse  les  négliger,  on  aura  sim- 

h' 
plement  eu  =  —  Ait,  c'est-à-dire  que  la  différence  Sw  sera  pro- 
portionnelle à  l'intervalle  h'. 

Nous  verrons  plus  loin,  dans  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques, qu'il  est  utile  de  savoir  substituer  dans  une  fonction 
entière  une  suite  de  quantités  dont  la  différence  est  le  dixième 
de  la  différence  existant  entre  les  termes  d'une  suite  de  quan- 
tités déjà  substituées  ;  ainsi,  après  avoir  substitué  la  suite  des 
nombres  0,1,2,3,....  dont  la  différence  esth=l,  on  se  propose 
de  substituer  entre  0  et  1  les  nombres  0,1;  0,2;....  0,9;  entre 
1  et  2  les  nombres  1,1;  1,2; ;  1 ,9  ;  etc.  On  devra  donc,  dans 

la  formule  [11],  donner  à -^Ç-^= -7-= ^les  valeurs  successives 

^    ^  h  h 

0,1  ;  0,2;  0,3; ;  0,9;  et  on  calculera  pour  chacune  de  ces 

valeurs  les  coefficients;^,  — — -^,  etc.,  de  Ait,  Ahi,  etc.  Si  l'on 

observe  d'ailleurs  que  ces  coefficients  sont  des  fonctions  en- 

h' 
tières  du  rapport  j-  Xz,on  pourra  calculer  pour  chacun  d'eux 

la  suite  de  ses  valeurs  successives  par  la  méthode  des  diffé- 
rences (632)  ;  ainsi,  pour  avoir  la  suite  des  valeurs  des  coeffi- 
cients de  \%  on  en  calculera  directement  quatre  valeurs  cor- 
respondantes à  ^  ou^  =  0,l,  =r^0,2,  =:r0,3,=0,4,  etles 

valeurs  suivantes  pour  ^—0,  5,  =:0,6,....  =  0, 9  s'obtiendront 
par  le  procédé  indiqué  au  numéro  Gd2.  On  trouvera  de  la  sorte 
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pour  les  coefficients  de  la  formule  [11]  les  valeurs  données 
dans  le  tableau  suivant  : 


X—Xo 

Coefficients 
de  Au 

Coefficients 
de  A'w 

Coefficients 
de  A3m 

Coefficients 
de  A^u 

h 

+ 

_ 

+ 



0.1 

0,1 

0,045 

0,0285 

0,0206625 

etc. 

0,2 

0,2 

0,080 

0,0480 

0,0336000 

0,3 

0,3 

0,105 

0,0595 

0  0401625 

0,4 

0,4 

0,120 

0,0640 

0,0416000 

0,5 

0,5 

0,125 

0,0625 

0,0390625 

0,6 

0,6 

0,120 

0,0560 

0,0336000 

0,7 

0,7 

0,105 

0,0455 

0,0261Q25 

0,8 

0,8 

0,080 

0,0320 

0,0176000 

0,9 

0,9 

0,045 

0,0165 

0,0086625 

Il  sera  ensuite  facile  de  trouver  ohc,  Bhi,  etc.,  au  moyen  même 
des  différences  qui  ont  servi  à  calculer  les  suites  des  valeurs  des 
coefficients  de  A%,  A^w,  etc.  On  trouvera  ainsi 

ait=:0,lAii  — 0,045  A\t  + 0,0285  A\t  — 0,0206625  A*t^  + 

S%=z  0,010 A^w  —  0,0090  A\t  +0,0077250 AHi  — 

^hi=  0,0010  A%— 0,0013500  A*w+ 

B''u=  0, 0001000  A*tt+ 

675.  Si  nous  nous  reportons  à  la  formule  [11] ,  qui  repré- 
sente exactement  (668)  une  fonction  entière  de  degré  n,  dont 
on  connaît  les  valeurs  u^,  %,  ih  —  H'n  correspondantes  aux 
valeurs  x^ ,  x^^  -{-  h ,  x^  +  2/i . . ,  ,  XQ-\-nh  de  la  variable,  on 
verra  facilement  que ,  si  % ,  ^u^ ,  AX ^"^o  sont  des  quan- 
tités positives,  et  que  l'on  donne  à  a;  une  valeur  >>iro  +  (^ — 1)^» 
de  sorte  que  — r— ° ,    (     ~T^^  —  1   j ,    etc. ,  soient  positives, 

le  premier  membre  de  la  formule  sera  positif.  Il  y  a  plus  :  à 
partir  de  la  valeur  x  =  Xf^-{-  (n —  1)  h,  tous  les  termes  qui  com- 
posent le  second  membre  augmenteront  indéfiniment  avec  x, 
et  par  conséquent  il  en  sera  de  même  de  la  fonction  qu'il  re- 
présente. En  appelant  cp(a;)  cette  fonction,  il  en  résulte  évi- 
demment que  Xq  -\-  (n — l]hesi  une  limite  supérieure  des  racines 
positives  de  l'équation  cp(x}  =  0.  (Yoy.  au  chapitre  suivant  les 
n°'673et679.) 


CHAPITRE  XXII. 

DE  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES, 


§  I.  CALCUL  DES  RACINES  COMMENSURABLES. 

674.  Une  équation  à  coefficients  numériques  a  généralement 
des  racines  réelles  et  des  racines  imaginaires  ;  les  premières 
peuvent  être  commensurables  ou  incommensurables;  et,  dans 
Texpression  a  +  p\/—  i  d'une  racine  imaginaire,  a  et  p  repré- 
sentent des  quantités  rationnelles  ou  irrationnelles.  Or  les 
racines  incommensurables  ne  pouvant  être  trouvées  qu'ap- 
proximativement,  on  voit  que  la  détermination  des  racines 
commensurables  doit  être  plus  facile  que  celle  des  autres  ra- 
cines; d'ailleurs,  comme  on  les  obtiendra  exactement,  on 
pourra  débarrasser  l'équation  proposée  de  toutes  ces  racines, 
ce  qui  abaissera  son  degré  et  rendra  par  conséquent  plus  facile 
le  calcul  de  ses  autres  racines.  Nous  allons  donc  nous  occuper 
d'abord  de  la  recherche  des  racines  commensurables,  puis  nous 
verrons  comment  on  pourra  obtenir  les  racines  incommensu- 
rables avec  une  approximation  donnée  ,  et  nous  terminerons 
parle  calcul  des  racines  imaginaires. 

675.  Quelle  que  soit  l'équation  proposée,  nous  commence- 
rons par  faire  évanouir  les  dénominateurs  et  tous  les  radicaux 
qu'elle  pourra  contenir  ;  de  sorte  qu'après  avoir  transposé  tous 
les  termes  dans  le  premier  membre,  elle  sera  ramenée  à  la 
forme 

dans  laquelle  les  coefficients  A,B,...R,S,T,U  sont  tous  des 
nombres  rationnels  et  entiers. 

Les  racines  commensurables  de  cette  équation  peuvent  être, 
les  unes  entières  et  les  autres  fractionnaires  ;  nous  allons  d'a- 
bord nous  occuper  des  premières. 
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Le  moyen  le  plus  naturel  d*y  parvenir  est  de  substituer  dans 
l'équation  [1]  la  suite  naturelle  des  nombres  entiers  1,  2,  3,.,. 
et — 1, — 2,  — 3,...,  et  si  l'on  trouve  autant  de  résultats  égaux  à 
zéro  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  du  degré  de  cette  équa- 
tion, on  aura  déterminé  toutes  ses  racines*.  Mais  s'il  n'en  est 
pas  ainsi,  on  devra  craindre  de  ne  pas  avoir  poussé  les  substi- 
tutions suffisamment  loin.  Pour  lever  cette  difficulté,  nous 
allons  tâcher  de  calculer  les  limites  supérieures  des  racines  po- 
sitives et  négatives  de  V équation  [1],  c  est-à-dire  de  trouver  deux 
nombres  dont  les  valeurs  absolues  soient  respectivement  plus 
grandes  que  celles  de  la  plus  grande  racine  positive  et  de  la  plus 
grande  racine  négative  de  cette  équation;  car  il  n'y  aura  qu'à 
pousser  les  substitutions  des  nombres  1,  2,  3,...  et  — 1,  — 2, 
— 3,...  jusqu'à  ces  limites,  et  on  sera  sûr  de  ne  laisser  échapper 
aucune  des  racines  commensurables  entières  que  Ton  cherche. 

676.  Problème  I.  Déterminer  une  limite  supérieure  des  racines 
positives  d'une  équation  donnée. 

Cette  question  est  évidemment  indéterminée,  car  on  conçoit 
qu'il  y  a  une  infinité  de  nombres  plus  grands  que  la  plus  grande 
racine  positive  de  l'équation  [1].  Le  but  que  Von  doit  se  proposer 
en  cherchant  une  limite  supérieure  des  racines  positives  d'une 
équation,  est  donc  de  trouver  une  règle  simple  pour  obtenir  un 
nombre  qui  ne  surpasse  pas  de  beaucoup  la  plus  grande  de  ces 
racines.  On  a  donné,  de  cette  importante  question,  plusieurs 
solutions  parmi  lesquelles  les  suivantes  méritent  de  fixer  l'at- 
tention. 

1"  Solution.  Il  est  clair  que  si  l'on  transforme  l'équation 
proposée,  que  je  représenterai,  pour  abréger,  par  z{x)  =  0,  en 
une  autre  dont  les  racines  soient  égales  à  celles  de  cette  équa- 
tion diminuées  chacune  d'une  quantité  arbitraire  /i,  et  que  l'on 


*  Nous  n'indiquons  pas  la  substitution  de  zéro,  parce  que  zéro  ne  peut  être 
racine  qu'autant  que  la  proposée  ne  renferme  pas  de  terme  indépendant  de  x; 
ainsi  on  reconnaît  l'existence  de  cette  racine  à  l'inspection  seule  de  l'équa- 
tion. 
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détermine  celte  quantité  h,  de  manière  que  la  transformée  n'ait 
que  des  permanences,  cette  transformée  ne  pourra  avoir  pour 
racines  réelles  que  des  quantités  négatives  (S52,  2*>)  et  par 
conséquent  la  valeur  +  L  que  Ton  aura  trouvée  pour  h  surpas- 
sera nécessairement  la  plus  grande  racine  positive  de  (^{x}=0, 
c'est-à-dire  qu'elle  sera  une  limite  supérieure  des  racines  po- 
sitives de  cette  équation. 

On  posera  donc  y  =  x  —  h,  d'où  x=:y-\-h,  et  par  con- 
séquent 

Maintenant,  pour  déterminer  le  plus  petit  nombre  entier  qui 
rendra  positives  toutes  les  fonctions 

9(/i),  (p'(/i),  9'W,  cp"W,...  9"^W, 
on  cherchera  quel  est  le  plus  petit  nombre  entier  dont  la  sub- 
stitution dans  <^'^'\h)  donne  un  résultat  positif,  et  la  chose  sera 
facile,  puisque  cette  fonction  est  du  premier  degré.  Ainsi,  si 
(f''\h)  =  ah-{-b,  b  étant  positif,  on  fera  h  =  0;  si  &<0,  on 
prendra  pour  h  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à 

.On  substituera  la  valeur  trouvée  pour  h  dans  la  dérivée 

de  l'ordre  (m — 2),  laquelle  est  du  deuxième  degré  par  rapport 
k  h,  et  si  le  résultat  est  négatif,  on  augmentera  cette  valeur 
de  h  successivement  d'une  unité,  jusqu'à  ce  que  l'on  obtienne 
un  résultat  positif.  On  opérera  de  même  sur  la  dérivée  de 
l'ordre  {m — 3),  et,  en  remontant  ainsi  successivement  aux 
fonctions  précédentes,  on  déterminera  facilement  un  nombre 
entier  L ,  que  l'on  devra  prendre  pour  la  valeur  de  h. 

Cette  méthode  suppose  que ,  si  une  valeur  a  de  /i  rend  posi- 
tives une  certaine  dérivée  cp^(/0  et  toutes  celles  d'un  ordre  infé- 
rieur au  sien ,  toute  valeur  de  h  plus  grande  que  a  rendra 
aussi  cette  dérivée  positive.  Posons,  en  effet,  /i=:a4-^> 
k  étant  >  0 ,  et  il  viendra 
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Or,  par  hypothèse,  cp"(a),  9"^^ (a),  (f-^(<x) sont  des  quantités 

positives  :  donc  «p'^Ca  +  Zv)  est  aussi  positive. 

677.  Appliquons  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer,  et 
qui  est  due  à  Newtoii,  à  l'équation 

<p(a7)  =  a;*--7a;'+  5^^+56^—  104=r0. 

Nous  exécuterons  les  calculs  suivants  : 

^==6^^— 21a;  +  5, 

7 
kx^l  =  0  donne  ^  =  7; ;  ainsi  on  fera  d'abord  x  =  2,  et  on 

trouvera  que 

pour.^2,      f^>o,      ^<0; 

^^^^=4,         j|y>0,       ^'(^)>0,       tW>0; 

ainsi  L  =  4  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de 
l'équation  proposée. 

678.  Il  ne  faudrait  pas  s'imaginer  que  la  limite  L ,  fournie 
par  cette  méthode  de  Neivton,  fût  égale  au  nombre  entier  im- 
médiatement supérieur  à  la  plus  grande  racine  positive  de 
(^{x)=0;  en  effet,  comme  il  n'est  pas  nécessaire  qu'une  équation 
n'ait  que  des  permanences  pour  que  toutes  ses  racines  réelles 
soient  négatives,  on  comprend  qu'en  donnant  à  h  des  valeurs 
entières  plus  petites  que  L,  il  pourrait  se  faire  que  l'équation 
transformée  o(y-{-h)=0  eût  des  variations,  et  que  toutes  ses 
racines  réelles  fussent  encore  négatives;  de  sorte  que  ces  nou- 
velles valeurs  de  h  seraient  aussi  des  limites  supérieures  des 
racines  positivés  de  o{x)=0.  C'est  ce  dont  l'équation  que  nous 
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avons  considérée  ci-clessiis  nous  offre  un  exemple  ;  car,  comme 
elle  revient  à 

on  voit  que  ses  racines  sont 

±^8      et      l^^, 

et  qu'ainsi  3  est  une  limite;  or,  en  faisant  y=x — 3,  on 
trouve 

équation  qui  a  deux  variations  et  n'a  pour  racines  réelles  que 
les  quantités  négatives  (+  \/8  —  3)  et  —  (y/S  +  3). 

Remarquons  cependant  que  L  serait  précisément  égal  au 
nombre  entier  qui  est  immédiatement  supérieur  à  la  plus  grande 
racine  positive  de  o{x)=zO,  si  cette  équation  avait  toutes  ses 
racines  réelles.  En  effet,  si  N  désigne  ce  nombre  entier,  et  que 
l'on  pose  y=:a7— N,  il  est  clair  que  la  transformée  cû(i/-f  N)=:0 
ayant  toutes  ses  racines  réelles  et  négatives,  ne  pourra  avoir 
que  des  permanences  (o51);  donc  la  substitution  de  N  à  la 
place  de  x  dans  les  fonctions 

les  rendra  toutes  positives;  et  comme  L  est  le  plus  petit  nom- 
bre entier  qui  jouit  de  cette  propriété,  il  faut  en  conclure  que 

L=:N. 

G79.  2«  Solution.  Cette  solution  et  la  suivante  reposent  sur 
ce  principe  qu'un  nombre  est  une  limite  supérieure  des  racines 
positives  cïune  équation^  lorsque  sa  substitution  dans  le  premier 
membre  de  cette  équation  donne  un  résultat  plus  grand  que  zéro 
et  que  tous  les  nombres  plus  grands  que  lui  jouissent  de  la  même 
propriété;  en  effet,  aucun  nombre  plus  grand  que  celui  dont 
il  s'agit  ne  pourra  rendre  nul  le  premier  membre  de  l'équation 
proposée. 

Désignons  par  7r(a;)  la  somme  de  tous  les  termes  de  Téquation 
proposée  qui  précèdent  son  premier  terme  négatif,  et  par  ^{x) 
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la  somme  de  tous  ses  termes  négatifs  :  je  dis  que  si+L  est  un 
nombre  qui,  substitué  à  la  place  de  x^  rend  la  différence 
'k(x) — Y^^)  l'^^s  grande  que  zéro,  L  sera  une  limite.  En  effet, 
soitr  le  plus  petit  exposant  de  x  dans  7r(a;),  nous  aurons 


<.)-^(.)=xfJ^-^)j 


Or  — ^  ne  renferme  que  des  puissances  positives  de  x,  tandis 

X 

que^^  ne  contient,  au  contraire,  que  des  termes  affectés  de 

puissances  négatives  de  celte  variable,  de  sorte  qu'en  faisant 
croître  x  à  partir  de  a;=L,  la  première  de  ces  deux  quantités 
augmentera,  ou  du  moins  restera  constante,  si  t.(x)  est  un  mo- 
nôme, et  la  deuxième  diminuera  constamment  jusqu'à  devenir 
nulle  pour  x=od  ;  donc  \a  diïïéreuce  r.{x)  —  <h{x)  sera  toujours 
positive,  puisque  par  hypothèse  7r;L)>>'}(L),  et  croîtra  même 
au  delà  de  toute  grandeur  donnée.  Donc  L  est  une  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  de  l'équation  proposée. 

Gela  posé,  je  partage  le  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée en  plusieurs  groupes  de  termes  ordonnés  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  x,  ne  présentant  qu'une  seule  variation 
et  ayant  une  quantité  positive  pour  premier  terme;  puis  je  sub- 
stitue, dans  chacun  de  ces  groupes,  la  suite  naturelle  des  nom- 
bres 1,  2,  3,  4,....  jusqu'à  ce  que  je  trouve  un  nombre  qui 
donne  un  résultat  plus  grand  que  zéro;  le  plus  grand  de  tous 
les  nombres  qui  rendront  ainsi  les  différents  groupes  positifs, 
sera  évidemment  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de 
la  proposée. 

Si  les  groupes  sont  des  binômes  ou  des  trinômes  qu'on  puisse 
réduire  au  second  degré,  en  mettant  en  facteur  commun  la 
plus  faible  des  trois  puissances  de  x  que  chacun  d'eux  ren- 
ferme, on  évitera  les  tâtonnements  en  égalant  chaque  groupe 
à  zéro  et  en  prenant,  pour  valeur  de  L,  la  plus  grande  racine 
positive  de  ces  différentes  équations. 

680.  Exemple  I.  x^ -{-7x'*  —  I2x^-— ii9x-  —  b2x-—\3  =  0. 
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Je  mets  cette  équation  sous  la  forme 

œ{x''—'l2x^—  52)  +  (7^;*  — 49a;2  —  13}  =  0. 
En  égalante  zéro  les  quantités  comprises  entre  les  parenthèses, 
on  formera  deux  équations,  d'où  l'on  tirera  0;  =  4  eix=\^8; 
ainsi  4  est  une  limite. 

La  méthode  de  Neivton  aurait  donné  3  pour  limite. 

Exemple  IL  x^—bx^—  lSx'^  —  6x^'\-Sx^—20o(}^  —  27x^—bx^ 
+  10  =  0.  Cette  équation  revient  à 

xW'—bx^—l^x—e>)  +  x\3x'—-20x'^—27x^b)+lO  =  0. 

On  Yoit  immédiatement  en  mettant  x^  en  facteur  commun  du 

premier  et  du  deuxième  terme  de  chaque  groupe,  que  pour 

rendre  le  premier  positif,  il  faut  que  x  soit  plus  grand  que  5, 

et  que  le  deuxième  groupe  sera  négatif,  si  x  n'est  pas  supérieur 

20 
à  — .  J'essaye  donc  7.  Le  groupe  x^ — bx- — 13^—6  prend  une 

valeur  positive,  mais  le  deuxième  3x^ — 20x^ — 27;x;— 5  devient 
négatif.  Je  substitue  alors  8  au  heu  de  x  dans  ce  polynôme,  et 
comme  j'obtiens  un  résultat  positif,  j'en  conclus  que  8  est  une 
limite. 

La  méthode  de  Newton  aurait  donné  7. 

Exemple  IIL  2x'^  +  11^^—  10^^— 26a;*  +  3 1^^ .^_  -j^x^—^SOx 
— 348  =  0.  Cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme  sui- 
vante : 

2^«(^^^5)+ll^^(^^-g)  +  3l(r^^-|^)  +  72^(^-^)  =  0. 
En  égalant  chaque  groupe  à  zéro,  on  trouvera 


x  =  \/b,   x  =  ^~, 


115 


La  dernière  de  ces  valeurs  est  plus  grande  que  toutes  les  autres, 

.    .  115     ,         ,.    ., 
amsi  — —  est  une  hmite. 
36 

681.  On  peut  modifler  la  méthode  précédente  de  manière 

à  obtenir  une  limite,  sans  avoir  aucun  tâtonnement  à  faire. 
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Représentons,  en  effet,  par — Na^'^-^le  premier  terme  négatif  de 
l'équation  proposée,  et  par — ^x'^-p, — Qa?'"-%....  ses  autres 
termes  négatifs,  et  supposons  d'ailleurs  qu'on  ait  dégagé  le  pre- 
mier terme  de  l'équation  de  son  coefficient  ;  on  obtiendra  évi- 
demment une  limite,  si  l'on  peut  trouver  une  valeur  positive  de 
so  qui  satisfasse  à  l'inégalité 

Mais  si  nous  appelons  S  le  plus  grand  coefficient  négatif,  il  est 
clair  que  nous  aurons  satisfait  à  cette  inégalité,  si  nous  pouvons 
vérifier  la  suivante 

En    mettant  S  en   facteur   commun  et   en   observant   que 

^m-n_^^tn-n-l_j_^m-n-2_J_^_^     _^^2_j_^_|_  1   est     Jg     quotiCUt    dC 

la  division  de  (x"'"'-^^  —  1)  par  (x  —  l),  on  verra  que  l'inégalité 
ci-dessus  revient  à 

X"*^S ==  Z T. 

^  X — 1  X — 1  X  —  1 

Si  on  ne  cherche  la  limite  que  parmi  les  nombres  plus  grands 
que  l'unité,  cette  inégalité  sera  comportée  par  la  suivante  : 


x—l 


^">^:^— , 


r,m~n+i 


d'où,  en  divisant  ses  deux  membres  par -,  ce  qui  est  per- 
mis, puisque  x  doit  être  plus  grand  que  1 ,  on  trouvera 

x^-'{x—l)>S, 

Or,  comme  a;"-^  >  {x —  1)"-S  on  satisfera  à  cette  condition  en 

posant 

{x~iy'\x—l)  =  S  ou(aj— 1)"  =  S, 

d'où  Ton  tire  enfin 

a;=l+Ç/S. 

Donc,  on  aura  une  limite  supérieure  des  racines  positives  d'une 
équation,  en  ajoutant  Vunité  à  la  racine  du  plus  grand  coeffi- 
cient négatif  dont  Vindice  est  égal  à  la   différence  des  expo^ 
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sants  du  premier  terme  de  l'équation  et  de  son  premier  terme 
négatif, 

682.  En  appliquant  cette  règle  aux  trois  équations  qui  nous 
ont  servi  d'exemple,  dans  le  numéro  précédent,  nous  trouverons 

L=:l+v/52=z:9,    L==l+27=:28,    L  =  1  +  y/2^=:15. 

Elle  fournit,  comme  on  voit,  une  limite  bien  moins  approchée 
que  les  méthodes  précédentes. 

On  pourra  encore,  après  avoir  décomposé  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  proposée  en  groupes,  ainsi  que  nous  l'avons 
indiqué  précédemment  (679),  calculer  la  hmite  de  chaque 
groupe,  à  l'aide  de  la  règle  précédente. 

685.  Dans  le  cas  particulier  où  le  deuxième  terme  de  l'équa- 
tion est  négatif,  la  règle  du  n**  681  donne  pour  limite  le  plus 
grand  coefficient  négatif  augmenté  de  Vunité.  C'est  là  une  li- 
mite, dans  le  cas  même  où  le  deuxième  terme  de  l'équation  est 
positif,  car  c'est  le  résultat  auquel  on  serait  parvenu  si  l'on 
avait  posé 

684.  On  tire  de  là  le  moyen  de  résoudre  la  question  sui- 
vante : 

Problème  II.  Étant  donné  un  polynôme  ordonné  suivant  les 
puissances  décroissantes,  entières  et  positives  de  x,  trouver  une 
valeur  de  cette  variable,  à  partir  de  laquelle  ce  polynôme  con- 
serve constamment  le  signe  de  son  premier  terme,  et  acquière  des 
valeurs  absolues  qui  puissent  surpasser  toute  grandeur  donnée. 

Soit 

le  polynôme  proposé,  dans  lequel  A,  B,  G,....  U  sont  des  quan- 
tités positives  :  on  résoudra  évidemment  la  question  en  cher- 
chant la  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 

T»  n  T  II 

a?*"— ?a;*"-^  — T^*"-'— ....  — T^— T  =  0- 
A  A  A        A 

Si  donc  S  est  le  plus  grand  des  coefficients  de  notre  polynôme, 
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la  valeur  demandée  de  x  sera  -r+l 

A  ' 


c'est-à-dire  la  somme  ob- 


tenue en  ajoutant  à  runité  le  plus  grand  coefficient  qu'a  le  poly- 
nôme quand  on  a  divisé  tous  ses  termes  par  celui  du  premier» 

G8o.  3*  Solution.  M.  Bret  a  donné,  dans  les  Annales  de 
Mathématiques  de  M.  Gergonne,  une  méthode  par  laquelle  ou 
obtient,  sans  tâtonnement,  une  limite  qui  est  souvent  plus  res- 
serrée que  la  précédente. 

Soit  l'équation 
Aa;'"+  . . .  .  +  Mic''+*  — N^"  +  . .. .+Pa;«+i  — Qa^«  +  . . . . 

dans  laquelle  les  coefficients  ont  leurs  signes  en  évidence. 
Nous  remarquerons  d'abord  que,  quel  que  soit  A-,  pourvu  qu'il 
représente  un  nombre  entier  et  positif,  on  a  toujours 

ou,  en  faisant  x  —  l  =  y, 

x^=^yx^-^-]-yx^-^-\-yx^-^-\-  ....  -{-yx-^-y-^- 1. 
Gela  posé,  si,  en  conservant  les  termes  négatifs  tels  qu'ils  sont, 
on  applique  cette  transformation  à  tous  les  termes  positifs  de 
la  proposée,  on  aura 


Aî/a;"»-*+....-f  Aij' 

+My 

— N 


j;'»+....-t-A^ 

h^y 

+^y 
-Q 


a;3+. 


.+  Aî/ 

+My 

i^y 

—  S 


^''+...>=0^[2l 


(toutes  les  puissances  de  x  que  l'on  n'écrit  pas  ont  des  coefd- 
cients  entièrement  positifs).  D'où  l'on  voit  que  si  l'on  égale  à 
zéro  les  coefficients  qui  renferment  un  terme  négatif,  que  l'on 
résolve  les  équations  ainsi  obtenues 

Ai/+...+My  — N=:0, 

Ay+...  +  M^  +  ...+P|/-Q  =  0, 

A7/+...  +  Mî/  +  ...+P|/+...  +  R7/-S  =  0, 
etc., 

C.  36 
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et  que  l'on  remplace  y  dans  la  transformée  par  la  plus  grande 
des  valeurs  de  y  tirées  de  ces  équations  : 

N  _         Q  _         S  . 

1/-A+...+M''    '^-Â+TTT+P'    '^-^A+...4-R'  ^^^-^ 

tous  les  termes  de  cette  transformée  auront  alors  des  coeffi- 
cients positifs,  de  sorte  que  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  à 
partir  de  cette  valeur  de  y  augmentée  de  l'unité  (x=y-]-l),  le 
premier  membre  de  l'équation  proposée  sera  constamment 
positif,  et  prendra  même  des  valeurs  qui  croîtront  au  delà  de 
toute  limite  ;  donc  cette  valeur  de  x  est  une  limite  supérieure 
des  racint^s  positives  de  la  proposée.  Ainsi 

Ajoutez  successivement  à  runité  une  suite  de  fractions  ayant 
chacune  pour  numérateur  un  des  coefficients  négatifs  de  V équa- 
tion proposée  et  pour  dénominateur  la  somme  de  tous  les  coeffi- 
cients positifs  qui  le  précèdent.  Le  plus  gra7id  des  nombres  ainsi 
obtenus  sera  une  limite  supérieure  des  racmes  positires  de  cette 
équation. 

Il  est  d'ailleurs  entendu  que  ,  dans  la  pratique,  il  suffit  de 
faire  entrer  en  considération  le  plus  grand  des  coefficients  que 
renferme  chaque  série  de  termes  négatifs,  de  sorte  qu'il  n'y  a 
l)as  plus  de  nombres  à  essayer  qu'il  n'y  a  de  ces  séries. 

Si  on  applique  cette  règle  aux  trois  exemples  que  nous  avons 
«•onsidérés  au  ir  680,  on  trouvera  : 

13  ,     27         31      ,         T 

2°  l  +  y  =  14,     l+y-p^=:-;  doncL=14. 

..  1  1     ^6,  ,       — 1^L_— -^4;    doncL=4. 

^     ^i^2+ll         '        ^2+11  +  31  +  72 

On  voit  que  la  méthode  de  M.  Bret  est  surtout  avantageuse 
quand  le  premier  terme  négatif  est  précédé  de  plusieurs  termes 
positifs  et  que  les  plus  petits  coefficients  négatifs  précèdent  les 
plus  grands. 

C86.  Problème.  Trouver  une  [limite  supérieure  des  racines 
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négatives  d'une  équation  donnée,  c'est-à-dire  un  nombre  dont 
Ja  valeur  al)solue  soit  plus  grande  que  les  valeurs  absolues  de 
ses  racines  négatives. 

Si  Ton  change  a;  en  — x  dans  réquation  proposée ,  on  ob- 
tiendra^  comme  on  le  sait,  une  équation  dont  les  racines  seront 
égales  et  de  signes  contraires  à  celles  de  la  proposée  ;  donc  en 
affectant  du  signe  —  la  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  la  transformée,  on  aura  résolu  l'a  question. 

Exemple.  a)(a;)==a;^  — 5ic*—  13 a;' +  7a;' +  2a;  — 69=0. 

13 
La  méthode  de  décomposition  en  facteurs  donne  L'= — r»  et 

o 

celle  de  M.  Bret  condui  t  â  L  =  —  3  -. 

5 

€U7,  Problème  III.  Déterminer  mie  limite  inférieure  des  ra- 
cines positives  d'une  équation  <f(x)=r.o. 

Il  est  clair  que  zéro  est  une  limite  inférieure  des  racines  po- 
sitives de  l'équation  proposée,  de  sorte  que  l'objet  qu'on  a  en 
vue  ici  est  de  chercher  une  quantité  positive  moindre  qae  la 
plus  petite  des  racines  positives  de  cette  équation. 

Or,  si  l'on  pose  a;=-,  et  que  Ton  calcule  la  limite  supé- 
rieure L  des  racines  positives  de  l'équation  transformée 
o  (- j  =0,  on  aura  L>>y,  et  par  conséquent  --<-==  a;.  Ainsi, 

on  obtiendra  la  limite  demandée,  en  divisant  l'unité  parla  li- 
mite supérieure  des  racines  positives  de  l'équation  que  Ton 

trouve  en  remplaçant  x  par-  dans  la  proposée. 

688.  Soit  N  le  plus  grand  des  coefficients  qui  sont  (k- signes 
contraires  au  dernier  terme  de  l'équation  proposée,  après  avoir 
dégagé  son  premier  terme  de  son  coefficient  ;  cette  équation 
sera  ainsi  de  la  forme 


donc 


<^x)  ^x"^ . . .  .dz  Ka;"^ . . . .  ,qr  U—  0 
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d'où ,  en  chassant  les  dénominateurs ,  ordonnant  suivant  les 
puissances  descendantes  de  y,  et  dégageant  if"  de  son  coeffi- 
cient, 

N  1 

y  ....      ^y      1-u-"- 

N 
Le  plus  grand  coefficient  négatif  de  cette  équation  est  v-*  donc 

l-l-TT  — -  7r  ^^^  ^^^^  limite  supérieure  de  ses  racines  posi- 
tives; donc^Tj-— ^  est  une  limite  inférieure  des  racines  positives 

de  la  proposée  cp(a?)=0.  Ainsi,  on  obtient  immédiatement  une  li- 
mite inférieure  des  racines  positives  d'une  équation^  en  divisant 
son  dernier  terme  par  la  somme  faite  de  ce  dernier  terme  et  du 
plus  grand  des  coefficients  qui  ont  un  signe  contraire  au  sien. 

689.  Comme  il  est  important,  dans  la  pratique,  d'avoir  pour 
la  limite  inférieure  le  plus  grand  nombre  possible,  on  n'em- 
ploie presque  jamais  cette  règle,  et  on  calcule  la  limite  supé- 
rieure des  racines  de  l'équation  en  y  par  la  méthode  du 
n°  679,  la  seule  qui  puisse  donner  pour  cette  limite  une  quan- 
tité moindre  que  l'unité. 

En  appliquant  cette  règle  au  premier  exemple  du  n°680, 
on  trouvera 

,p(^)=137/  +  522/*-l-4V+122y^  — 7^—1  =  0, 
ou  ^{y)=Ut+h2y'+ly{ly^—\)+{\2y'—\)=zO. 

La  hmite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation 

est  i/-;  donc  la  limite  inférieure  des  racines  positives  de  la 

proposée  est  sjl, 

13  13 

La  règle  du  n°  688  donnerait  -  =  — . 

1 0  ~y-  /  À\J 

690.  Pour  obtenir  la  limite  inférieure  des  racines  négatives 
d'une  équation,  on  cherchera  la  limite  inférieure  des  racines  posi- 
tives  de  sa  transformée  en  —  x,  et  on  V affectera  du  signe  — . 

691.  Au  moyen  des  principes  que  nous  venons  d'étabhr,  on 
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pourra  déterminer  toutes  les  racines  commensurables  entières 
d'une  équation  donnée  ;  car  il  suffira  pour  cela  de  substituer 
dans  son  premier  membre  la  suite  naturelle  des  nombres 

1,  2,  3,4,.,..  +  L  et  — 1,-2,— 3,-4,....— L', 

en  désignant  par  4-L  et  par  —  L' les  limites  supérieures  de  ses 
racines  positives  et  de  ses  racines  négatives. 

Nous  ne  prenons  pas,  pour  point  du  départ,  les  limites  infé- 
rieures des  racines  positives  et  des  racines  négatives  de  Téqua- 
lion  à  résoudre,  parce  que  pour  obtenir  des  limites  plus  grandes 
que  l'unité,  il  faut  appliquer  la  méthode  du  n°  679  à  l'équation 
dont  les  racines  sont  réciproques  de  celles  de  cette  équation,  et 
que  ce  n'est  que  dans  des  cas  très -particuliers  que  l'on  trouve 
une  quantité  plus  petite  que  l'unité  pour  limite  supérieure  des 
racines  de  cette  transformée. 

692.  En  réfléchissant  à  la  méthode  que  nous  venons  d'indi- 
quer pour  trouver  les  racines  commensurables  entières  d'une 
équation,  on  sent  combien  cette  méthode  est  imparfaite,  puis- 
que, si  les  différences  entre  les  racines  sont  un  peu  grandes,  on 
est  forcé  d'essayer  beaucoup  de  nombres  et  de  faire  ainsi  des 
calculs  très-longs.  Il  convient  donc  de  chercher  des  caractères 
d'exclusion  qui  puissent  faire  reconnaître  facilement  que  tel 
nombre  ne  peut  pas  être  racine  de  V équation  qu'on  veut  résoudre. 

Soit 

l'équation  dont  il  s'agit  ,A,B,....R,S,T,U  représent(mt  des 
nombres  entiers.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'un  nombre  a  soit  racine  de  cette  équation,  c'est  qu'étant 
substitué  à  la  place  de  x,  il  rende  son  premier  membre  identi- 
quement nul,  de  sorte  que  l'on  ait 

Aa"»  +  Ba'»-i  +  ....+Ra'+Sa^  +  Ta+U  =  0.      [3] 

Mais  c'est  précisément  la  longueur  des  calculs  nécessaires  pour 
vérifier  cette  condition  qui  fait  l'imperfecUon  de  la  méthode 
précédente  ;  il  faut  donc  chercher  à  la  remplacer  par  une  autre 
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qui  lui  soit  équivalente ,  mais  dont  l'application  soit  plus 
facile^ 

Si,  après  aVoir  changé  les  signes  de  tous  les  ternies  et  trans- 
posé le  dernier  dans  le  second  membre^  on  divise  par  a,  Téga- 
lité  [3]  deviendra 

—  Aa"^-i  — Ba'»-^—  . . . .  —R^—  Sa— T  ^-. 

a 

Or,  a  étant  un  nombre  entier,  le  premier  membre  de  cette  éga- 
lité l'est  aussi,  et  par  conséquent  U  est  divisible  par  a,  de  sorte 
que  le  dernier  terme  d'une  équation  dont  les  coefficients  sont  tous 
entiers ,  est  divisible  par  chacune  de  ses  racines  commensurablcs 
entières.  Si  on  pose,  pour  abréger, 

et  qu'après  avoir  transposé  le  terme  —  T,  on  divijBe  de  nouveau 
par  tty  on  trouvera 

Ainsi  T'  +T  doit  être  divisible  par  a.  Je  pose 

et,  après  avoir  transposéle  terme  —  S ,  je  divise  par  a  ;  il  viendra 

a 

donc  S'  +  S  doit  être  divisible  par  .a.  En  continuant  d'opérer  de 
la  môme  manière  et  en  observant  qu'à  chaque  transformation 
les  exposants  de  a  diminuent  d'une  unité,  on  verra  que  la 
(77^__l)rae  trausformée  sera 


A  T.  C'  +  G 

—  Aa— B=  — ■ —  ; 


a 
donc  C'  +  C  est  divisible  par  a.  Enfin  si  l'on  pose 

n  ' 
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et  qu'après  avoir  transposé  le  terme  —  B ,  on  divise  par  a ,  on 
trouvera 

--A= — ! — ,     ou     — ' ^A==0, 

ce  qui  prouve  que  B'  +  B  est  divisible  par  a. 

En  résumant  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  nous  conclu- 
rons que  pour  qu'un  nombre  entier  a  soit  racine  d'une  équation 
dont  tous  les  coefficients  sont  entiers,  il  faut  qu'il  divise 

P  Le  dernier  terme  de  V équation  ; 

2°  La  somme  qu'on  obtient  en  ajoutant  au  quotient  de  cette 
division  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  V  inconnue; 

3**  La  somme  formée  du  quotient  de  cette  seconde  division  et 
du  coefficient  de  la  seconde  puissance  de  V inconnue  ; 

Enfin  que  la  somme  du  coefficient  du  premier  terme  de  V équa- 
tion et  du  dernier  quotient  obtenu  soit  égale  à  zéro. 

U  est  entendu  que  si  l'équation  est  incomplète,  il  faudra  agir 
comme  si  elle  était  complète,  en  prenant  zéro  pour  coefficient  des 
puissances  de  x  qui  manqueront. 

Ces  conditions  sont  toutes  nécessaires,  et  je  vais  montrer 
qu'elles  sont  suffisantes.  Supposons-les,  en  effet,  toutes  rem- 
plies, de  sorte  que  l'on  ait 

a  ' 


a 

S  +  S' 


=R', 


a       ' 


B',  G',...  S',  T' représentant  ainsi  des  nombres  entiers.  J'élimine 
toutes  ces  quantités  entre  ces  m  équations,  ce  qui  se  fera 
en  les  multipliant  respectivement  par  a,  a\  a\ a"^-^ ,  a*"  et 
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en  ajoutant  membre  à  membre  les  équations -produit.  On 
trouvera 

Aa'^  +  Ba'"-*  + .  . . +Ra3+ Sa'' +Ta+U  =  0, 

ce  qui  prouve  bien  que  a  est  racine  de  l'équation  proposée. 

695.  On  déduit  de  ce  qui  précède  la  règle  pratique  suivante 
pour  déterminer  les  racines  commensurables  entières  de  l'équa- 
tion [1]. 

Calculez  les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  néga- 
tives de  cette  équation^  cherchez  ensuite  les  diviseurs  du  dernier 
terme  et  écrivez  sur  une  ligne  horizontale  ceux  de  ces  diviseurs , 
tant  positifs  que  négatifs,  qui  seront  moindres  que  ces  limites 
respectives.  Divisez  le  dernier  terme  par  chacun  de  ses  diviseurs 
et  écrivez  les  quotients  au-dessous ,  sur  une  seconde  ligne  hori- 
zontale. Ajoutez  à  chacun  de  ces  quotients  le  coefficient  de  la 
première  puissance  de  x,  qu'il  soit  zéro  ou  qu'il  ne  le  soit  pas  ; 
écrivez  chaque  somme  au-dessous  du  quotient  correspondant ,  puis 
divisez  chacune  d'elles  par  le  diviseur  qui  est  en  tête  de  la  colonne 
où  elle  se  trouve,  et  écrivez  les  quotients  au-dessous  de  ces  différentes 
sommes. 

Continuez  ainsi  jusqu*à  ce  que  vous  soyez  parvenu  à  ajouter  le 

coefficient  du  premier  terme  à  chacun  des  quotients  obtenus  en 

dernier  lieu ,  et  celles  des  sommes  ainsi  trouvées  qui  seront  nulles  , 

correspondront  aux  seuls  diviseurs  qui  sont  racines  de  l'équation 
proposée. 

Il  est  entendu  qu'une  fois  qu'on  a  reconnu  qu'un  diviseur 
donne  un  quotient  fractionnaire,  on  le  rejette  comme  ne  pouvant 
pas  être  racine  et  qu'on  ne  s'en  occupe  plus. 

Quant  aux  diviseurs  -\-  l  et  —  l ,  il  est  plus  simple  de  les 
substituer  dans  l'équation  proposée  que  de  les  soumettre  à  la 
règle  que  nous  venons  d'exposer,  et  qui  est  connue  sous  le  nom  de 

MÉTHODE  DES  DIVISEURS  COMMENSURABLES  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

694.  Exemple.  Déterminer  les  racines  commensurables  entières 
de  l'équation. 

2a;*— 23a?'+77a;-  — 62^— 24  =  0. 
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On  trouvera  facilement  que  +L=lli  et  que  — L'=l,  qu'ainsi 
il  n'y  a  pas  de  racines  commensurables  entières  négatives,  et 
qne  -f  1  n'étant  pas  racine,  il  faut  appliquer  notre  méthode 
aux  nombres  2,  3,  4,  6,  8.  Voici  le  tableau  des  calculs  : 


2 

3 

4 

6 

8 

—  12 

—  8 

—  6 

—  4 

—  3 

—74 

—70 

—68 

—66 

—65 

—37 

—17 

—11 

+  40 

+60 

+66 

+20 

+15 

+11 

-3. 

—  8 

—  2 
0 

—12 

—  2 
0 

4  et  6  sont  les  seules  racines  commensurables  entières  de 
l'équation  proposée.  En  divisant  son  premier  membre  par 
{x  —  k)  {x  —  Ç>)  =  œ^—lOx -\- 24,  on  trouve  2a;' —  3a;  —  1  pour 
quotient;  d'où  l'on  conclut  que  les  deux  autres  racines  sont 
3dbv/Ï7 

4 

C9o.  Cette  méthode  exclut  immédiatement  tous  les  nombres 
compris  entre  les  limites  +  L  et  —  T/,  qui  ne  sont  pas  des 
diviseurs  du  dernier  terme,  et  quant  à  ceux  qui,  jouissant  de 
cette  propriété,  ne  sont  pas  racines  de  l'équation,  on  reconnaît 
qu'ils  doivent  être  rejetés  après  un  nombre  d'opérations  faciles 
à  effectuer,  qui  ne  peut  pas  surpasser  l'exposant  du  degré  de 
l'équation,  et  est  ordinairement  moindre.  Cependant,  on  com- 
prend que  si  le  dernier  terme  a  un  grand  nombre  de  diviseurs 
compris  entre  +L  et  — L',  l'opération  peut  encore  être  très- 
laborieuse  ;  aussi  Bezout  à-t-il  cherché  des  caractères  auxquels 
on  puisse  reconnaître  facilement  que  certains  de  ces  diviseurs 
ne  peuvent  pas  être  racines. 

Soit  a  une  racine  commensurable  entière  de  l'équation 
ç(a;)  =  0.  On  pourra  exprimer  que  a  est  effectivement  racine, 
en  écrivant  que  <f{x)  est  divisible  par  (x—a)  ;  de  sorte  qu'en 
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désignant  par  ^{x)  lo  quotient  de  cette  division,  on  aura 


X  —  a 


=  J/(a;). 


Celte  équation  é(ant  identique,  on  peut  y  remplacer  x  succes- 
sivement par  -}-  1  et  par  —  1  ;  ce  qui  donnera 

Or,  ^{x)  étant  un  polynôme  entier,  ^{-\- 1)  et  ^( — 1)  sont  aussi 
des  nombres  entiers;  d'où  l'on  voit  que  pour  qu'un  nombre 
entier  a,  positif  ou  négatif,  soit  racine  de  l'équation  o(x)=  G, 
il  faut  qu'étant  diminué  et  augmenté  d'une  unité,  il  divise  res- 
pectivement les  résultats  qu'on  obtient  en  remplaçant  x  par  + 1 
et  par  —  1  dans  le  premier  membre  de  cette  équation. 

Pour  faciliter  l'application  de  cette  règle,  il  sera  bon  de  dé- 
composer 9(+  l)  et  'f( — 1)  en  leurs  facteurs  premiers. 

Si  l'on  trouvait  que  <p(4-  1)  ou  <p(~l)  est  égal  à  zéro,  on  eu 
conclurait  que  •+•  1  ou  —  1  est  racine  de  ©(a;)  =  0  :  on  détermi- 
nerait alors  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine  (G07),  et  on 
débarrasserait  l'équation  <^{x)=0  de  toutes  les  racines  égales 
à  -|- 1  ou  à  —  1  qu'elle  peut  avoir,  avant  de  chercher  ses  autres 
racines  commensurables. 

,€96.  Exemple.  o[x)  =  œ^  —  khx^—k^x+ 12600  =  0. 

On  trouvera +L  =  45,  _L'=— 17. 

Les  diviseurs  du  dernier  terme  moindres  que  +  L  sont 

2,   3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,   .10,  12,   14,  15,    18,   20,   21,   24, 
25,   30,   35,   36,  40,  42. 

Tous  ces  diviseurs,  au  nombre  de  vingt-deux,  doivent  être 
essayés  positivement,  et  les  douze  premiers  négativement. 
La  substitution  de  +  l  et  de  —  1  dans  '^(x)  donne 

(p(4-l)  =  12512  =  2l  17.23     et     (p(  —  l)=  12600  =  21  3^  5^  7. 

On  voit  d'abord  que  2  —  1  divise  9(+l)  et  que  2-f  1  divise 
ç(--l);  de  sorte  que  2  peut  être  racine.  En  continuant  ainsi. 
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on  vetTa  qae  les  seuls  diviseurs  qui  satisfossent  aux  condilions 
indiquées  par  Bezout  sont  2,  3,  5,  9,  24,  35,  — 3,  — 7,  — 15. 
Nous  allons  les  soumettre  à  la  métkode  du  n*"  095. 

_  15  —7  —3  +2  +3  +5  +9  +24  +35 
—840—1800—4200+6300+4200+2520+1400+525+360 
—885—1845—4245+6255+4155+2475+1355+480+315 
+  59  +1415  +1385+  495  +  24+     9 

+  15  +1371  +1341+  451  ^  24—  35 

—     1  —  457  +  447  —     1—     1 

0  0         0 

Donc  x^  —  kkx^  —  kbx  +  12600  =(x  — 2k)  {x—3b)(x+lb). 

697.  Lorsqu'on  a  déterminé  ainsi  les  racines  entières  d'une 
équation,  on  divise  son  premier  membre  par  le  produit  des 
facteurs  du  premier  degré  correspondants  à  ces  racines,  et,  en 
égalant  le  quotient  à  zéro,  on  obtient  une  équation  qui  n'a  plus 
de  racines  entières,  à  moins  que  la  proposée  n'en  ait  d'égales. 
On  appliquera  donc  notre  méthode  à  celte  équation,  en  ayant 
soin  toutefois  de  ne  soumettre  aux  épreuves  que  les  nombres 
entiers  que  l'on  a  déjà  reconnus  être  racines.  On  divisera  en- 
suite le  premier  membre  de  celte  équation  par  le  produit  des 
facteurs  correspondants  aux  nouvelles  racines  trouvées  ;  ce  qui 
donnera  une  seconde  équation-quotient,  sur  laquelle  on  opé- 
rera comme  sur  la  précédente  et  ainsi  de  suite.  De  cette  ma- 
nière, on  déterminera  toutes  les  racines  entières  de  la  propo- 
sée et  le  degré  de  multiplicité  de  cliacune  d'elles,  et  on  sera 
conduit  à  une  équation  ^{x)^.0,  qui  aura  pour  racines  toutes 
les  autres  racines  de  cette  proposée.  Pour  trouver  les  racines 
commensurables  fractionnaires  de  ^[x)=0,  on  la  transformera 
en  une  autre  it(a7)=  0  dont  tous  les  coefficients  soient  entiers, 
celui  du  premier  terme  étant  l'unité  (o84);  et  comme  une  pa- 
reille équation  ne  peut  avoir  pour  racines  commensurables  que 
des  nombres  entiers  (S29),  il  sera  facile,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, de  calculer  toutes  ses  racines  commensurablesL.  Ydi  les 
divisant  ensuite  par  le  nombre  k,  par  lequel  on  a  dû  multiplier 
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toutes  les  racines  de  Y^^)=^  pour  obtenir  l'équation  7r(a?)  =  0, 
on  connaîtra  toutes  les  racines  commensurables  fractionnaires 
de  ^(x)=0  et  le  degré  de  multiplicité  de  chacune  d'elles,  et  on 
aura  de  plus  une  certaine  équation  ¥(x)  =  0,  dont  les  racines 
divisées  par  k  seront  toutes  les  racines  incommensurables  et 
imaginaires  de  Féquation  proposée  cp(a?)  =  0  ;  de  sorte  qu'il 
s'agit  maintenant  de  résoudre  cette  équation  F(a;)  =  0. 

g  II.  DES  DIVISEURS  COMMENSURABLES  DU  SECOND  DEGRÉ. 

G98.  Le  premier  membre  de  cette  équation  F(a;)  =  0  n'a 
plus  de  diviseurs  commensurables  du  premier  degré,  mais  on 
conçoit  qu'il  peut  très-bien  en  avoir  du  second,  et  que  s'il  en 
était  toujours  ainsi,  le  problème  de  la  détermination  des  ra- 
cines incommensurables  et  imaginaires  des  équations  serait 
ramené  à  la  recherche  de  ces  diviseurs.  Cherchons  donc  les  di- 
viseurs commensurables  du  second  degré  du  premier  membre  de 
r équation  F(x)  =  0. 

Un  pareil  diviseur  est  de  la  forme  œ^  —  P^+Qi  P  et  g  étant 
deux  indéterminées  dont  il  s'agit  de  trouver  les  valeurs.  Pour  y 
parvenir,  nous  diviserons  ¥{x)  par  x^ — px-\-Qi  et  nous  nous 
arrêterons  à  un  reste  du  premier  degré,  qui  sera  de  la  forme 
Ma;+N,  M  et  N  étant  deux  fonctions  de  p  et  de  g.  Ce  reste 
devra  donc  être  identiquement  nul,  si  x^ — px  +  q  est  un  divi- 
seur de  ¥{x)f  et  par  conséquent  il  faudra  que  l'on  ait 

M  =  0,    N=0. 

On  résoudra  ces  deux  équations,  et  tous  les  couples  de  valeurs 
de  p  et  de  q  que  l'on  en  tirera  étant  substitués  dans  le  trinôme 
x^' — px-\-q  le  rendront  diviseur  de  ¥{x). 

Or  rien  n'exprime,  dans  le  calcul  que  nous  venons  d'indi- 
quer, que  p  eX  q  soient  des  quantités  commensurables,  et  par 
conséquent  les  équations  M=0  et  N  — 0  devront  admettre  au- 
tant de  solutions  que  l'équation  F(a;)=0  a  de  diviseurs  du  se- 
cond degré,  c'est-à-dire  ^    "^    ,  si  elle  est  du  w™«  degré,  car 
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les  facteurs  simples  de  son  premier  membre  donnent        " 

combinaisons  deux  à  deux.  Si  donc  on  élimine  g,  par  exemple, 
entre  M=:0  et  N=0,  Féquation  finale  résultante  P=0  sera  du  de- 
gré —T — -,  Donc,  si  ce  nombre  est  plus  petit  que  m,  et  quand 

À 

même  l'équation  P  =  0  n'aurait  pas  de  racines  commensu- 
rables,  nous  aurons  fait  dépendre  la  résolution  de  l'équation 
proposée  de  celle  d'une  équation  de  degré  inférieur  au  sien,  et 
ainsi  le  problème  de  la  résolution  des  équations  sera  trouvé  ;  car 
on  ferait  de  même  dépendre  la  résolution  de  celte  éqnation  P=0 
de  celle  d'une  autre  équation  dont  le  degré  serait  moindre  que 
le  sien,  et  ainsi  de  suite; de  sorte  qu'on  finirait  par  ramener  la 
résolution  de  l'équation  Y{x)  =  0  à  celle  d'une  équation  du 
premier  ou  du  deuxième  degré.  Posons  donc 

m{m  —  1)  ^  .,         ,    ,,  .„ 

^    — -  <  m  :       il  en  resuite    m  <  3  ; 

ainsi,  cette  méthode  est  illusoire,  puisqu'elle  ne  saurait  s'appli- 
quer qu'aux  équations  du  deuxième  degré,  pour  lesquelles  elle 
est  tout  à  fait  inutile. 

Quoi  qu'il  en  soit,  si  l'on  veut  déterminer  les  diviseurs  com- 
mensurables  du  deuxième  degré  de  F(a7},  on  cherchera  les  raci- 
nes commensurables  de  l'équation  P=0;  et  quand  on  les  aura 
obtenues,  il  sera  facile,  d'après  la  théorie  de  l'éUmination,  de 
calculer  les  valeurs  correspondantes  de  q.  Si  l'on  trouve  ainsi 
des  diviseurs  commensurables  du  second  degré  de  l'équation 
proposée,  on  effectuera  la  division  de  son  premier  membre  par 
le  produit  de  ces  diviseurs,  et  on  Y  abaissera  ainsi  à  une  autre 
de  degré  inférieur  au  sien.  Toutefois  l'avantage  ainsi  obtenu 
sera  plus  que  compensé  par  la  longueur  des  calculs  qu'entraî- 
nera l'éhmination  de  p  ou  de  ^  entre  les  équations  M=0,  N=0. 

699.  Remarquons  enfin  que  l'équation  P  =  0  n'est  autre 
chose  que  l'équation  aux  sommes  des  racines  de  la  proposée, 
et  que  l'équation  Q  =  0,  que  l'on  obtiendrait  en  éliminant  jj 
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entre  les  équations  M=0,  et  N=0,  est  l'équation  aux  produits 
Cl  es  racines  de  cette  môme  équation  :  en  conséquence,  pour 
obtenir  les  diviseurs  commensurables  du  deuxième  degré  de 
l'équation  f(x}=0,  on  cherchera  l'équation  aux  sommes  ou 
l'équation  aux  produits  de  ses  racines  *,  et  cela  par  la  méthode 
des  fonctions  symétriques  (644),  et  si  l'on  a  trouvé  que  cette 
dernière  a  une  racine  commensurable  8,  on  représentera  parp 
la  somme  des  deux  racines  dont  p  est  le  produit,  et  on  expri- 
mera que  ¥(x)  est  divisible  par  x- — px-{-'^\  ce  qui  conduira 
à  deux  équations  A  =  0  etB=:0,  qui  devront  être  vérifiées 
par  cette  valeur  de  p,  de  sorte  que  pour  l'obtenir  il  n'y  aura 
qu'à  résoudre  l'équation  formée  en  égalant  à  zéro  \e  plus  grand 
commun  diviseur  de  leurs  premiers  membres. 

700,  Descartes  a  déduit  de  la  rechtrche  des  diviseurs  du 
second  degré  d'une  équation  une  méthode  pour  résoudre 
l'équation  algébrique  du  quatrième  degré.  Considérons,  en 
effet,  l'équation 

x'  —  kx^  +  Bx^  —  Cx+D  7=  0  [4], 

et  cherchons  ses  diviseurs  du  deuxième  degré..  Nous  effectue- 
rons donc  la  division  de  son  premier  membre  par  x^ — p^i-^q, 
et,  en  exprimant  que  le  reste  du  premier  degré  est  identique- 
ment nul,  nous  formerons  les  équations 

p3— Ap^^Bp  — ç(2p  — A)— G  — 0,  [5] 

q*—  if'  —  Ap  +  B)  ^  +  D  =  0.  [6Ï 

Si  de  la  première  on  tire  la  valeur  de  q, 

potir  la  substituer  dans  ïa  deuxième,  on  trouvera  une  équation 

*  Une  équation  du  tfôis'ième  degré  à  coefficients  rationnels,  et  qiti  n'a  pas  de 
racines  commensurables ,  n'a  pas  de  divisewr  rationnel  dur  deuxième  degré; 
car,  en  égalant  à  zéro  le  quotient  de  la  division  de  son  premier  membre  par 
ce  diviseur,  on  tirerait  de  Téquation  ainsi  formée  une  valeur  commensurable 

pOlfi!  X. 
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finale  P=:0  qui  sera  du  sixième  degré ,  comme  on  le  savait 
d'avance.  Or  je  dis  qu'elle  est  réductible  au  troisième  degré. 
En  effet,  ses  racines  étant  les  sommes  distinctes  deux  à  deux  de 
celles  a,  6,  c,  d  de  la  proposée,  leur  somme  est  le  triple  de  celle 
des  racines  de  cette  équation  ;  donc,  si  on  la  transforma  en  une 
autre  P'  =  0,  dont  les  racines  soient  égales  aux  siennes,  dimi- 
nuées chacune  de  la  sixième  partie  de  leur  somme,  ce  qui  fera 
évanouir  son  second  terme  (588),  cela  reviendra  à  diminuer 
chacune  des  raicines  de  notre  équation  P==Q  de  lademi-somme 
de  celles  de  la  proposée;  donc  sa  racine  a-\-b  deviendra 

,  ,       a -\- b  -{- c  ~{- d      a-\-b      c-\-d, 

donc  aussi  sa  racine  c-\-  d  deviendra    "^    •"—t'  »  ^'  *™^i 

des  autres  racines  de  P=0  ;  donc  la  transformée  F=0  aura  ses 
racines  denx  à  deux  égales  et  de  signes  contraires  ;  donc  elle  ne 
renfermera  que  d€s  puissances  paires  de  l'inconnue  et  sera  par 
conséquent  réductible  à  une  équation  de  degré  sous-double, 
c'est- à-dire  du  troisième  degré.  De  cette  manière  la  résolution 
de  l'équation  du  quatrième  degré  se  trouve  ramenée  à  celle 
d'^^une  équation  du  troisième. 

Mais  si  l'équation  [4]  n'a  pas  de  second  terme,  et  on  peut 
toujours  supposer  qu'il  en  est  ainsi,  Féquation  P=ïîî^ô'  est  elle- 
même  immédiatement  réductible  au  troisième  degré  ;  car  la 
somme  d€S  quatre  racines  de  la  proposée  étant  nulle,  la  somme 
de  deux  quelconques  d'entre  elles  est  égale  et  de  signe  contraire 
à  lasomm€  des  deux  autres;  de  sorte  que  ces  sommes  étant  les 
diverses  racines  de  P=0,  cette  équation  ne  pourra  renfermer 
que  des  termes  de  degré  pair.  Et,  en  effet,  si  on  a  fait  A=:0 
dans  la  formule  [?;],  et  qn^on  substitue  k  valeur 

^  2p 

dans  l'équation  [6]^  on  trouvei'a 

p«-}.2Bi)*-l-^B^— 4D)i9^— C^  =  0. 
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Le  dernier  terme  de  cette  équation  étant  négatif*,  elle  aura 
deux  racines  réelles,  l'une  positive  et  l'autre  négative  (M7);  et 
comme  à  chaque  valeur  réelle  de  p  correspond  une  pareille  va- 
leur de  q,  il  s'ensuit  que  le  premier  membre  de  toute  équation  du 
quatrième  degré,  a' coefficients  réels,  est  décomposable  en  facteurs 
réels  du  second  degré.  Ce  théorème  est  dû  à  Descartes,  qui  en 
a  déduit  la  résolution  de  l'équation  Uttérale  du  quatrième 
degré. 

701.  Si  A=  0  et  G  =  0,  la  formule  [7]  se  réduit  à 

p^  +  ^p 
q=^   y   ^.  [8] 

^  2p  ^  -• 

et  comme  la  proposée  a  alors  ses  racines  deux  à  deux  égales 
et  de  signes  contraires  (239),  il  s'ensuit  que  son  équation  aux 
sommes  P— 0  doit  avoir  deux  racines  nulles;  ainsi  nous  en  tire- 
rons p=^0.  Mais,  en  introduisant  cette  valeur  j3 =0  dans  [8],  on 


*0n  peut  le  reconnaître  a  priori,  en  admettant  que  les  racines  imaginaires 

d'une  équation  sont  de  la  forme  oidz^yj—l.  En  effet,  il  peut  se  présenter 
trois  cas,  savoir  : 

1°  Les  quatre  racines  de  Véquation  [4]  sont  réelles.  Notre  assertion  est  alors 
évidente,  puisque  les  racines  de  l'équation  P  =  0  sont  réelles,  et  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires. 

2°  Deux  racines  a.  et  h  de  la  proposée  sont  réelles  et  les  deux  autres  sont 
imaginaires.  Dans  ce  cas,  les  racines  de  P  =  G  sont 

a  +  &,  a  +  a+pV^,  a  +  a  —  ^sf-î,  b  +  a+ ^sf^~,b  +  a  —  ^\J^,  2a  : 

mais  A=a  +  b  +  2a=:0,  donc  a  +  &= — 2a,  d'où  l'on  voit  que  le  produit 
(a  +  &).2a.  { (a  +  a)^  +  p^  |  ^5  _|,  a)2  -f-  p2 }  de  ces  six  racines  est  négatif. 

3°  Les  quatre  racines  de  la  proposée  sont  imaginaires.  Celles  de  P  =  0  sont 
alors 

2a,  (a  +  Y)  +  (P  +  8)v'=ï,  (a  + y)  +  (P-8)v/~,  (a  + y)  -  {P-8)v/^, 
(a  +  Y)-(p  +  6)v^=T,    2y. 

Mais  A  =  2a  4-  2y  =  0  ;  donc  a  =  —  y  ,  et  ainsi  le  produit 

2a.2Y.t(a  +  Y)'  +  (!3  +  S)M  t  (a  + y)'  + (P-ô)'} 
de  ces  six  racines  est  négatif. 
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trouve  ç==:  S-  On  supprimera  donc  le  facteur  p  commun  aux 
deux  termes  delà  valeur  de  g,  et  en  y  faisant  ensuite  j5=0,  on 

T»  T» 

trouvera  q==-^  y   de  sorte  que  x- — px-\-q=x^-{-  -  ,     quantité 

qui  ne  saurait  diviser  0?^+^^^  +  ^,  puisque  B  et  D  sont  deux 
quantités  entièrement  indépendantes  l'une  de  l'autre.  L'équa- 
tion [8]  ne  peut  donc  pas  nous  donner  la  valeur  de  q  corres- 
pondante àj9  =  0. 

Pour  lever  cette  difficulté,  je  remonte  aux  équations  [5]  et  [6], 
et  j'y  introduis  les  hypothèses  A=0  et  0=0;  elles  deviendront 

^'+Bp  —  2j9g=0,     ç5— (/+B;g  +  D  =  0. 

Leur  résolution  se  décompose  dans  celle  des  deux  systèmes 

r'— (P^+B}g+D  =  0  j   ^^'  g-— (p^+B)g+D  =  0)      ^    ^ 
Le  premier  système  donne 

Nous  voyons  par  cette  double  valeur  de  g,  qui  sera  réelle  si 
B-— 4D<^0,  pourquoi  la  formule  [8]  a  donné  q—  {J.  C'est  que 
l'équation  d'où  on  l'a  tirée  n'étant  que  du  premier  degré  par 
rapport  à  g,  ne  pouvait  pas  donner  les  deux  valeurs  qui  cor- 
respondent à  _p  =  0  ;  elle  devait  donc  alors  se  réduire  à  une 
identité,  et  donner  en  conséquence  g— §,  car  nous  démontre- 
rons tout  à  l'heure  que  quand  une  équation  doit  avoir  plus  de 
racines  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  son  degré,  les 
coefficients  de  tous  ses  termes  sont  identiquement  nuls. 
Mais  pourquoi  la  formule  [8]  a-t-elle  donné  la  valeur  fausse 

g=  Q?  C'est  que  l'équation  [5],  d'où  elle  dérive,  étant  satisfaite 

par  p=0,  admet  toutes  les  valeurs  imaginables  pour  g  :  or,  en 
la  divisant  parp,  on  lui  ôte  cette  propriété,  et  il  n'est  pas  éton- 
nant que  l'équation  résultante  donne  pour  g  une  valeur  diffé- 
rente de  celle  que  l'on  cherche.  D'ailleurs,  en  substituant 
dans  [8]  la  valeur  p=0,  nous  ne  faisons  usage  que  de  la  seule 
C.  37 
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équation  [5],  et  par  conséquent  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que 
les  valeurs  que  l'on  trouve  ainsi  satisfassent  à  l'équation  [6]. 
Quant  au  système  [10],  on  en  lire 


q=±:s/D,    p=:d=\/— B±:2v/D.  [11] 

Si  D<<0,  ces  valeurs  sont  imaginaires;  mais  alors  celles  que 
l'on  a  tirées  du  système  [9]  sont  réelles. 

Si  D>0,  et  qu'on  ait  en  même  temps  B>0  etB- — 4D>0, 
p  est  imaginaire,  mais  les  valeurs  fournies  par  les  équations  [9] 
sont  encore  réelles.  Si,  au  contraire,  B^  —  4D<0,  les  valeurs 
de  p  données  par  la  formule  [11]  sont  réelles.  Elles  le  sont 
aussi  si,  D  étant  positif,  B  est  négatif.  Donc  le  théorème  de 
Descartes  est  vrai  dans  tous  les  cas. 

702.  Théorème.  Lorsqu'une  équation  a  plus  de  racines  quil 
nij  a  d'unités  dans  V exposant  de  son  degré^  les  coefficients  de  tous 
ses  termes  sont  identiquement  nuls. 

Considérons,  en  effet,  l'équation 

et  supposons  qu'elle  ait  (m+1)  racines  a,  5,  c,....,  /e,  l  :  il  ré- 
sulte du  théorème  du  n°  318  que  l'on  aura  identiquement 

kx'^+Bx"'-'+...,+Tx  +  \]=A{x—a){x—b){x—c),.,.(x—k). 

Or,  si  l'on  remplace  x  par  /,  le  premier  membre  se  réduira  à 
zéro,  de  sorte  qu'il  en  devra  être  de  même  du  second.  Mais  au- 
cun des  facteurs  l—  a,  l—b,  l—c ,....,  l—k  n'étant  nul,  il  faudra 
nécessairement  que  A=:0.  Ainsi  une  équation  du  degré  m  ne  peut 
pas  avoir  (m-j-  1)  racines  y  à  moins  que  le  coefficient  de  son  pre- 
mier terme  ne  soit  nul.  Mais  les  m  quantités  a,  b,  c,....,  k  sont 
racines  de  l'équation 

B^"-i  +  Ca;'"-«+ . . . .  +Taj + U  =  0, 

car  on  a,  par  exemple,  l'identité  Aa'"+Ba'"-*+....+Ta+U— 0; 
donc  B=0.  On  prouvera  demême  que  G=0,  D=0,....,T=0, 

U=o. 
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S  III.  DU  THÉORÈME  DE  STURM. 

705.  Le  théorème  dont  nous  allons  actuellement  nous  oc- 
cuper fournit  un  moyen  sûr  de  connaître  combien  une  équa- 
tion a  de  racines  réelles  comprises  entre  deux  nombres  quel- 
conques, ce  qui  suffit  pour  conduire  à  la  détermination 
effective  de  toutes  les  racines  réelles  de  cette  équation. 

Soit 

une  équation  numérique  d'un  degré  quelconque  :  jesuppose"^ 
que  l'on  ait  effectué  les  opérations  nécessaires  pour  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  le  premier  membre  de  cette 
équation,  que  je  désignerai  par  X,  et  sa  dérivée,  que  j'appelle- 
rai Xi,  en  ayant  toutefois  la  précaution  de  changer  les  signes  de 
tous  les  termes  de  chaque  reste  avant  de  le  prendre  pour  divi- 
seur. Ainsi,  on  divisera  d'abord  XparXi,  et,  quand  on  sera  ar- 
rivé à  un  reste  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  Xi,  on  changera 
les  signes  de  tous  les  termes  de  ce  reste.  Désignons  par  Xa  le 
polynôme  ainsi  obtenu.  On  divisera  de  la  même  manière  Xi 
parXs,  et,  après  avoir  encore  changé  les  signes  de  tous  les  termes 
dureste,  on  aura  un  nouveau  polynôme  X3  d'un  degrémoindre 
que  celui  de  X^:  on  divisera  X2  par  X3,  et  en  continuant  ceîîe 
série  de  divisions,  on  parviendra  finalement,  soit  à  un  resle 
numérique indépendantde  xet  différent  de  zéro,  soit  à  unrest-j 
fonction  de  x  qui  divisera  exactement  le  reste  précédent.  Nous 
examinerons  ces  deux  cas  séparément. 

1"  Cas.  Supposons  d'abord  que  réquationX=0  n'ait  pas  de 
racines  égales,  auquel  cas  les  polynômes  X  et  Xi  sont  premiers 
entre  eux.  En  représentant  les  quotients  successifs  que  l'on 


*  Nous  croyons  ne  pouvoir  mieux  faire  que  d'extraire  ce  qui  va  suivre  du 
beau  Mémoire  de  Sturm. 


^ 
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aura  trouvés  par  Qi,  Q2,  Qs,....,  on  a  cette  suite  d'égalités 

Xi^QaXa — X3 

Xn_i  =  QnX„ X„,+i 

Ar_2=-  Ur-lX.,.-! X^, 

Xr  étant  une  quantité  numérique.  Cela  posé,  Sturm  a  déduit 
de  la  considération  des  fonctions  X,  Xi,X2,....,Xrle  théorème 
suivant,  l'une  des  plus  belles  découvertes  algébriques  que  l'on 
ait  faites  dans  ce  siècle. 

Théorème,  ctet  ^  étant  deux  nombres  de  grandeurs  et  de  signes 
quelconques^  on  substituera  le  plus  petit  des  deux  ol  à  la  place 
de  X,  dans  toutes  les  fonctions 

X,  Xi,   Xg,....,  Xr_l,   Xr, 

puis  on  écrira,  par  ordre,  sur  une  même  ligne,  les  signes  des  ré- 
sultats, et  Von  comptera  le  nombre  des  variations  qui  se  trouvent 
dans  cette  suite  de  signes;  on  comptera  de  même  le  nombre  des  va- 
riations fournies  par  la  substitution  de  ^  à  la  place  de  x,  et  au- 
tant il  y  aura  de  variations  de  moins  dans  cette  seconde  suite  de 
signes  que  dans  la  première,  autant  V équation  X  =  0  aura  de  ra- 
cines réelles  comprises  entre  a  e^  ,8 . 

Si  la  seconde  suite  présente  autant  de  variations  que  la  première, 
V équation  proposée  n'aura  aucune  racine  comprise  entre  a  e^  p. 

D'ailleurs  la  seconde  suite  ne  peut  pas  avoir  plus  de  variations 
que  la  première. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  allons  examiner  com- 
ment le  nombre  des  variations  formées  par  les  signes  des  fonc- 
tions, pour  une  valeur  quelconque  de  x,  peut  s'altérer  quand 
cette  variable  croît  d'une  manière  continue.  Or  il  ne  peut  ar- 
river de  changements  dans  cette  suite  de  signes  qu'autant 
qu'une  des  fonctions  X,  Xi, .  X., .  •  •  • ,  X^-i  change  de  signe,  et  par 
conséquent  devient  nulle(o42).  Il  y  a  donc  deux  cas  àexaminer, 
selon  que  la  fonction  qui  s'évanouit  est  la  première  X,  ou 
quelqu'une  des  fonctions  Xi,  X.,....,  Xr-i  intermédiaires  entre 


DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  581 

X  et  Xr-  La  dernière  X^  étant  un  nombre  ne  peut  pas  changer 
de  signe. 

704.  Voyons  premièrement  quelle  altération  éprouve  la  suite 
des  signes  lorsque  x,  en  croissant  d'une  manière  continue,  at- 
teint et  dépasse  une  valeur  qui  annule  la  première  fonction  X. 
Désignons  cette  valeur  par  a,  La  dérivée  Xi  de  X  ne  peut  pas 
s'évanouir  en  même  temps  que  X,  pour  x=^a,  car,  par  hypo- 
thèse, l'équation  X  =  0  n'a  point  de  racines  égales.  Ainsi  il 
existe  une  quantité  positive  h  assez  petite  pour  qu'entre  a— h 
et  a-\-h  il  ne  tombe  aucune  racine  de  l'équation  Xi  =  0,  de 
telle  sorte  que  quand  a;  croîtra  d'une  manière  continue,  depuis 
a — /i  jusqu'à  a  +  Zi,  Xi  ne  changera  pas  de  signe.  Il  faut  main- 
tenant déterminer  le  signe  de  X  pour  a; = a -|- /t.  Pour  cela,  je 
désigne  X  par  ^{x)  et  ses  dérivées  successives  par  <p'(a;),  cp"(rr),...., 
selon  la  notation  usitée.  Lorsqu'on  fera  a;  =  a -f/^,  X  et  Xi  de- 
viendront respectivement  cp(a  +  h)  et  ^'{a  -j-  h),  et  on  aura 

OU  bien,  en  observant  que  ^{a)  est  zéro  et  que  ©'(a)  ne  l'est  pas, 

On  voit,  d'après  cette  expression,  qu'en  attribuant  à  h  des  va- 
leurs positives  suffisamment  petites,  on  pourra  rendre  les 
termes  qui  suivent  ©'(a)  aussi  petits  que  l'on  voudra ,  de  sorte 
que  le  deuxième  membre,  et  par  conséquent  le  premier,  aura  le 
même  signe  que  <p'(a).  Donc  cp(a+/«)  aura  aussi  le  même  signe 
que  cp'(a  + //),  puisque  nous  avons  observé  que  le  signe  de  o\x) 
ne  changeait  pas  lorsque  x  variait  depuis  a—  /i  jusqu'à  a -f  ^i- 
Donc  X  a  le  même  signe  que  Xi  pour  rc— a+/i. 
En  changeant  h  •—  h  dans  la  formule  précédente,  il  viendra 
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et  l'on  verra,  comme  tout  à  l'heure,  que  o{a  —  h)  a  un  signe 
contraire  à  celui  de  ©'(a);  d'où  il  suit  que  pour  a;  =  a  —  /i,  le 
signe  de  X  est  contraire  à  celui  de  X,. 

Donc,  si  le  signe  de  Xi  pour  a;  =  aest+,  le  signe  de  X  sera 
+  pour  x=^a  +/i,  et  —  poura;  =  a  —  h.  Si,  au  contraire,  Xi a 
le  signe  —  pour  rr  =  â,  X  aura  le  signe  —  pour  x=:a-\-h^  et 
le  signe  +  pour  x=^  a — h.  D'ailleurs  Xi  a  les  mêmes  signes 
pour  a;  =  a— /^  et  pour  a; = a  -\-h  que  pour  a^  =  a. 

Ces  résultats  sont  indiqués  dans  le  tableau  suivant 


X     Xi  [XX, 


pour  ^^-«-^'      --■    +  ou  bien      .  ^ 

x^a+h       +    +  (-      - 

Ainsi,  lorsque  la  fonction  X  s'évanouit  pour  rr  =  a,  le  signe 
de  X  forme  avec  celui  de  Xi  une  variation  avant  que  x  atteigne 
la  valeur  a ,  et  cette  variation  est  changée  en  une  permanence 
après  que  x  a  dépassé  cette  racine. 

Quant  aux  autres  fonctions  Xs,  Xg, . . . . ,  chacune  aura  comme Xi, 
soit  pour  x  =  a-\-h,  soit  pour  x=^a  —  /i,  le  même  signe  qu'elle 
a  pour  a?=:a,  si  toutefois  aucune  ne  s'évanouit  pour  x^=^a  en 
môme  temps  que  X.  Ainsi,  la  suite  des  signes  des  fonctions 
X,  Xi,  Xg,....,  X^  perd  une  variation,  lorsque  a;  en  croissant  dé- 
passe une  valeur  a  qui  annule  X  sans  annuler  aucune  des  au- 
tres fonctions  Xi,  Xa.Xs,....  Il  faut  maintenant  examiner  ce  qui 
arrive  lorsque  Tune  de  ces  fonctions  s'évanouit. 

70o.  Soit  Xn  une  fonction  intermédiaire  qui  s'annule  quand 
X  devient  égale  à  h.  Cette  valeur  de  x  ne  peut  réduire  à  zéro 
ni  la  fonction  X^-i  qui  précède  immédiatement  X„,  ni  la  fonc- 
tion X„+i  qui  la  suit;  car,  si  cela  était,  le  facteur  x — h  divise- 
rait en  môme  temps  deux  restes  consécutifs  X„_i  et  X„,  ou  X„  et 
X„+i ,  et  par  conséquent  X  et  Xt,  ce  qui  ne  se  peut ,  puisque 
Téquation  X=:0  est  supposée  ne  pas  avoir  de  racines  égales. 
Les  deux  fonctions  X„_i  et  X„+i  ont  donc,  pour  x=^h,  des  va- 
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leurs  différentes  de  zéro  ;  en  outre,  ces  valeurs  sont  de  signes 
contraires,  car  l'équation 

donne  X„_i= — X„+i,  lorsqu*on  aX„  =  0. 

Cela  posé,  substituons  à  la  place  de  x,  deux  nombres  b  —  h 
et  b-{-h,  très-peu  différents  de  b  :  les  deux  fonctions  X„_i  et 
X„+i  auront,  pour  ces  deux  valeurs  de  œ,  les  mêmes  signes  que 
pour  x  =  b,  puisqu'on  peut  toujours  prendre  li  assez  petit 
pour  qu'il  ne  se  trouve  aucune  racine  des  équations  Xn-i  =  0 
et  X„H.i  =  0  entre  b-^h  eib-\-h.  Quel  que  soit  le  signe  de 
X^.,  pour  œ  =  b  —  h,  comme  il  est  placé  dans  la  suite  des  si- 
gnes entre  ceux  de  X„_i  et  de  X„+i,  qui  sont  contraires,  les 
signes  des  trois  fonctions  consécutives  Xn_i,  X„  et  X„+i,  pour 
x^=b  —  /i,  formeront  toujours,  soit  une  permanence  et  une 
variation,  soit  une  variation  et  une  permanence.  Pareillement 
les  signes  de  ces  trois  fonctions  XiOurx=  b-\-h,  quel  que  soit 
celui  de  X„,  formeront  une  variation  et  n'en  formeront  qu'une. 

D'ailleurs,  chacune  des  autres  fonctions  aura  un  même  signe 
pour  x=b  —  h  et  pour  x  =  b-\-h,  pourvu  qu'aucune  ne  de- 
vienne nulle  j)Oiivx  =  b,  en  même  temps  que  X„. 

Gonséquemment ,  la  suite  des  signes  de  toutes  les  fonctions 
X,Xi,  X2,....,X^,  pour  07  =  5  +  /^,  présentera  précisément  au- 
tant de  variations  que  la  suite  de  leurs  signes  pour  x  =  b  —  h. 
Ainsi,  le  nombre  des  variations  dans  la  suite  des  signes  n'est  pas 
changé ,  quand  une  fonction  intermédiaire  quelconque  passe 
par  zéro. 

On  arriverait  évidemment  à  la  même  conclusion,  si  plusieurs 
fonctions  intermédiaires  non  consécutives  s'évanouissaient  pour 
la  même  valeur  de  x.  Mais  si  cette  valeur  annulait  aussi  la  pre- 
mière fonction  X,  le  changement  de  signe  de  celle-ci  ferait  alors 
disparaître  une  variation  sur  la  gauche  de  la  suite  des  signes, 
ainsi  que  nous  l'avons  fait  voir  au  n°  704. 

11  est  donc  démontré  que  chaque  fois  que  la  variable  x,  en 
croissant  d'une  manière  continue,  atteint  et  dépasse  une  valeur 
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qui  rend  X  égale  à  zéro,  la  suite  des  signes  des  fonctions 
X,  Xi,  Xa,....,  X^  perd  une  variation  formée  sur  la  gauche  par 
les  signes  de  X  et  de  Xi,  laquelle  est  remplacée  par  une  perma- 
nence tandis  que  les  changements  de  signes  des  fonctions  in- 
termédiaires Xi,  Xa,....,  Xr_i  ne  peuvent  jamais  ni  augmenter  ni 
diminuer  le  nombre  des  variations  qui  existent  déjà.  En  consé- 
quence, si  Von  fait  croître  x  d'une  manière  continue  depuis  a 
jusquà  [3,  autant  la  suite  des  signes  des  fonctions  X,  Xi,  Xa, . . . . ,  Xr, 
pour  x  =  ^,  contiendra  de  variations  de  moins  que  la  suite  de 
leurs  signes  pour  œ  =  oL,  autant  il  y  aura  de  racines  de  l'équa- 
tion X  =  0  comprises  entre  a  et  p. 

706.  Pour  faciliter  les  applications,  il  est  nécessaire  d'ajou- 
ter plusieurs  remarques  à  ce  qui  précède. 

Dans  les  divisions  successives  qui  servent  à  former  les  fonc- 
tions Xa,  X3,  — ,  X^,  on  pourra  multiplier  ou  diviser  chaque 
dividende  ou  chaque  diviseur  par  tel  nombre  positif  que  l'on 
voudra.  Les  fonctions  X,  Xi,  X2,....,Xr  que  l'on  obtiendra  ainsi 
auront  encore  les  mêmes  signes,  pour  chaque  valeur  de  x,  que 
celles  que  nous  avons  considérées  précédemment.  On  évitera 
de  cette  manière  les  coefficients  fractionnaires. 

707.  Si  X  s'évanouit  pour  a?  =  a,  on  en  conclut  d'abord 
que  a  est  une  racine  de  X  =  0  ;  puis  on  attribue  à  x  une  valeur 
a+/^  qui  surpasse  a  d'une  quantité  aussi  petite  que  l'on  voudra. 
Pour  cette  valeur  a  -|-  h  de  x,  les  signes  des  X  et  de  Xi  forment 
une  permanence,  comme  on  l'a  vu  au  n°  704,  tandis  que  dans 
le  reste  de  la  suite  des  signes ,  depuis  Xi  jusqu'à  Xr ,  il  y  a  le 
môme  nombre  de  variations  que  pour  a;  =  a  (703).  On  trouvera 
donc,  par  la  règle  générale,  combien  il  y  a  de  racines  de  X  =  0 
comprises  entre  a-\-he\  p,  c'est-à-dire  plus  grandes  que  a  et  plus 
petites  que  p.  Ainsi,  on  comptera  le  nombre  des  variations  for- 
mées par  la  suite  des  signes  des  fonctions  Xi,  Xs,....,  X^  pour 
x=oL ,  et  autant  il  y  en  aura  de  moins  que  dans  la  suite  des 
signes  de  toutes  les  fonctions  X,Xi,X2j.-.-,X^,  poura7  =  p,  au- 
tant, etc. 

De  même  si  p  était  racine  de  X=  0,  on  déterminerait,  par  la 
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même  règle,  le  nombre  de  ses  racines  comprises  entre  a  et 
p  — /t,  en  observant  que,  pour  a;=  p  —  /i,  le  signe  de  X  est 
contraire  à  celui  de  Xi,  et  que ,  dans  le  reste  de  la  suite ,  il  y  a 
autant  de  variations  pourrc  =  p  — h  depuis  Xi  jusqu'à  Xr  que 
pour  a;  =  p. 

708.  Lorsqu'on  pourra  reconnaître  qu'une  des  fonctions 
auxiliaires  X„  conserve  constamment  le  même  signe  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  p,  il  ne  sera  point 
nécessaire  de  considérer  les  fonctions  qui  suivent  Xn;  il  suffira 
de  substituer  ces  deux  nombres  a  et  p  dans  les  fonctions  X,  Xi, 
Xa,,..,  X„,  et  d'écrire  les  signes  des  résultats;  autant  la  suite  des 
signes,  pour  a;  =  , S,  présentera  de  variations  de  moins  que  celle 
des  signes,  pour  0?  =  a,  autant  il  y  aura  de  racines  de  l'équation 
X  =  0  comprises  entre  a  et  p. 

En  effet,  on  peut  appliquer  au  système  partiel  des  fonctions 
X,  Xi,  X2,...,Xnla  démonstration  que  nous  avons  donnée  plus 
haut  pour  le  système  complet  des  fonctions  X,  Xi,  Xa,....,  X„, 
X„+i,....,  Xr,  dont  la  dernière  était  un  nombre  constant.  Dans 
l'hypothèse  actuelle ,  X„  conserve  toujours  le  même  signe  sans 
avoir  une  valeur  constante  pour  toutes  les  valeurs  de  x  crois- 
sant depuis  a  jusqu'à  p.  Or,  comme  on  l'a  vu,  la  suite  des  signes 
de  ces  fonctions  X,  Xi,....,  X^  perd  une  variation  chaque  fois  que 
X  devient  nul  (704),  et  l'évanouissement  d'une  fonction  inter- 
médiaire entre  X  et  X„  ne  peut  ni  augmenter  ni  diminuer  le 
nombre  des  variations  (705).  Donc,  autant  la  substitution  de  S 
à  la  place  de  x,  dans  les  fonctions  X,Xi,  Xa,....,  X„,  donnera  de 
variations  de  moins  que  la  substitution  de  a,  autant  il  y  aura 
de  racines  de  X  =  0  comprises  entre  a  et  p. 

709.  Le  théorème  de  Sturm^  modifié  de  celte  manière,  sera 
souvent  d'une  application  plus  facile.  Ainsi ,  lorsqu'en  cher- 
chant le  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  de  Xi,  on  parvien- 
dra à  un  reste  X„  du  deuxième  degré  qui ,  égalé  à  zéro ,  ne 
donne  que  des  valeurs  imaginaires  de  a;,  il  ne  sera  pas  néces- 
saire de  pousser  plus  loin  les  divisions  ;  car  ce  polynôme  X^  sera 
constamment  de  même  signe  que  son  premier  terme,  pour  toutes 
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les  valeurs  réelles  de  x,  de  sorte  qu'on  pourra  le  prendre  pour 
la  dernière  des  fonctions  auxiliaires. 

On  peut  même  encore  s'arrêter  à  un  polynôme  X„  qui  s'an- 
nule pour  des  valeurs  réelles  de  x,  pourvu  qu'on  puisse  déter- 
miner toutes  ces  valeurs,  et  qu'aucune  d'elles  ne  réduise  en 
môme  temps  X  à  zéro .  En  effet,  en  désignant  parp,  q,r,....  celles 
qui  seraient  comprises  entre  a  et  p ,  après  les  avoir  disposées 
par  ordre  de  grandeur  (26),  en  commençant  par  la  plus  petite , 
et  en  observant  que  X„  conserve  le  même  signe  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  depuis  a  jusqu'à  p ,  on  trouvera  par  l'appli- 
cation du  théorème  modifié  (708),  et  en  raisonnant  comme 
au  n°  707,  combien  l'équation  X=::0  a  de  racines  com- 
prises entre  a  eip — h,  h  étant  une  quantité  susceptible  de 
décroître  indéfiniment  ;  de  même,  X„  ayant  encore  un  signe 
constant  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  p  ei  q, 
on  trouvera  combien  X  =  0  a  de  racines  entre  p-\-h  et  g  —  /i, 
c'est-à-dire  entre  ??  et  g,  en  prenant  h  suffisamment  petit.  On 
reconnaîtra  de  même  combien  X  =  0  a  de  racines  entre  q  et  r, 
et  ainsi  de  suite. 

710.  Le  théorème  général  donne  le  moyen  de  connaître  le 
nombre  total  des  racines  réelles  de  l'équation  X=0.  En  effet, 
il  suit  du  n°  C84  qu'il  est  toujours  possible  d'assigner  à  x  deux 
valeurs +  L  et  —  L,  à  partir  desquelles  chacune  des  fonctions 
X,Xi,  X2,....,X,.  conserve  constamment  le  signe  que  prend  son 
premier  terme  pour  cette  valeur  de  x,  de  sorte  que  toutes  les 
racines  réelles  de  l'équation  X  =  0  sont  comprises  entre  ces 
deux  nombres +  L  et  —  L.  D'un  autre  côté,  il  est  clair  que 
faire  x  =  —  L,  dans  toutes  les  fonctions,  revient  à  y  remplacer 
d'abord  x  par  —  ^r,  et  à  substituer  ensuite  +  L  au  lieu  de  cette 
variable  dans  les  foncfions  résultantes;  donc  pour  connaître  le 
nombre  des  racines  réelles  de  r équation  X  =  0,  on  changera  x 
en  —  x  dans  le  premier  terme  de  chacune  des  fonctions  X,  Xi, 
Xg,....,  X^_i,  Xr,  et  on  écrira  les  signes  des  résultats  sur  une 
ligne  horizontale;  on  écrira  sur  une  seconde  ligne  les  signes  des 
premiers  termes  de  ces  mêmes  fonctions,  et  autant  il  y  aura  de 
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variations  de  moins  dans  cette  seconde  ligne  que  dans  la  pre- 
mière ^  autant  la  proposée  aura  de  racines  réelles. 

Si  on  écrit  sur  une  troisième  ligne  les  signes  des  derniers 
termes  de  toutes  les  fonctions  X,Xi,X2,....,Xr,  ce  qui  revient  à 
y  faire  rr  =  0,  l'excès  du  nombre  des  yariations  ainsi  trouvées 
sur  celui  que  présente  la  deuxième  ligne  déterminera  le 
nombre  des  racines  positives  de  l'équation  X=:0. 

711.  On  peut  faire  usage  d'une  règle  plus  simple  pour  dé- 
terminer le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  X  ^  0, 
lorsque  les  fonctions  X,  Xi,  Xs,....  sont  au  nombre  de  m  +  1, 
m  désignant  le  degré  de  la  première. 

Il  est  clair,  en  effet ,  que  deux  fonctions  consécutives  quel- 
conques sont  l'une  de  degré  pair,  et  l'autre  de  degré  impair  ;  de 
sorte  que  si  leurs  premiers  termes  forment  une  variation  ou 
une  permanence,  ils  présenteront  au  contraire  une  perma- 
nence ou  une  variation,  quand  on  y  aura  changé  x  en  —  x.  Si 
donc ,  dans  la  suite  des  signes  des  premiers  termes  de  toutes  les 
fonctions  X,Xi,X2,....,X^,  il  y  a  i^  variations  etp  permanences, 
quand  on  aura  remplacé  x  par  —  x,  la  suite  des  signes  de  leurs 
premiers  termes  contiendra  p  variations  et  v  permanences  ;  par 
conséqaent  la  proposée  a  {p — v)  racines  réelles  (705);  mais  le 
nombre  total  de  ses  racines  est  m=p-{-v;  donc  elle  a  {p-\-r) 
— (p  —  v)=2v  racines  imaginaires.  Donc  V équation  X  =  0  a 
autant  de  couples  de  racines  imaginaires  qu'il  y  a  de  variations 
dans  la  suite  des  signes  des  premiers  termes  de  toutes  les  fonc- 
tions X,  Xi,  Xa,....,  X^. 

712.  Corollaire.  Pour  que  V équation  X  =  0  ait  taules  ses 
racines  réelles ,  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  X,  Xi,  X?,...., 
jusqu'à  celle  qui  ne  contient  plus  x  inclusivement,  soient  au 
nombre  de  m  +  1 ,  et  qu'en  outre  leurs  premiers  termes  soient 
tous  positifs.  En  effet,  si  le  nombre  des  fonctions X,Xj,X2,.... 
était  moindre  que  m  -[-  1,  la  suite  des  signes  de  leurs  premiers 
termes  ne  pourrait  pas  présenter  m  variations,  quand  on  y  au- 
rait changé  x  en  —  x;  or,  au  contraire .  elle  doit  avoir  m  varia- 
tions déplus  que  la  suite  des  signes  des  premiers  termes  de  ces 
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fonctions ,  si  la  proposée  a  toutes  ses  racines  réelles.  Il  faut  donc 
d'abord  que  le  nombre  des  fonction  s  X,Xi,X2,....  soit  m +1  :  en 
second  lieu,  leurs  premiers  termes  doivent  être  tous  positifs;  car, 
ceux  de  X  et  de  Xi  l'étant ,  s'il  n'en  était  pas  de  même  de  tous 
les  autres ,  il  y  aurait  une  ou  plusieurs  variations  dans  la  suite 
des  signes  des  premiers  termes  des  fonctions  X,  Xi,  Xg,....,  X^, 
et  l'équation  X  —  0  aurait  ainsi  un  ou  plusieurs  couples  de  ra- 
cines imaginaires.  Les  conditions  que  nous  avons  énoncées  sont 
donc  nécessaires  ;  elles  sont  aussi  suffisantes  ;  car,  si  elles  sont 
remplies ,  la  proposée  ne  pourra  pas  avoir  de  racines  imagi- 
naires (710). 

715.  Lorsque  les  coefficients  de  l'équation  X  —  G  sont  indé- 
terminés, les  polynômes  X2,  X3,....  que  l'on  obtient  par  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  de  Xi,  sont 
respectivement  des  degrés  m — 2,  m — 3,,...,  et  les  coefficients 
des  plug  hautes  puissances  de  a;  dans  ces  polynômes,  en  y  com- 
prenant X^,  sont  des  quantités  littérales  composées  des  coeffi- 
cients de  l'équation  X  =  0.  Les  conditions  de  la  réalité  de 
toutes  les  racines  de  cette  équation  se  réduisent  donc  à  ce  que 
les  coefficients  des  premiers  termes  des  polynômes  X2,  Xs, . . . . ,  X^ 
soient  positifs ,  aucun  n'étant  nul.  On  voit  que  le  nombre  de 
ces  conditions  n'est  pas  plus  grand  que  (m—  1),  mais  il  peut 
être  moindre,  parce  que  quelques-unes  peuvent  être  com- 
prises dans  les  autres. 

La  méthode  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  avait 

donné — -  pour  la  limite  du  nombre  de  ces  conditions 

(o93). 

""  714.  2°  Cas.  Nous  avons  admis  jusqu'à  présent  que  l'équa- 
tion X  =  G  n'avait  pas  de  racines  égales,  parce  qu'on  peut  tou- 
jours faire  en  sorte  de  n'avoir  à  résoudre  que  des  équations  qui 
remplissent  cette  condition  (602)  ;  mais  le  théorème  énoncé  au 
11°  705  peut  encore  s'appHquer  au  cas  où  l'équation  aurait  des 
racines  égales.  Supposons  donc  que 
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alors,  en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et 
de  Xi ,  comme  nous  l'avons  prescrit  au  n°  705,  on  trouvera 
un  diviseur  X^  qui  divisera  exactement  le  précédent  X;._i,  et  on 
aura  (G02) 

Xr  =  (rr  —  a)**-^  (x^  b)^-^  (x  —  cf-^ 

Cela  posé,  si  l'on  divise  les  fonctions  X,Xi,  Xs,....^  X;.,  par  X^, 
on  trouvera  une  suite  de  fonctions  T,  Ti,!.,....,  T^=4-l,  aux- 
quelles on  pourra  appliquer  le  théorème  de  Sturm. 
En  effet,  on  voit  d'abord  que 

T  =  :^  =  {x — a){x  —  h){x  —  c)....  {x-^k), 

Ar 

de  sorte  que  l'équation  T=  0  a  les  mêmes  racines  queX=0, 
mais  chacune  de  ces  racines  n'entre  qu'une  fois  dans  T  =  0. 
Ensuite,  comme 

■\^  X       ,  X       ,         X      ,  ,       X     ,         • 

x  —  a  '  ^  X  —  h  '  ^x  —  c  '  '   X  —  /c' 

il  en  résulte  que 

X — a  '     X — b  '     x  —  c  '  '  X — /?' 

et  qu'ainsi  les  fonctions  T  et  Ti  sont  premières  entre  elles  (ceci 
est  d'ailleurs  une  conséquence  des  équations  T  =  TiQi  —  %, 
Ti  =  Ï2Q-2— T3,....,Tr-2=T,-iQr-i— 1,  que  l'on  déduit  de  celles 
du  n°  705).  En  outre,  on  lire  de  cette  dernière  équation 

Ti_     n  p      .      g  1     ___n  +  Q(x—a) 

T       X — a~^  X — b~^  X — c~^""~^x — k  x  —  a      ' 

n 


en  appelant  Q  la  somme  de  toutes  les  fractions  qui  suivent 


X — a 


T 

cette  formule  fait  voir  que  le  rapport  ^^  est  positif  pour  les 

valeurs  de  x  un  peu  plus  grandes  que  a,  et  négatif  pour  les 
valeurs  de  cette  variable  un  peu  plus  petites  que  a  ;  car,  en 
posant  x  =  a-{-heX  prenant  h  suffisamment  petit,  le  numéra- 
teur du  second  membre  aura  le  même  signe  que  n.  Ainsi,  le 
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signe  de  T  forme  avec  celui  de  Ti  une  variation,  avant  que  x 
atteigne  la  valeur  a,  et  cette  variation  est  changée  en  une  per- 
manence, après  que  x  a  dépassé  cette  racine. 

Chacune  des  autres  fonctions  Ta,  T3,....  aura  d'ailleurs,  soit 
pour  x  =  a — h,  soit  pour  x=^a-\-h,  le  même  signe  qu'elle  a 
pour  x=-a,  si  toutefois  aucune  ne  s'évanouit  pour  x  =  a.  On 
conclut  de  là  que  la  suite  des  signes  des  fonctions  T,  Ti,  T2,....,T^ 
perd  une  variation  sur  la  gauche  lorsque  x,  en  croissant,  dé- 
passe une  racine  de  l'équation  T=  0. 

En  raisonnant  comme  au  n»  70o,  on  verra  que  si  une  des 
autres  fonctions  Ti,  T2,....,  Tr-i,  telle  que  T„,  s'évanouit  pour 
une  valeur  de  x  qui  ne  réduira  pas  en  même  temps  T  à  zéro, 
le  nombre  des  variations  restera  le  môme  dans  la  suite  des 
signes  ;  car  on  a  T„_i  =  T„Q„  —  T„+i. 

En  conséquence,  si  x  croît  cVum  manière  continue,  depuis  a 
jusqu'à  p,  autant  la  suite  des  signes  des  fonctions  T,  Ti,  Ta,....,  T^ 
aura  de  variations  de  moins  pour  x  =  p  que  pour  x=a,  au- 
tant r équation  T  =  0  aura  de  racines  comprises  entre  ces  deux 
nombres. 

Remarquons  qu'il  n'est  pas  même  nécessaire  de  calculer  les 
fonctions  T,  Ti,  T2,....,  T^  ;  car,  puisque  ces  fonctions  sont  les 
quotients  respectifs  que  l'on  trouve  en  divisant  X,Xi,  X2,....,X^ 
par  Xr,  on  conçoit  que  si,  pour  une  certaine  valeur  de  x,  Xr  a 
une  valeur  positive  ou  négative,  les  fonctions  T,  Ti,  T2,....,  T^ 
seront  toutes  de  mêmes  signes  ou  de  signes  contraires  que  leurs 
correspondantes  X,  Xi,  X2, . . . . ,  X^ ,  e t  qu'ainsi  cette  dernière  suite 
présentera  les  mêmes  variations  que  la  suite  des  signes  de  T, 
Ti,  T2,....,  Tr.  Donc  le  nombre  des  racines  réelles  différentes  de  Vé- 
quation  X  =  G  comprises  entre  a  et  p,  abstraction  faite  du  degré  de 
multiplicité  de  chacune,  est  égal  à  V excès  du  nombre  des  variations 
contenues  dans  la  suite  des  signes  de  X,  Xi,  X2,....,  X,.  pour  x=a, 
sur  le  nombre  des  variations  de  la  même  suite  pour  x  =  p.  Ainsi, 
le  théorème  convient  au  cas  des  racines  égales,  pourvu  toute- 
fois que  a  et  p  ne  soient  pas  des  racines  de  X=  0. 

*71o.  Occupons-nous  maintenant  de  déterminer  le  degré  de 
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multiplicité  de  chaque  racine.  Il  suit  du  11°  G02  que  la  dciivée 
de  T  a  pour  expression 

m  m  m  m 

'J'  _.  -^  I  -*-  I t I  I 

x—a~^x—b~^x — c  '~  ""  ~^ x  —  k^ 
d'où 


T       X — a  '  X — b      X  —  c      ""  ^  X — k  x — a 


....+ 


1  l+^{x—a) 


en  appelant  R  la  somme  des  fractions  qui  suivent  .    En 

X  ^~*  Cl 

T'  T 

divisant  par  ce  rapport  f^  le  rapport  j^,  dont  nous  avons  trouvé 

la  valeur  précédemment,  il  viendra 

T'""l  +R{x  —  ay 
d'où  l'on  tire,  en  faisant  x=a, 

% 

f,  =  n. 

Si  la  racine  a  est  incommensurable  et  qu'on  ne  l'ait  pas 
obtenue  sous  forme  finie,  on  ne  trouvera  que  des  valeurs  ap- 
prochées de  Ti  et  de  T',  mais  leur  quotient  devra  différer  très- 
peu  d'un  nombre  entier,  qui  sera  71. 

710.  Il  est  intéressant  de  savoir  comment  la  suite  des  signes 
des  fonctions  X,  Xi,  X2,....,  X^  doit  se  modifier,  pour  qu'elle 
puisse  perdre  une  variation,  chaque  fois  que  X  s'évanouit. 

Soit  a  une  racine,  ou  simple,  ou  multiple,  de  X  =  0  :  les 
deux  fonctions  X  et  Xi  auront  des  signes  semblables  pour 
x  =  a-\-h,etsib  désigne  la  racine  simple  ou  multiple  de  X  =  G 
immédiatement  plus  grande  que  a,  de  sorte  que  cette  équation 
n'ait  point  de  racines  entre  a  et  b,  Xi  aura  pour  x=b — h  un 
signe  contraire  à  celui  de  X.  Mais  X  conserve  constamment  le 
même  signe,  lorsque  x  croît  d'une  manière  continue  depuis 
a +  /z  jusqu'à  b—h\  donc  Xi  doit,  en  même  temps,  changer 
de  signe  une  fois  ou  un  nombre  impair  de  fois. 
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Soit  a'  la  valeur  unique,  ou  la  plus  petite  racine  de  Téqua- 
lion  Xi  =  0  qui  soit  comprise  entre  <2  et  6,  X  et  Xi  auront  pour 
o:=a'  —  h  le  même  signe  qu'elles  ont  pour  x=:^a-\-h\  mais, 
pour  x=^a'-\-h,  X  aura  encore  ce  même  signe  et  Xi  un  signe 
contraire;  de  sorte  que  la  permanence  formée  par  les  signes 
de  X  et  de  Xi  pour  a;=a4-  /i,  se  sera  changée  en  une  variation 
pour  x  =  a'-\-h.  Or  Xj  aura  un  signe  contraire  à  celui  de  X 
pour  les  trois  valeurs  x=a'—h,  x  =  a'  et  x=a'-\-h  (70i5)  ; 
de  sorte  qu'on  peut  former  le  tableau  suivant  : 

X  Xi  Aa 

x=^a' — h  dz  d=  qn 

x=a'  ±0  zp 

x=:a'-]-h  dz  zp  q= 

Ainsi,  en  même  temps  que  la  permanence  formée  par  les 
signes  de  X  et  de  Xi  s'est  changée  en  une  variation,  la  varia- 
tion formée  par  les  signes  de  Xi  et  de  Xa  s'est  changée  en  une 
permanence,  et  par  conséquent  le  nombre  des  variations  dans 
la  suite  totale  des  signes  n'est  ni  augmenté  ni  diminué. 

Si  l'équation  Xi=:0  a  une  seconde  racine  a!'  comprise  entre 
a  et  h,  la  variation  que  forment  les  signes  de  X  et  de  Xi  avant 
que  X  atteigne  cette  valeur  a",  sera  de  nouveau  remplacée  par 
une  permanence,  quand  x  l'aura  dépassée,  et  cependant  à 
cause  de  Xa  le  nombre  des  variations  restera  le  même  dans  la 
suite  des  signes,  ainsi  que  le  montre  le  tableau  ci-dessous  : 


Xi         X, 


x^=^a 


x  =  a"+h  z!z  dz  zp 

Comme  Xi  ne  peut  ainsi  changer  de  signe  qu'un  nombre  im- 
pair de  fois,  après  son  dernier  changement,  les  signes  de  X  et 
de  Xi  formeront  une  variation  qui  subsistera  jusqu'à  ce  que  x 
atteigne  la  racine  b  de  X=0. 
717.  Théorème  de  Rolle.  Entre  deux  racines  réelles  et  iné- 


DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  593 

gales  cVune  équation  X  =  0 ,  il  se  trouve  au  moins  une  racine 
réelle  de  sa  dérivée  Xi  =  0. 

Nous  venons,  en  effet,  de  démontrer  qu'entre  deux  racines 
consécutives  a  et  6  de  X  =  0  il  y  avait  toujours  un  nombre  im- 
pair de  racines  de  Xi=  0. 

718.  Corollaire  I.  Si  une  équation  X=0  a  toutes  ses  racines 
réelles,  ses  dérivées  successives  Xi  =  0,  Xg^O,  ...  auront  aussi 
toutes  leurs  racines  réelles. 

719.  Corollaire  II.  V équation  X=:0  ne  peut  avoir  qu'une 
seule  racine  inférieure  à  la  plus  petite  racine  c/eXi  =  0,  et  une 
seule  qui  soit  supérieure  à  sa  plus  grande  racine. 

720.  Corollaire III.  Entre  deux  racines  consécutives  de  Xi=0, 
il  ne  peut  tomber  quune  seule  racine  deX  =  0. 

721.  Le  théorème  de  Rolle  fournit  ]e  moyen  le  plus  rapide 
de  trouver  les  conditions  de  la  réalité  des  racines  de  l'équation 
x^-\-px-\-q=0.  En  effet,  la  dérivée  de  cette  équation  étant 
3x^--{-p=0,  on  voit  que  si  p  n'était  pas  négatif,  la  proposéen  au- 
rait pas  ses  trois  racines  réelles  (718);  donc  il  faut  déjà  que  l'on  ait 
p<!0.  Supposons  ensuite,  comme  au  n°  SoO,  que  q  soit  négatif, 
auquel  cas  la  proposée  aura  deux  racines  négatives,  ces  deux  ra- 
cines devront  comprendre  la  racine  négative —  i/  —  ^  de  la 
dérivée  ;  donc  la  plus  grande  de  ces  deux  racines  se  trouvera 

entre  zéro  et  —  1/  —  ^.  Mais  la  substitution  de  zéro  au  lieu  de 
X  dans  la  proposée  donne  un  résultat  négatif -|- g;  donc,  en  y 

remplaçant  x  par  —  t  / — ^,  on  devra  trouver  un  résultat  po- 
sitif; donc 


3  V        3 


OU         _-^y_|  +  ^>0;     d'où     4p^+27ç'<0. 

Cette  condition  est  suffisante;  car,  si  elle  est  remplie,  p<.0, 
c.  38 
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et,  d'un  autre  côté,  notre  équation  x^-\-px-{-q  =  0  aura  une 

racine  réelle  négative  comprise  entre  0  et— i/ — ^;  d'ailleurs 

elle  en  a  une  positive,  puisque  g  <  0  ;  donc  ses  trois  racines 
sont  réelles. 

722.  Pour  donner  une  application  du  théorème  de  Sturm, 
nous  allons  chercher  les  conditions  de  réaUlé  des  racines  de 

l'équation  X=:x''-{-qx'^-{-rx-\-s  =  0, 

On  trouvera 

Xa  =  —  2qx'^  —  Srx  —  45 , 
X3  ==  (—  2g^  +  Sqs  —  9r^)x  —  (rq^  +  1 2rs) , 
X4=  165^*—  4rV—  1285Y+  144^25^+2565^—  27r*. 
Afin  d'éviter  les  coefficients  fractionnaires ,  on  a  multipUé  X 
par  4,  Xi  par  g^  etXapar  (—  2g^  +  8^5  —  9r^f,  Les  coefficients 
des  premiers  termes  des  fonctions  X2,  X3  et  X4  doivent  être  po- 
sitifs ;  donc 

q<0,     2^3-— 8gs  +  9r2<0, 

et       165^*—  krY—  1285Y+  144^^5^+25653—  27r*>  G. 

$  IV.  CALCUL  DES  RACINES  INCOMMENSURABLES. 

.  725.  Nous  avons  expliqué  (697)  comment  on  pouvait  obte- 
nir toutes  les  racines  commensurables  d*une  équation,  et  ra- 
mener ainsi  sa  résolution  à  celle  d'une  équation  ¥(x)=0  qui 
n'a  plus  que  des  racines  incommensurables  et  imaginaires. 
Cette  nouvelle  équation  ¥[x)=0  pouvant  avoir  des  racines 
égales,  on  lui  appliquera  la  méthode  dite  des  racines  égales,  si 
elle  est  d'un  degré  supérieur  au  cinquième  (605),  mais  en  ayant 
soin  toutefois ,  avant  de  prendre  un  reste  pour  diviseur,  de 
changer  les  signes  de  tous  ses  termes  et  de  n'introduire  ou  de  ne 
supprimer  jamais  que  des  facteurs  positifs  (705  et  706).  La  ré- 
solution de  l'équation  ¥{x)  =  0  sera  ainsi  ramenée  à  celle  d'un 
certain  nombre  d'équations  d'un  degré  moins  élevé  que  le  sien 
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et  qui  n'auront  plus  de  racines  multiples;  de  sorte  que  nous 
ne  devrons  plus  nous  occuper  que  d'équations  dont  toutes  les 
racines  seront  inégales,  incommensurables  et  imaginaires. 

724,  La  détermination  des  racines  incommensurables  d'une 
équation  se  compose  de  deux  parties  distinctes  :  l'une,  que  l'on 
appelle  la  méthode  de  séparation  des  racines,  a  pour  but  d'assi- 
gner pour  chaque  racine  réelle,  deux  nombres  entre  lesquels 
elle  soit  seule  comprise,  et  l'autre  apprend  à  évaluer  chaque  ra- 
cine avec  un  aussi  grand  degré  d'approximation  qu'on  le  désire. 
Tel  est  l'objet  de  la  méthode  d'approximation. 

Avant  d'entrer  dans  l'exposition  détaillée  de  ces  deux  mé- 
thodes, je  ferai  remarquer  que,  si  dans  une  équation  on  change  a? 
en — X,  et  qu'ayant  calculé  les  racines  positives  de  la  transfor- 
mée, on  affecte  chacune  d'elles  du  signe  — ,  on  obtiendra  toutes 
les  racines  négatives  de  cette  proposée,  de  sorte  que  la  difficulté 
de  calculer  toutes  les  racines  réelles  d'une  équation  est  ainsi 
ramenée  à  la  détermination  de  ses  racines  positives,  et  en  con- 
séquence nous  allons  ne  nous  occuper  que  de  celles-ci. 

72o.  MÉTHODE  DE  Sturm.  Puisquc  deux  nombres  qui,  sub- 
stitués dans  une  équation,  donnent  deux  résultats  de  signes  con- 
traires, comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de  cette  équation 
(342),  on  voit  que  si,  en  substituant  dans  la  proposée  F;a7)=0  la 
suite  naturelle  des  nombres  entiers  0, 1, 2, 3....  jusqu'à  la  hmite 
supérieure +  L  de  ses  racines  positives,  on  trouvait  autant  de 
couples  de  résultats  de  signes  contraires  qu'il  y  a  de  variations 
dans  son  premier  membre,  on  serait  certain  qu'entre  deux 
nombres  consécutifs  qui  donneraient  deux  résultats  de  signes 
contraires ,  il  ne  tomberait  qu'une  seule  racine,  tandis  que 
deux  nombres  qui  fourniraient  un  cotiple  de  résultats  de  mêmes 
signes,  ne  comprendraient  aucune  racine  ;  car,  s'il  en  était  au- 
trement, une  équation  aurait  plus  de  racines  positives  que  de 
variations,  ce  qui  est  contraire  à  la  première  partie  de  la  règle 
des  signes  de  Descartes.  On  connaîtra  donc  ainsi  avec  certitude, 
par  les  signes  des  résultats  des  substitutions,  quels  sont  ceux 
des  nombres  substitués  qui  comprennent  une  racine  et  ceux 
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qui  n'en  interceptent  pas  ;  de  sorte  que  la  séparation  des  ra- 
cines positives  sera  effectuée. 

Mais  si ,  en  substituant  la  suite  naturelle  des  nombres  entiers 
0,  1,  2,  3,...  +L  dans  le  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée, on  ne  trouve  pas  autant  de  couples  de  résultats  de  signes 
contraires  qu'elle  a  de  variations,  cela  pourra  tenir  à  ce  qu'elle 
a  des  racines  imaginaires,  ou  bien  à  ce  qu'il  tombe  plusieurs 
racines  entre  deux  nombres  consécutifs  ;  de  sorte  que  l'on  devra 
craindre  que  la  séparation  des  racines  ne  soit  pas  alors  complè- 
tement effectuée. 

Cependant,  si  l'on  sait,  d'après  un  examen  attentif  de  l'é- 
noncé de  la  question  qui  a  conduit  à  l'équation  que  l'on  veut 
réduire,  combien  elle  doit  avoir  de  racines  positives,  on  pourra 
encore  parvenir  à  séparer  ces  racines,  si  elles  ne  le  sont  pas. 
Pour  cela,  on  transformera  l'équation  F(a;)=0  en  une  autre 
dont  les  racines  seront  dix  fois  plus  grandes  que  les  siennes  ;  de 
sorte  que  si  la  plus  petite  différence  des  racines  de  la  proposée 
est  plus  grande  qu'un  dixième,  les  racines  de  la  transformée 

0  différeront  de  plus  d'une  unité  ;  par  conséquent,  on 


'© 


n'aura  qu'à  substituer  la  suite  naturelle  des  nombres  0,  1,  2, 
3,...  +  lOL  dans  cette  transformée,  et  les  signes  des  racines 
formant  autant  de  variations  que  la  proposée  aura  de  racines 
positives,  la  séparation  de  ces  racines  se  trouvera  ainsi  faite. 
Mais,  si  le  nombre  de  ces  variations  est  encore  inférieur  à  celui 
des  racines  positives  de  ¥ix)  =  0,  on  multipliera  par  dix  les 
racines  de  la  transformée,  ce  qui  donnera  une  nouvelle  trans- 
formée F  ( —— j=o,  sur  laquelle  on  opérera  comme  sur  la  pré- 
cédente, et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  au 
but  que  l'on  veut  atteindre. 

On  pourra  abréger  les  calculs  en  observant  :  1°  que  l'on  con- 
naît a  priori  les  signes  des  résultats  que  donne  la  substitution 

des  nombres  10,  20,  30,...  dans  f(-^Wo;  car  ces  résultats 
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sont  les  mêmes  que  ceux  qu'on  a  trouvés  en  faisant  respective- 
ment a;  =^  1,  =  2,  =3,...  dans  Fix)  =  0  ;  2*  qu'au  lieu  de  sub- 
stituer immédiatement  dans  F  (—j  tous  les  nombres  entiers 

compris  entre  0  et  10,  10  et  20, 20  et  30,...  on  pourra  procéder 
par  moyennes f  c'est-à-dire  y  substituer  d'abord  5,  15,  25;...  ce 
qui  suffira  pour  séparer  les  racines,  si  celles  de  la  proposée 
diffèrent  de  plus  de  0,5  ;  si  leur  différence  est  moindre  que  0,5, 
on  substituera  des  moyennes  entre  0  et  5,  5  et  10,  10  et  15,... 
mais  en  ne  prenant  pour  chacune  que  sa  partie  entière,  comme 
3,  8,  13;...  et  ainsi  de  suite. 

726.  Si  Ton  ignore  combien  l'équation  proposée  a  de  racines 
réelles,  il  faudra  avoir  recours  au  théorème  de  Sturm.  En 
conséquence  on  formera  (705)  toutes  les  fonctions 

X,  Xi,  XjjXa,...  X„   ,  [a] 

si  déjà  elles  ne  l'ont  pas  été  (723),  puis  on  écrira  sur  une  pre- 
mière ligne  les  signes  des  derniers  termes  de  toutes  ces  fonc- 
tions et,  sur  une  seconde,  ceux  de  leurs  premiers  termes;  puis, 
en  prennant  la  diflérence  entre  le  nombre  des  variations  conte- 
nues dans  la  première  ligne  et  le  nombre  des  variations  que 
présentera  la  deuxième,  on  saura  combien  l'équation  ¥ix)=0 
a  de  racines  positives.  Si  ce  nombre  est  égal  au  nombre  des 
couples  de  résultats  de  signes  contraires  qu'a  donnés  la  substi- 
tution des  nombres  0,  1,2,  3,...  dans  son  premier  membre,  on 
en  conclura  que  les  racines  étaient  séparées;  sinon,  on  substi- 
tuera dans  la  suite  des  fonctions  X,  Xi,  X^,...  X«  les  nombres 
0, 1, 10, 100, 1000,...  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  une  suite 
qui  présente  autant  de  variations  que  celle  des  signes  des  pre- 
miers termes  de  toutes  ces  fonctions;  car  le  nombre  correspon- 
dant sera  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  X=0. 
En  comparant  le  nombre  des  variations  perdues  en  passant 

'  X,  dé&igLûiût  un  diviseur  qui  ne  change  pas  de  signe  dans  rintervalle  de 
zéro  à  la  limite  supérieure  des  racines  positives  de  F(^)=X=0. 
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d'une  suite  à  la  suivante,  on  saura  ainsi  combien  il  y  a  de  ra- 
cines entre  0  et  1,  entre  1  et  10,  entre  10  et  100.... 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait  des  racines  com- 
prises entre  10  et  100  ;  on  fera  a? =50  dans  toutes  les  fonctions, 
et  on  apprendra  par  là  combien  il  y  a  déracines  entre  10  et  50, 
combien  entre  50  et  100.  Admettons  qu'il  s'en  trouve  entre  10 
et  50  :  on  substituera  20  ou  30  dans  la  suite  [a],  et  si  c'est  30 
qui  a  été  substitué,  on  verra  facilement  combien  il  y  a  de  ra- 
cines entre  10  et  30  et  entre  30  et  50  ;  s'il  yen  a  entre  30  et  50, 
on  fera  a;  =  40  dans  toutes  les  fonctions,  ce  qui  fera  connaî- 
tre combien  il  y  a  de  racines,  soit  entre  30  et  40,  soit  entre  40 
et  50  ;  de  sorte  qu'on  parviendra  de  cette  manière  à  détermi- 
ner le  chiffre  des  dizaines  de  chacune  des  racines  comprises 
entre  10  et  100.  Pour  obtenir  le  cliiffre  de  leurs  unités,  par 
exemple,  de  celles  qui  ont  4  pour  chiffres  de  leurs  dizaines, 
on  posera  a;  =  40-|-y,  et  on  substituera  cette  valeur  de  x  dans 
toutes  les  fonctions  X,  Xi,  Xa,  X„  (485);  ce  qui  donnera  une 

suite  de  fonctions 

Y,Yi,Y„...Y„,  m 

auxquelles  on  pourra  appliquer  le  théorème  de  Sturm;  car 
il  est  évident  qu'en  faisant  dans  cette  dernière  suite  ^  =  a,  on 
obtiendra  les  mêmes  résultats  qu'en  faisant  rr=40-|-a  dans  la 
suite  [a]  ;  de  sorte  que,  si  pour  y=ci  la  suite  [b]  présente  n  va- 
riations de  moins  que  poury  =  0,  on  devra  en  conclure  que  la 
proposée  a  n  racines  comprises  entre  40  et  40  -f- a;  donc  aussi 
réquationY=0en  a  n  entre  zéro  et  a.  En  conséquence,  on  fera 
^  =  5  dans  la  suite  [&],  et  en  comparant  le  nombre  des  variations 
qui  en  résulteront  aux  nombres  de  variations  fournies  par  x=kO 
et  par  x=bO,  nombres  qui  sont  ceux  mêmes  des  variations  que 
l'on  obtiendrait  en  faisant  y=0  et  y  =10,  on  saura  combien 
il  y  a  de  valeurs  de  y  comprises  entre  0  et  5,  et  entre  5  et  10; 
s'il  y  en  a  entre  0  et  5,  par  exemple,  on  continuera  à  procéder 
par  moyennes,  en  faisant  d'abord  ^=2  ou  ?/=3;  si,  ayant 
substitué  i/  =  2,  on  a  reconnu  qu'il  y  avait  des  valeurs  de  y 
comprises  entre  0  et  2.  on  fera 7/=  1  et  on  saura  ainsi  si  ces 
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valeurs  de  y  se  trouvent  entre  zéro  el  1  ou  entre  1  et  2.  Suppo- 
sons qu'elles  tombent  entre  1  et  2,  on  en  conclura  que  la  pro- 
posée a  des  racines  entre  41  et  42,  de  sorte  que  ces  racines  se 
trouvent  ainsi  déterminées  à  moins  d'une  unité. 

Si  l'on  voulait  les  obtenir  à  moins  d'un  dixième^  il  faudrait 
continuer  l'application  de  la  méthode  précédente,  en  posant 
y=zi-^z,ce  qui  donnerait  une  suite  de  fonctions 

Z,  Zi,  Zg....  z„, 

auxquelles  on  pourrait  encore  appliquer  le  théorème  de  Sturm. 
En  y  faisant  d'abord  z=Ojh,  puis,  en  procédant  encore  par 
moyennes,  on  parviendrait  à  déterminer  le  chiffre  des  dixièmes 
des  racines  de  la  proposée  qui  sont  comprises  entre  41  et  42,  et, 
en  continuant  de  la  même  manière,  on  finirait  non-seulement 
par  séparer  ces  racines,  mais  même  par  les  déterminer  aussi 
exactement  qu'on  le  voudrait. 

727.  Comme  ces  calculs  deviennent  très-longs,  on  les  arrête 
dès  qu'on  a  trouvé  le  chiffre  des  unités  des  racines  que  l'on 
cherche,  et,  pour  approcher  davantage  de  ces  racines,  on  a  re- 
cours à  une  élégante  méthode,  fondée  sur  la  théorie  des  frac- 
tions continues,  qui  est  due  à  Lagrange.  Nous  considérerons 
deux  cas,  suivant  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  racine  entre  deux 
nombres  entiers  consécutifs  ou  qu'il  s'en  trouve  plusieurs. 

1"  Cas.  Supposons  qu'il  ne  tombe  qu'une  seule  racine  de 
l'équation  Y=.  0  entre  les  deux  nombres  entiers  a  et  (a+  1): 
cette  racine  se  compose  de  a,  plus  d'une  quantité  moindre  que 

l'unité,  que  nous  pourrons  représenter  par  -  ;  de  sorte  que 

nous  poserons 

,    1. 

y=:a+  -•> 

À> 

et,  si  nous  substituons  cette  valeur  de  y  dans  l'équation  Y =0, 
nous  trouverons,  en  effectuant  le  développement  par  la  formule 
de  Tai/^or  (483),  une  transformée  Z=0,  telle  qu'en  substituant 

successivement  toutes  ses  racines  dans  la  formule  ^=a+  -, 
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on  obtiendra  toutes  les  racines  de  Y=  0.  Or  il  est  évident  qu'aux 
valeurs  négatives  de  ^  correspondront  des  valeurs  de  y  plus  pe- 
tites que  a,  et  que  ses  valeurs  positives  supérieures  ou  infé- 
rieures  à  l'unité  donneront  des  valeurs  de  y  plus  grandes  que  a, 
mais  plus  petites  ou  plus  grandes  que  a+l.  Puis  donc  que  les 
nombres  a  et  (a  +  1)  comprennent  une  racine  de  Y=:0  et  n'en 
comprennent  qu'une,  il  faut  que  V équation  Z=0  ait  une  et 
une  seule  racine  positive  plus  grande  que  V unité.  On  substi- 
tuera donc  la  suite  naturelle  des  nombres  2,  3, 4,  5....  dans  le 
polynôme  Z,  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  arrivé  à  un  nombre  qui 
donne  un  résultat  positif,  et  la  valeur  cberchée  de  ^  sera  com- 
prise entre  ce  nombre  et  le  précédent.  Soit  b  ce  nombre  pré- 
cédent :  on  posera 

'  u 
et,  en  substituant  cette  valeur  de  z  dans  Z  =  0,  on  obtiendra 
une  nouvelle  équation  U=0  qui  aura  une  racine  positive  plus 
grande  que  l'unité  et  n'en  aura  qu'une.  On  en  trouvera  la  par- 
tie entière  en  substituant  la  suite  des  nombres  2,  3,  4,  5,... 
dans  U,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  résultat  positif,  et  en 
appelant  (c -j- 1)  le  nombre  qui  aura  fourni  ce  résultat,  on  posera 

,    1 

it=  C-] — , 

et  on  poura  continuer  cette  série  de  calculs  aussi  loin  qu'on  le 
jugera  convenable.  Si  on  remonte  ensuite  à  la  valeur  de  y,  on 
trouvera  une  expression  de  la  forme 

,   1 

b  +  ^ 


d-{-etc. 
de  sorte  qu'on  pourra  ainsi  obtenir  cette  valeur  de  y  avec  tel 
degré  d'approximation  qu'on  voudra. 

*  La  substitution  de  +  1  dans  Z  donne  nécessairement  un  résultat  négatif, 
puisque  l'équation  Z  =  0  n'a  qu'une  racine  comprise  entre  +1  et  la  limite 
supérieure  de  ses  racines  positives. 
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Si,  par  exemple,  on  veut  l'avoir  à  moins  ^e  ^près,  on  com- 
mencera par  extraire  la  racine  carrée  de  S,  puis,  à  mesure  que 
l'on  obtiendra  un  quotient  incomplet,  on  foruiera  la  réduite 
correspondante,  et  on  s'arrêtera  quand  on  aura  trouvé  une 
fraction  convergente  dont  le  dénominateur  ne  soit  pas  de 
beaucoup  inférieur  à  \/o\  on  verra  alois,  d'après  la  règle  du 
n°  402,  si  l'on  a  atteint  le  degré  d'approximation  demandé. 
S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  calculera  le  quotient  incomplet  sui- 
vant, puis  la  réduite  correspondante,  et  on  appliquera  de  nou- 
veau la  règle  du  n"  402  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
obtenu  une  réduite  qui  diffère  de  la  valeur  cherchée  de  y  d'une 

quantité  moindre  que  -t. 

728.  Si,  en  effectuant  le  développement  de  la  valeur  de  y  en 
fraction  continue,  on  voit  les  mêmes  quotients  se  reproduire 
plusieurs  fois,  et  dans  le  même  ordre,  on  aura  lieu  de  présu- 
mer que  la  valeur  de  y  dont  on  s'occupe  a  pour  expression 
une  fraction  continue  périodique.  Pour  savoir  s'il  en  est  effec- 
tivement ainsi ,  on  formera  l'équation  du  deuxième  degré 
y^-{-py-{-q  =  0,  dont  elle  est  une  des  racines  (412),  et  cette 
équation  devra  en  conséquence  avoir  une  racine  commune  avec 
Y=0,  de  sorte  que  leurs  premiers  membres  auront  un  com- 
mun diviseur  du  premier  degré.  On  divisera  donc  Y  par 
V'+Py  +  q,  et  si  M^-f-N  est  le  reste  auquel  conduit  cette  di- 
vision, il  faudra  que  ce  reste  s'anéantisse ,  en  y  remplaçant 
y  par  la  racine  dont  il  s'agit ,  laquelle  peut  être  représentée 
par  (x-^\/p;  on  devra  donc  avoir 

(Ma+N)  +  Mv/p  =  0, 

équation  qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

Ma+N=^0     et     M==0,     d'où    N  =  0. 

Donc  la  division  de  Y  par  y^-\-py  -f-  q  doit  se  faire  exactement, 
si  la  fraction  continue  est  effectivement  périodique.  Si  cette  di- 
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vision  ne  réussit  pas,  on  en  conclura  que  la  périodicité  n'a  pas 
lieu,  et  on  poursuivra  le  calcul  des  quotients  incomplets. 

729.  2'  Cas.  Supposons  qu'il  tombe  plusieurs  racines  entre 
les  deux  nombres  entiers  a  et  (a  +  l),  on  posera  encore 

z 

ce  qui  conduira  à  une  transformée  Z=0,  qui  aura  autant  de 
racines  positives  plus  grandes  que  l'unité  qu'il  y  a  de  racines 
de  Y  =  0  comprises  entre  a  et  (a  +  Ij.  Si  l'on  était  sûr  que  ces 
différentes  valeurs  de  z  eussent  des  parties  entières  différentes, 
on  n'aurait  qu'à  substituer  dans  Z  la  suite  naturelle  des  nom- 
bres 1, 2,3,4,...  et  on  trouverait  autant  de  couples  de  résultats 
de  signes  contraires  qu'il  y  a  de  ces  racines,  de  sorte  que  l'on 
déterminerait  de  cette  manière  la  partie  entière  de  chacune,  ce 
qui  nous  ramènerait  à  appliquer  à  l'équation  Z =0  la  méthode 
d'approximation  de  Lagrange  que  nous  avons  exposée  tout  à 
l'heure  (727).  Mais  comme  plusieurs  valeurs  z  peuvent  avoir 
la  même  partie  entière  et  qu'alors  la  substitution  des  nombres 
1,  2,  3,  4,...  dans  Z  ne  pourrait  pas  indiquer  l'existence  déplus 
d'une  de  ces  racines,  pour  éviter  toute  incertitude ,  on  substi- 
tuera a  4--  non-seulement  dans  Y,  mais  aussi  dans  toutes  les 
'  z 

fonctions  Yi,  Ys,  Ys,.,.  Yn,  ce  qui  donnera  une  nouvelle  suite  de 
fonctions 

Z,  Zi,  Za,  Z3,...Z„,  [c], 

auxquelles  on  pourra  appliquer  le  théorème  de  Sturm.  Il  est 
clair,  en  effet,  que  les  résultats  qu'on  trouvera  en  faisant  z=^, 
par  exemple,  dans  cette  suite,  seront  ceux  mêmes  que  l'on  au- 
rait obtenus  en  remplaçant  y  par  a  +-dans  la  suite  [h] ,  de 

r 

telle  sorte  que  si  n  racines  de  l'équation  Y=::0  sont  comprises 
entre  a  +  -  et  a  +  r-7—:y  auquel  cas  n  valeurs  de  z  se  trouvent 
entre  p  et  (p  -|-  1),  la  suite  [6]  présentant  n  variations  de  plus 
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pour  y  =  a-{-  que  pour  y  =  a  +  -,  la  suite  [c]  devra  pa- 

reillement fournir  7i  variations  de  plus  pour  z=^-\-\  que  pour 
z=p.  Donc,  en  appliquante  celte  suite  le  calcul  que  nous 
avons  développé  au  n°  726,  on  pourra  déterminer  la  partie 
entière  de  chaque  valeur  de  z.  Si  ces  parties  entières  sont  diffé- 
rentes, on  est  ramené,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  à  ap- 
phquer  à  l'équation  Z  =  0  la  méthode  du  n»  727,  c'est-à-dire 
que  l'on  n'opérera  que  sur  Z  et  non  sur  les  autres  fonctions  Zi, 
Z2,...Z„.  Mais,  s'il  y  a  plusieurs  valeurs  de^  entre  6  et  (&  +  1), 
par  exemple,  on  substituera 

z=b  +  -, 

dans  toutes  les  fonctions  de  la  suite  [c],  ce  qui  donnera  la  nou- 
velle suite 

U,  Ui,U,2U3,...U., 

sur  laquelle  on  opérera  comme  on  l'a  fait  sur  la  suite  [c]  ;  et,  en 
continuant  de  cette  manière,  on  finira  par  arriver  à  une  trans- 
formée dont  les  racines  positives  et  plus  grandes  que  l'unité  au- 
ront des  parties  entières  différentes,  sans  quoi  plusieurs  valeurs 
de  y  auraient  pour  expression  la  même  fraction  continue,  de 
sorte  qu'elles  seraient  égales ,  et  nous  sommes  partis  d'une 
équation  dont  toutes  les  racines  étaient  différentes. 

Comme  on  n'a  besoin  que  de  connaître  les  signes  des  résultats 
qu'on  obtient  en  substituant  certains  nombres  entiers  dans  les 
suites  [a],  [6],  etc.,  on  chassera  les  dénominateurs  qui  pour- 
raient s'y  trouver,  ce  qui  sera  permis  (706),  car  ces  dénomi- 
nateurs seront  des  quantités  positives. 

750.  MÉTHODE  DE  Lagrange.  Nous  avons  vu  que,  quand  la 
suite  des  signes  obtenus  en  substituant  les  nombres  naturels  0, 1 , 
2,  3,...  +  L  dans  le  premier  membre  de  l'équation  ¥(x)=0  ne 
présentait  pas  autant  de  variations  qu'il  y  en  a  dans  ce  premier 
membre,  il  fallait,  pour  séparer  les  racines  positives  de  cette 
équation,  avoir  recours  au  théorème  deSturm,  si  d'ailleurs 
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on  ignorait  le  nombre  de  ces  racines  positives.  Toutefois  La- 
grange  avait  donné  longtemps  auparavant  une  méthode  très- 
générale  pour  effectuer  cette  séparation. 

Ce  grand  géomètre,  observant  que,  si  ia  substitution  des  nom- 
bres 0,  1,2,  3,... -J-L,  dans  le  premier  membre  de  F(a;)  =  0,  ne 
suffisait  pas  pour  effectuer  la  séparation  de  ses  racines  positives, 
cela  tenait  nécessairement  à  ce  qu'il  y  avait  plusieurs  racines 
comprises  entre  deux  nombres  consécutifs,  il  en  avait  conclu  que 
si,  au  lieu  de  prendre  l'unité  pour  raison  de  la  progression  des 
nombres  à  substituer,  on  choisissait  une  quantité  B  moindre  que 
la  plus  petite  des  différences  qui  existent  entre  les  diverses  ra- 
cines de  F{x)  =  G ,  il  ne  pourrait  tomber  qu'une  seule  racine 
entre  deux  nombres  dont  la  substitution  dans  ¥{x)  donnerait 
deux  résultats  de  signes  contraires,  et  que  deux  nombres  qui 
produiraient  deux  résultats  de  mêmes  signes  n'en  compren- 
draient aucune,  de  sorte  qu'on  effectuerait  ainsi  la  séparation 
des  racines  positives  de  la  proposée,  et  qu'on  obtiendrait  môme 
ia  valeur  de  chacune  de  ces  racines  à  moins  de  ô.  Il  s'agit  donc 
de  calculer  cette  quantité  ô. 

Pour  y  parvenir,  on  formera  l'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences ^{z)  =  0  des  racines  de  l'équation  proposée  ¥(x)  =  0 

(S94  ou  645),  et  on  cherchera  ensuite  la  limite  inférieure  j 

des  racines  positives  de  cette  équation  (689) ,  et,  en  en  ex- 
trayant la  racine  carrée,  on  obtiendra  une  quantité  moindre 
que  la  plus  petite  des  différences  des  racines  de  la  proposée*. 

*  Il  est  clair  que  l'on  obtiendrait  également  une  valeur  de  ô,  en  calculant 
une  limite  inférieure  des  racines  de  l'équation  aux  différences  %{y)=zQ. 
Or,  si 

k'lfP—^y-^P--i—Q.y-'P'i— .  ,—^y-ip-^=y1p-1<]{^^y'il—^y1q-1—Cy'iq-'>—, . .  _K)       [d] 

est  un  des  groupes  dans  lesquels  on  décompose  la  transformée  7r(-)  =  0  de 

cette  équation, 

%p^f  {k%9  —  B;S9-  '  —  Czi-"^  —  ...  —  K)  [e] 

sera  le   groupe   correspondant  de  la  transformée   vl/[-j  =  0  de  l'équation 
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Si  y/^  est  une  quantité  plus  grande  que  l'unité,  les  racines 

positives  de  la  proposée  auront  été  séparées  par  la  subslitution 
des  nombres  0,  1,  2,  3,...  +  L,  dans  son  premier  membre,  et  il 
foudra  appliquer  au  calcul  de  cbacune  d'elles  la  mélhode  d'ap- 
proximation que  nous  avons  développée  au  n°  727. 


Si  i/ y-  <  1,  on  observera  que  \/j==^-j—,  de  sorte  qu 


en 


aux  carrés  des  différences,  de  sorte  que  faire  ;r  =  /i  dans  [e],  c'est  faire 
y=:\Jh  dans  [d];  si  donc  on  trouve  h  pour  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives de  i]//-|=:0,  on  trouvera  \//i  pour  la  limite  de  celles  de  7cf-j=0;  et 
par  conséquent  l'équation  aux  différences  et  l'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences conduisent  l'une  et  l'autre  à  y -y  pour  valeur  de  la  quantité  que 
nous  avons  désignée  par  o. 

Observons  toutefois  que  si  l'on  ne  peut  pas  résoudre  immédiatement  les 
équations  formées  en  égalant  à  zéro  les  groupes  dans  lesquels  on  aura  décom- 
posé les  équations  ti(-j=0,  et7r|-j=0,  et  qu'il  faille  faire  des  tâlonne- 
ments,  en  y  substituant  les  nombres  entiers  1,  2,  3,  4,...  si  l'on  trouve 
que  ;î=ztO,  par  exemple,  rend  positifs  tous  les  groupes  de  <!'(-)  ,  on  devra 

faire  y  =  ^  dans7r(-|,  pour  en  rendre  tous  les  groupes  positifs;  car  on  n'y 

aura  pas  substitué  y=  yJlO,  puisqu'on  essaye  seulement  les  nombres  entiers 
1,  2,  3,  4.  Ainsi,  la  considération  de  l'équation  aux  carrés  des  différences 

aura  donné  alors  0= =  X, —  »  de  sorte  f  u'on  aura  pris  -^a  pour  raison  de 

v/Tô      1^ 
la  progression  des  nombres  à  substituer,  tandis  que  l'équatipn  aux  différences 
aurait  conduit  à  faire  6  =rr  J ,  et  -nj  est  >  {.  11  vaut  donc  mieux  employer  l'é- 
quation aux  carrés  des  différences. 

Si  on  employait  la  méthode  donnée  au  n°  688 ,  pour  calculer  directement  la 
limite  inférieure  des  racines  d'une  équation,  on  trouverait  o  =  1  /  »  en 

faisant  usage  de  l'équation  aux  carrés  des  différences ,  et  o  = <  i  / > 

U-fN      V  U  -f  N 

en  employant  l'équation  aux  différences.  Donc  encore,  on  devra  préférer  l'é- 
quation aux  carrés  des  différences. 
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appelant  k  la  racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans  gh , 

on  aura  ^<v/|  ;  on  pourra  donc  prendre-  pour  la  raison  de 

la  progression  des  nombres  à^substiluer  dans  F  (x),  lesquels 
seront  ainsi  tous  comniensurables.  Mais  ce  n'est  pas  assez  d'é- 
viter de  cette  manière  la  substitution  de  quantités  incommen- 
surables, il  faut  encore  faire  en  sorte  de  n'opérer  que  sur  des 
nombres  entiers.  Pour  y  parvenir,  on  transformera  l'équation 
^{x)  =  0  en  une  autre  fiy)=0  dont  les  racines  soient  h  fois  plus 
grandes  que  les  siennes  ;  les  différences  des  racines  de  cette 
nouvelle  équation  seront  h  fois  plus  grandes  que  celles  de  la 

proposée,  et  par  conséquent  elles  surpasseront  ^xh=k;  d'où 

il  suit  qu'en  substituant  dans  f(y)=0  la  suite  des  nombres 

0,  ky  2k,  3/v,  4/i;,... 

jusqu'à  la  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équa- 
tion, on  sera  sûr  d'effectuer  la  séparation  de  ses  racines  posi- 
tives. Mais  on  peut  encore  resserrer  davantage  les  deux  limites 
qui  comprennent  une  même  racine.  Car  si  nk  et  (n+  l)k  sont 
ces  deux  limites,  on  n'aura  qu'à  substituer  dans  f(y)  leur 
moyenne  arithmétique,  ou  le  nombre  entier  qui  en  approche 
le  plus,  si  elle  est  fractionnaire,  et  en  comparant  le  signe  du 
résultat  aux  signes  qu'ont  donnés  y  =  nk  et  y  =^[n-^l)k,  on 
saura  si  cette  racine  de  f(ij):=0  est  comprise  entre  le  nombre 
substitué  et  nk,  ou  entre  ce  nombre  et  (?i  +  l)/c.  On  aura  donc 
ainsi  resserré  les  limites  qui  comprennent  la  racine  que  l'on 
considère,  et  on  voit  qu'en  continuant  ainsi,  on  parviendra  à 
la  placer  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs,  et  même 
entre  deux  nombres  qui  différeront  l'un  de  l'autre  d'aussi  peu 
que  l'on  voudra.  Cette  méthode  d'approximation,  qui  est  d'ail- 
leurs d'une  application  très-laborieuse,  est  connue  sous  le  nom 
de  Méthode  par  rapprocheynent  des  limites. 

Quand  on  aura  ainsi  calculé  toutes  les  racines  de  l'équation 
f{y)==0,  à  moins  d'une  uiiitô,  on  les  divisera  par  h,  et  on 
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trouvera  ainsi  celles  de  la  proposée  ¥(x)  =  0  h  moins  de  j-.    Si 

cette  approximation  est  suffisante,  le  problème  de  la  résolu- 
tion de  cette  dernière  équation  sera  complètement  résolu.  Si 

on  demande  les  racines  de  F  (a;)  =  G  à  moins  de  -,  n  étant  '>h, 

il  n*y  aura  qu'à  calculer  celles  de  f(y)=)0  à  moins  de  -,  ce  qui 

ne  saurait  présenter  de  difficultés  (727),  et,  en  les  divisant 
ensuite  par  /i,  on  obtiendra  les  racines  de  F  (^)=0,  avec  le 
degré  d'approximation  demandé. 

Telle  est  la  méthode  que  lai^ra^^e  a  donnée  pour  déterminer 
les  racines  incommensurables  d'une  équation.  On  voit  qu'elle 
est  infaillible  et  qu'elle  ne  peut  laisser  échapper  aucune  racine; 
mais  il  faut  reconnaître  que,  comme  elle  exige  la  formation 
de  l'équation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de  la  pro- 
posée ,  elle  a  l'inconvénient  d'entraîner  dans  des  calculs  extrê- 
mement laborieux.  Aussi  cet  illustre  géomètre  avait-il  fait  de 
nombreuses  tentatives  pour  éviter  le  calcul  de  cette  équation, 
et  il  avait  réussi  pour  plusieurs  cas  particuhers,  ainsi  qu'on 
peut  le  voir  dans  son  admirable  Traité  de  la  résolution  dss  équa- 
tions numériques. 

751.  La  substitution  de  la  suite  naturelle  des  nombres  en- 
tiers 0,  1,2,  3,  etc.  (72o),  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion à  résoudre ,  pourra  d'ailleurs  s'effectuer  très-simplement 
d'après  la  méthode  des  différences  (6o2),  en  s'arrêtant  lorsque 
l'un  des  résultats  sera  de  même  signe  que  les  différences  qu'on 
doit  leur  ajouter  pour  obtenir  les  suivants,  puisqu'alors  la  va- 
leur de  ces  résultats  allant  toujours  en  croissant,  le  premier 
membre  de  l'équation  ne  pourra  pas  devenir  égal  à  zéro.  Si 
cette  substitution  donne  autant  de  changements  de  signes  qu'il 
y  a  de  variations  dans  le  premier  membre  de  l'équation,  les  ra- 
cines seront  séparées.  Pour  en  approcher  davantage,  au  heu 
de  transformer  l'équation  proposée  en  une  autre  dont  les  ra- 
cines soient  dix  fois  plus  grandes  (72o)  et  de  substituer  ensuite 
dans  la  transformée  les  nombres  entiers  1,2, 3, etc.,  on  pourra 
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substituer  direclement  dans  la  proposée  des  nombres  consé- 
cutifs différant  d'un  dixième,  en  faisant  usage  des  formules  que 
nous  avons  données  précédemment  (672);  ces  substitutions  se 

•  feront  seulement  dans  les  intervalles  où  l'on  aura  reconnu 
l'existence  de  racines.  On  arrivera  ainsi  à  placer  chaque  racine 
entre  deux  nombres  différant  d'un  dixième  ;  pour  obtenir  une 
plus  grande  approximation,  on  pourra  ensuite,  soit  substituer 
des  nombres  équidistants  d'un  centième  dans  chaque  nouvel 
intervalle  comprenant  une  racine,  soit  employer  une  méthode 
plus  rapide  due  à  Newton,  et  que  nous  exposerons  tout  à 
l'heure  (755). 

S'il  arrive,  au  contraire,  que  le  nombre  des  racines  mises 
en  évidence  par  la  substitution  des  nombres  entiers  0,  1,  2, 
3,  etc.,  soit  moindre  que  le  nombre  des  racmes  positives  qu'il 
est  permis  de  supposer  d'après  la  règle  de  Descartes,  on  ne 

/  sera  pas  sûr  d'avoir  séparé  toutes  les  racines.  On  devra  recourir 
à  de  nouvelles  substitutions  de  nombres  équidistants  d'un 
dixième.  Mais  il  conviendra,  pour  ne  pas  entreprendre  des 
calculs  inutiles,  de  faire  ces  substitutions  dans  les  intervalles 
où  elles  pourront  présenter  quelques  chances  de  succès  ;  on  y 
parviendra  en  s'aidant  de  considérations  graphiques,  comme 
nous  allons  le  faire  voir. 

752.  Soit  F  (a?)  =0  l'équation  proposée.  Posons  y  =  ¥{x). 
Concevons  que  sur  une  ligne  droite  on  porte,  à  partir  d'une 
origine  0,  des  longueurs  égales,  qui  représentent  les  valeurs 
positives  +1,4-2, -|-3,...  données  successivement  à  a?,  et  en 
sens  opposé  des  longueurs  destinées  à  représenter  les  valeurs 
négatives  —  1,  —  2, — 3; . . .  puis,  par  l'extrémité  de  ces  dis- 
tances, élevons  des  perpendiculaires  dont  les  longueurs  soient 
égales  aux  valeurs  correspondantes  de  y,  ces  longueurs  étant 
portées  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'axe  des  x,  suivant  que 
les  valeurs  de  y  seront  positives  et  négatives.  On  déterminera 
ainsi  une  série  de  points  discontinus,  qui  deviendraient  con- 
tigus  si  Ton  donnait  à  x  des  valeurs  variant  d'une  manière 
continue,  et  formeraient  alors  la  courbe  dont  ^= F  (a;)  est 


DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  609 

l'équation.  Mais  l'on  conçoit  que,  dans  un  grand  nombre  de 
cas,  l'ensemble  de  ces  points  isolés  pourra  suffire  pour  donner 
des  indications  utiles  sur  la  forme  générale  de  la  courbe ,  et 
pour  faire  connaître  approximativement  la  position  des  points 
où  elle  coupe  l'axe  des  x ,  c'est  -  à  -  dire  les  valeurs  de  x  qui , 
rendant  nulles  les  valeurs  correspondantes  de  y ,  sont  les  ra- 
cines de  l'équation  F(a;)  =  0.  On  substituera  alors  des  nombres 
équidislants  d'un  dixième  dans  les  intervalles  où  la  forme 
de  la  courbe  aura  manifesté  l'existence  probable  d'un  point 
d'intersection  avec  l'axe  des  x,  et  l'on  pourra  ainsi  arriver  à 
séparer  les  racines. 

Ainsi,  soit  l'équation  3a;*  —  3a;  +  1  =  0.  Je  pose  y  =  3a;* 
—  3a;  + 1,  et  je  trouve  que  pour 

a7=--l,  V=-\-   7, 

X—     0,  ^=+    1, 

ic=+l,  1/  =  +   1, 

a;=+2,  y=+43. 

Construisons  ces  valeurs  comme  ci- dessous  : 


+  1 


Si  l'on  observe  d'ailleurs  qu'en  faisant  croître  x  négative- 
ment au-dessous  de  —  1  et  positivement  au-dessus  de  +  1 ,  t/ 
prendra  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes ,  il  est  clair  que 
C.  39 
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si  la  courbe  à  laquelle  appartiennent  les  quatre  points  ci-des-sus 
déterminés  coupe  l'axe  des  x^  cela  ne  pourra  arriver  qu'entre 
a;=0  Qtx=  -j-  1.  C'est  donc  entre  ces  deux  valeurs  de  x  qu'il 
conviendra  de  tenter  de  nouvelles  substitutions.  En  substituant 
+  0,5,  on  trouve  effectivement  un  résultat  négatif;  l'équatiotn 
a  donc  deux  racines  positives ,  comprises  l'une  entre Oeto;5 , 
et  l'autre  entre  0,5  et  1.  D'ailleurs  il  ne  peut  pas  exister  pluf^  de 
deux  racines  positives^  d'après  la  règle  de  Descmtes ,  et  l'équa- 
tion n'a  pas  de  racines  négatives  ;  les  racines  réelles  sont  donc 
séparées. 

755.  Le  théorème  suivant  permettra  d'ailleurs  d'assigner 
URe  limite  aux  sinuosités  que  pourraient  présenter  les  courbes 
obtenues  : 

Si  V équation  proposée  est  du  degré  m^  une  parallèle  à  Vaxe  desx 
ne  peut  couper  la  courbe  en  plus  de  m  points. 

Soit,  en  effet,  a  la  distance  de  cette  parallèle  à  l'axe  ôex.  Po- 
sons ¥{x)  —  a  ;  cette  équation  ,  étant  du  degré  m ,  ne  pourra 
pas  avoir  plus  de  m  racines,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  aura  pas  plus 
de  m  valeurs  de  x  pour  lesquelles  ¥(x)  pourra  devenir  égal  à  a  ; 
or  les  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  la  droite  consi- 
dérée correspondent  précisément  à  ces  valeurs  de  a?  ;  le  théo- 
rème se  trouve  donc  démontré. 

754.  Il  y  aura  cependant  des  cas  où  la  considéralion  des 
points  de  la  courbe  obtenus  en  construisant  les  valeurs  de  ¥{x) 
correspondantes  aux  valeurs  0,  1,2,  3....  données  à  la  variable 
pourra  ne  donner  aucune  indication.  Prenons  ,  en  effet,  pour 
exemple  l'équation 

ekx^^]Q0x'*+\Q0x^—l0kx^+kSx  —  9=0. 

On-atira,  podîir        x=^ — 1,  y=^ —  545, 

x=     0,  y  —  —      9, 

5;=-+!,  y  =  —       i, 

x=+%  ■y=^     5-3, 

a7=-j-3,  ?/=:-)- 1503, 
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et  en  construisant  ces  valeurs,  on  obtiendra  les  résultats  ci- 
dessous  : 


+  11 


+  2         +3 


L'équation  n'a  d'ailleurs  pas  de  racines  négatives  (la  trans- 
formée en  — X  n'ayant  que  des  permanences),  et  il  est  facile 
de  voir,  en  groupant  les  termes  de  k  manière  suivante, 

Ï6ô)  +  ^«l^-48. 

que  +  3  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives,  et  qu'à 
partir  de  cette  valeur  le  premier  membre  prendra  des  valeurs 
toujours  croissantes.  Ainsi ,  nous  voyons  qu'il  existe  une  ra- 


64^*  fx—^\+lÇ,Ox'  [x  + 
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cine  comprise  entre  + 1  et  +  2  ;  mais  l'inspection  de  la  courbe 
n'indique  nullement  qu'il  puisse  exister  d'autres  racines.  Si  ce- 
pendant on  substitue  -  ou  0 ,5  dans  le  premier  membre  de  l'é- 
quation, on  trouve  +  1  pour  résultat.  Il  y  a  donc  encore  deux 
autres  racines  réelles,  l'une  comprise  entre  0  et  0,5,  l'autre 
entre  0,5  et  +  1. 

Pour  déterminer  plus  exactement  ces  trois  racines,  nous 
substituerons  à  partir  de  0  des  nombres  croissants  de  dixième 
en  dixième,  et  nous  formerons  ainsi  le  tableau  suivant  : 


X 

V 

ZlJ 

h^y 

% 

ohj 

o^y 

x=.0 

-9,00000 

+3,90464 

-1,32480 

+0,48000 

-0,23040 

+0,07680 

0,1 

-6,09536 

+2,57984 

—0,84480 

+0,24960 

-0,15360 

+0,07680 

0,2 

-2,51552 

+  1,73504 

—0,59520 

+0,09600 

-0,07680 

+0,07680 

0,3 

-0,78048 

+  1,13984 

—0,49920 

+0,01920 

—0,00000 

+0,07680 

0,4 

+0,35936 

+0,64064 

-0,48000 

+0,01920 

+0,07680 

+0,07080 

0,5 

+  1,00000 

+0,16064 

—0,46080 

+0,09600 

+0,15360 

+0,07680 

0,6 

+  1,16064 

-0,30016 

-0,36480 

+0,24960 

+0,23040 

+0,07680 

0,7 

+0,86048 

-0,66496 

-0,11520 

+0,48000 

+0,30720 

+0,07680 

0,8 

+0,19b52 

-0,78016 

+0,36480 

+0,78720 

+0,38400 

0,9 

-0,58464 

-0,41536 

+  1,15200 

+  1,17120 

a;=l,0 

—1,00000 

+0,73664 

+2,32320 

1,1 

—0,26336 

+3,05984 

1,2 

+2,79648 

Il  est  inutile  de  pousser  ce  tableau  plus  loin,  puisqu'à  partir 
de  a;=l,2  les  résultats  des  substitutions  seront  évidemment 
positifs,  de  sorte  que  1,2  est  une  limite  supérieure  des  racines 
de  l'équation.  Ainsi,  l'équation  proposée  a  trois  racines  réelles 
comprises  entre  0,3  et  0,4,  entre  0,8  et  0,9,  et  entre  1,1  et  1,2. 
Pour  les  calculer  à  moins  d'un  centième,  on  pourra  substituer 
entre  chaque  intervalle  des  valeurs  distantes  d'un  cen- 
tième, etc.,  ou  bien  recourir  à  la  méthode  suivante. 

755.  MÉTHODE  d'approximation  de  Newton.  Nous  avons  vu 
tout  à  l'heure  comment,  quand  on  connaît  deux  nombres  en- 
tre lesquels  se  trouve  une  seule  racine  de  l'équation  Y{x)  =  0 , 
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on  peut  par  le  rapprochement  des  limites  de  cette  racine  l'ob- 
tenir aussi  exactement  que  l'on  veut.  Supposons  donc  qu'en 
opérant  ainsi ,  on  ait  calculé  la  valeur  de  cette  racine  a  moins 
d'un  dixième. 

J'appelle  a  la  valeur  approchée  de  cette  racine,  et  ij  la  quan- 
tité dont  elle  en  diffère,  de  sorte  que  (a-]- y)  est  une  racine  de 
YÇx)  =  0.  Nous  exprimerons  qu'il  en  est  ainsi,  en  remplaçant  x 
par  ia-\-y)  dans  cette  équation,  ce  qui  donnera 

F(a+i/)-=(Fa)+F'(a)y  +  ^i/^  +  I§r/+...+r-0,  [12] 

équation  du  même  degré  que  la  proposée,  et  dont  les  racines 
sont  les  m  restes  que  l'on  obtient  en  retranchant  de  chacune 
des  racines  de  cette  proposée  la  quantité  constante  a.  Or,  puis- 
qu'une des  racines  de  F(^)  est  peu  différente  de  a ,  l'équation 
[12]  doit  avoir  pour  racine  une  petite  fraction  ;  d'où  il  suit  que, 
si  l'on  y  remplace  y  par  cette  valeur ,  les  termes  où  y  entre  à 
des  puissances  supérieures  à.  la  première  deviendront  très-pe- 
tits, de  sorte  que  cette  équation  sera  fort  peu  altérée  en  y  sup- 
primant ces  termes.  Elle  se  réduira  alors  à 

F(a)  +  F(a)i/  =  o,     d'où     ^/^-Jfj^'     [13] 

et  par  suite,  comme  valeur  approchée  de  x, 


x=a- 


F'(a)- 
Or  on  tire  de  l'équation  [12] 

F(a)       (F''(a)     y'      ,  ¥"'(a)       y' 


y- 


!' 


F'(a)  \r{a)'  1.2  ^F'(a)'  1.2.3^ 
ainsi  l'erreur  commise  en  prenant  pour  y  la  valeur  donnée  par 
la  formule  [13]  est  la  somme  de  tous  les  termes  compris  entre 
les  accolades  dans  l'équation  précédente.  Mais,  comme  la  valeur 

cherchée  de  y  est  moindre  que—,  y^,  i/%  . . .  sont  respective- 
ment moindres  que  ~,  j^, ...  et  l'on  conçoit  alors  que  cette 
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JL 

100 


somme  peut  être  moindre  que  -—  ;  de  sorte  qu'en  réduisant  la 


fraction  —  -r^  en  décimales  et  appelant  a  la  valeur  ainsi  trouvée 

à  moins  d'un  centième,  il  pourra  se  faire  que  la  quantité  (a-|-a) 

exprime,  à  moins  de  —,  la  valeur  de  la  racine  cherchée. 

Désignons,  pour  abréger,  cette  valeur  par  b,  et  appelons  js  ce 
qu'il  faut  ajouter  à  b  pour  avoir  la  racine  dont  il  s'agit,  z  étant 
une  quantité  moindre  que  y ,  nous  pourrons  répéter  sur  elle 
les  raisonnements  précédents,  ce  qui  nous  conduira  à 

et  l'erreur  sera 

[  F{b)'l .  2"^  F'{b)'l .  2  . 3"^  •  •  •  ¥\b)  j  * 
Or,  comme  z  est  plus  petit  que  -— ,  z^\  2^  . . .  seront  respective- 

ment  moindres  que  jiô5=^,ji^=y^^Q,...  de  sorte 

que  cette  erreur  pourra  être  moindre  que  .  On  réduira 

donc  —  ^^  en  décimales,  en  s' arrêtant  au  chiffre  des  dix-rail- 

Fib) 

lièmes,  et  si  l'on  appelle  p  la  valeur  ainsi  trouvée,  il  pourra  se 
faire  que  la  quantité  {b-\-  p)  exprime  à  moins  à'un  dix-millième- 
la  racine  cherchée- 
En  continuant  ainsi ,  on  obtiendra  des  valeurs  qui  pourront 

être  exactes  à  moins  de  (ïôôôô)  '^^  (îôôôc))  '"*  ^'^^*'^'^^^^ 
que  chacune  des  valeurs  successives  que  l'on  obtiendra  renfer- 
mera deux  fois  plus  de  décimales  que  la  précédente. 
Ainsi  donc,  on  commencera  par  former  la  fraction 

¥(x) 

¥\x)  ' 
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on  y  remplacera  x  par  sa  valeur  a  trouvée  à  moins  de  —,  et  on 

convertira  ensuite  la  fraction  résultante  en  décimales,  en 
&' arrêtant  au  chiffre  des^  centièmes.  On  ajoutera  la  fraction  déci- 
male dimsi  trouvée  à  a,:  ce  qui  pourra  donner  une  valeur  &  de  la 
raciae  cherchée,,  exacte  à  moms  d'un  centième. 

En  opérant  sur  b  comme  on  vient  de  le  fîiire  sur  a;,.,  et  en 
ayant  soin  de  s'arrêter  au  quatrième  chiffre  décimal,  en  conver- 

tissant  la  fraction  —  —l^à  en  décimales,,  on  obtiendra  une  va- 

J^  [0) 

leur  c  de  la  racine  demandée ,  qui  pourra  être  exacte  à  moins 
d'un  dix-millième,  et  ainsi  de  suite. 

Celte  méthode  qui  est  due  à  Nnoton  est  très-rapide ,  puisque 
chaque  opération  fournit  deux  fois  plus  de  déciuiales  que  la 
précédente,  mais  elle  peut  être  en  défaut  par  denx  causes, 
savoir  : 

1°  Il  pourra  très-bien  se  faire  qm  la  quantité 

( r{x)  t     ¥"{x)    f         4_yi.\ 

{  V'ixfl  .  2"^  FXxyi  .2.3"'^  "'~^¥\x)  ) 
ne  soit  pas  moindre  que     (  tt;  )  >  oïi  ^^^   (  tkk  )  r    o^  q^e 

(  — —  j  , . . .  dans  la  première,  ou  dans  lia  d^uxièMbe,,  ou  dans  la 

troisième...  approximation: 

2''  Et  en  fùt-il  ainsi,  comme  on  ne  prend  que  des  valeurs  ap- 
prochées po«ir  celles  des  fractions  —  fvVr^ — WT)* — rH  "  '  *  " 

il  en  résulte  de  nouvelles  erreurs,  de  sorte  que  la  méthode  de 
Newton  devra  souvent  ne  pas  donner  le  degré  d'approximation 
qu'elle  semble  promettre. 

Il  convient  donc,  pour  l'appliquer  avec  sécurité,  de  s'assurer 
à  chaque  opération  si  l'on  peut  compter  sur  le  degré  d'approxi- 
mation qu'elle  indique.  Soit  donc  h  une  valeur  que  l'on  est  porté 

à  croire  exacte  à  moins  de{— \  ;  on  substituera  cette  quantité  k 
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dans  ¥{x) ,  et  en  comparant  le  signe  du  résultat  au  signe  de  f{h) , 
h  désignant  la  valeur  qui  précède  k ,  on  saura  si  la  racine  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  k.  En  effet ,  si  ¥{k)  est  de  signe 
contraire  à  F(/^),  c'est  que  la  racine  tombe  entre  h  et  k,  de  sorte 
que  si  h  est>  ou  <  que  cette  racine,  k  est  au  contraire  <  ou  > 
qu'elle  ;  et  si  ¥{k)  a  le  même  signe  que  F(/i),  la  racine  sera  >  ou 
<  k,  selon  qu'elle  sera  >  ou  </^.  Cela  posé,  si  k  est  plus  petit  ou 

plus  grand  que  la  racine,  on  substituera  ^+T7T;iOu /c— — - 

dans  ¥{x),  et  si  le  résultat  est  de  signe  contraire  à  ¥{k) ,  on  en 

conclura  que  l'on  a  la  racine  à  moins  de—-  et  qu'on  ne  l'a  pas 

avec  cette  approximation,  si  F  (/c-f-  T7;;;)ou  F  (k — — -  j  a  le 

même  signe  que  ¥{k).  Dans  celte  dernière  hypothèse,  il  faudra 
augmenter  ou  diminuer  son  dernier  chiffre  décimal  successive- 
ment de  1,  2,  3,...  unités,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  ré- 
sultat qui  soit  de  signe  contraire  à  F(A;),  et  on  saura  alors  avec 
quel  degré  d'approximation  la  valeur  de  k  ainsi  corrigée  sera 
exacte.  La  longueur  des  opérations  qu'exigent  ces  précautions 
fait  préférer  la  méthode  d'approximation  de  Lagrange  (727)  à 
celle  de  Newton. 

756.  La  méthode  d'approximation  de  Newton  peut  se  re- 
présenter très -simplement  par  une  construction  graphique. 
Posons  en  effet  ^=:F(a;);  les  points  où  la  courbe  représentée 
par  cette  équation  coupe  l'axe  des  x ,  donnent  les  valeurs  des 
racines  réelles  de  l'équation  F(a;)=0.  Si  a  désigne  la  valeur 
approchée  d'une  de  ces  racines,  l'ordonnée  du  point  de  la 
courbe  qui  a  a  pour  abscisse,  sera  F(a),  et  l'équation  de  la  tan- 
gente menée  à  la  courbe  en  ce  point  sera 

y--fia)=r{a)ix-a); 
cette  tangente  coupe  Taxe  des  x  en  un  point  dont  l'abscisse  est 

F  (a) 
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c*est-à-dire  égale  à  la  valeur  approchée  fournie  par  la  méthode 
de  Newton.  Celte  méthode  revient  donc  à  la  construction  sui- 
vante : 


Connaissant  une  position  approchée  p  du  point  o  où  une  courhe 
coupe  l'axe  des  x,  on  mène  au  point  m  de  la  courbe  qui  se 
projette  en  p  une  tangente  ml,  et  Ton  obtient  ainsi  un  point 
t  qui  en  général  est  beaucoup  plus  près  de  o  que  p;  mais  on 
conçoit  fort  bien  qu'il  pourra  dans  certains  cas  ne  pas  en  être 
ainsi,  et  alors  la  méthode  sera  en  défaut.  Si  le  point  t  est  plus 
rapproché  de  o  que  j9 ,  on  déterminera  de  même  un  second 
point  ï  encore  plus  rapproché,  et  ainsi  de  suite. 

757.  Nous  allons  donner  quelques  exemples  de  résolution 
d'équations. 

Calculer  à  moins  d'un  dix-millième  les  racines  de  V équation 
Y{x)=a?  —  lx-T'l  =  Q' 

On  voit  d'abord  en  appliquant  à  cette  équation  la  règle  du 
n"  o30,  que  ses  trois  racines  sont  réelles  et  qu'elle  en  a  par 
conséquent  deux  positives  (o56)  et  une  négative.  En  consé- 
quence, je  substitue  dans  son  premier  membre  les  nombres  0, 
1 ,  2;  car  v/7  est  la  limite  supérieure  de  ses  racines  positives. 

a;  =    0  donne  -j-  7 

x=    1  +  1 

x=    2  +1 

X  =  sJÏ  +  . 

Ainsi,  ces  deux  racines  ont  la  même  partie  entière.  Je  pose 
donc  0^'=  lO^r,  ce  qui  donne 


1000 


.  F  (^  =  x'^  —  700a;'  +  7000  =:  0 , 
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de  sorte  qu'en  faisant  dans  cette  équation 

x'=zO,      ir'=10,      a;' =  20,      x'=lQ\/ï, 

on  trouvera  respeclivement 

+  7000,       +1000,       +1000,       +       . 

Je  remplace  actuellement  x'  par  les  moyennes 

5,  15, 

entre  0  et  10,  10  et  20,  et  il  vient 

+  3625  —125. 

Donc  il  y  a  une  racine  entre  10  et  15,  et  une  autre  entre  15  et 
20.  La  moyenne  entre  10  et  15  étant  13,  je  substitue  ce  nombre 
au  lieu  de  x\  ce  qui  donne  +  97,  de  sorte  que  notre  racine 
tombe  entre  13  et  15;  je  fais  a?'  =  14  ;  et  comme  le  résultat  de 
cette  substitution  est  —  56,  j'en  conclus  que  la  plus  petite  ra- 
cine positive  est  comprise  entre  13  et  14.  On  verra  de  même^ 
en  substituant  successivement  17  et  16  au  lieu  de  x',  que  la 
plus  grande  tombe  entre  16  et  17. 
Pour    approcher   davantage  de   la  plus  petite,    je   pose 

rc'=  13+  -,  et  en  effectuant  le  développement  d'après  la  for- 
mule de  Taylor,  je  trouve 

y    '  ^7      y 
ou ,  en  chassant  les  dénominateurs , 

97y^—  I93if  +  392/  +  1  =  0. 

1/  =  2  donne        +,    doncy=l  +  -; 

z 


mais,  avant  d'aller  plus  loin,  je  remarque  que  la  valeur  de  a 

étant  demandée  à  moins  de  t^qôÔ  '  ^^^^^  ^^  ^'  ^^^^  ^^^^  calculée 

1  x' 

à  moins  de  y— -r ,  puisque  x  =  jr;  or  la  racine  carrée  de 
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1  ^ 

'  1000  est  <32.  La  première  réduite  de  la  valeur  de  a/  est  — ,  et 

14  1 

la  deuxième  est  —.  En  remplaçant  i/  par  1+-,  on  trouvera 

562'  +  56^2— 98:r— 97  =  0. 

1  27 

^=2  tionne  +  ;  donc  ^=  1  +  -,  et  la  troisième  réduite  est  — . 

L'équation  en  u  est 

8Su^—l82u-—22ku  —  b&  =  0. 
En  considérant  les  deux  premiers  termes,  on  voit  que  it>2  : 

u  =  3  donne  — 125 

u  =  k  +        ; 

1  95 

donc       w  =  3  +  - ,  et  la  quatrième  réduite  est  — . 

L'équation  en  v  est 

125t>^—  925i)2—  565u  —  85  =  0. 

La  considération  des  deux  premiers  termes  montre  que  v>7. 

V  =  8  donne  +      ; 

1  692 

donc       v  =  7  -{--,  et  la  quatrième  réduite  est  — ;- . 

t  51 

Le  dénominateur  de  cette  réduite  est  plus  grand  que  32  ;  ainsi 
elle  donne  certainement  le  degré  d'approximation  voulu.  La 

règle  du  n°402  donne  —     pour  limite  de  Terreur  commise  en 

prenant  cette  réduite  pour  valeur  de  x'.  En  la  réduisant  en 
décimales  et  reculant  ensuite  la  virgule  d'un  rang  vers  la  gau- 
che, on  trouvera  x  =  1,3568 ,  valeur  exacte  à  moins  d'un  dix- 
millième. 

On  calculera  semblablement  les  deux  autres  racines. 

738.  Résoudre  l'équation 

X  =  a;*— 7a;^+12a;^  — ic— 7  =  0. 
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La  limite  supérieure  des  racines  positives  est  7. 

x  =  0  donne  —  7 


x=l 

—  2 

x  =  2 

—  1 

x  =  S 

—  10 

x  =  k 

—  11 

X  =  b 

+  38 

X=Q 

+  203 

X  =  7 

+ 

Il  n'y  a  qu'un  seul  changement  de  signes  ;  ainsi  les  racines  peu- 
vent ne  pas  être  séparées.  Je  forme  les  fonctions  de  Sturm  : 

X  =x''—7x^-\-Ux'-—x  —  7,  Xi  =  kx^—2lx^+2kx  —  l, 

X2  =  51a;2— 15637+119,  X3=329a;— 527,   X4  =  +  2890. 

x  =  0  donne    —    —    +    —    +,      3  variations; 

x=-  (Xi  +    +    +    +    +>      0  variât. 

Il  y  a  trois  racines  réelles  positives.  Comme  il  en  tombe  une  entre 
4  et  5,  nous  allons  voir  si  les  deux  autres  sont  entre  0  et  4,  ou 
entre  5  et  7,  ou  si  elles  ne  seraient  pas  toutes  trois  entre  4  et  5  : 

a;  =  4  donne    —    +    +    +    +,       \  variât.    . 

donc  il  y  a  deux  racines  entre  0  et  4.  Je  substitue  la  moyenne  2 
de  ces  nombres  : 

a?  =  2  donne  —  —  +  +  +,  1  mriat, 
ainsi ,  elles  se  trouvent  entre  0  et  2  ; 

X  =  1  donne  —  +  +  —  +,  3  variât. 
donc  ces  deux  racines  tombent  entre  1  et  2.  Je  pose  donc  a;=  1-1 — , 
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et  en  développant,  d'après  la  formule  de  Taylor ,  je  trouve 

Y=  — 2i/+6î/— 3y^— 3î/+l,  Y,  =  eif—6if  —  9y+k, 
Yi=  14*—  54|/  +  51,     ¥3  =  —  198Î/  +  329,     ¥4  =  +  2890, 

y  =  1    donne  —    —    +    +  +  >       1  variât. 

y  =10  —     +     H~     —  +>       ^  variât. 

y  =  b  —    +    +    —  +ï       3  variât. 

y  =3  —     +     +    —  +>       3  variât. 

y  =  2  —     +     —     —  +,       3  variât. 

ainsi  les  deux  valeurs  de  y  sont  entre  1  et  2 .  Je  fais  donc  y  =  -]--, 
et  je  trouve 

Z=  —  z'+z^—Sz^+  2^  —  2,     Zi  =:^hz^  —  Sz'-+  12-  +  6, 
Z2=ll:r^  — 26:r+14,     Z3=131^  — 198,     Z4===H-2890. 

z  =  1  donne  —  +  —  —  +  ,  3  vaiHat. 

;s=10            —  —  +  +  +>  1  variât. 

z=:b              —  —  +  +  +Î  1  variât. 

z  =  3              —  —  +  +  +»  1  variât, 

z  =  2             —  —  +  +  +>  1  variât. 

Les  deux  valeurs  de  z  sont  comprises  entre  1  et  2.  Je  pose  donc 

z  =  l4--,  et  je  trouve 

U  ^^u'+^w'—Zu—l,     \]t=l0u'  —  9u^—l8u  —  b, 
Uâ=  —u^—ku+  11,     U3  =  — 67  w+  131 ,     U4  =  +  2890. 


u =  1  donne 

— 

-     +     +     +, 

1  variât. 

w  =  10 

— 

+ +, 

3  variât. 

u=b 

— 

+ +. 

3  variât. 

u  =  3 

— 

+ +, 

3  variât. 

u=2 

+ 

+ +, 

2  variât. 

Il  y  a  donc  une  valeur  de  u  entre  1  et  2,  et  une  autre  entre 
2  et  3. 
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Pour  calculer  la  première  plus  approximativement,  je  pose 
îi  =  1  -}-  -,  et  je  substitue  dans  l'équation  U  =  0,  ce  qui  donne 

v  =  2  donne+,    donc?;— 1+-. 

i 

Examinons  si  la  fraction  continue 

1 


X=:l 


1  +  1 


'    l  +  etc, 
qui  est  le  développement  de  la  racine  que  nous  poursuivons, 
ne  serait  pas  périodique.  Si  elle  jouit  de  cette  propriété,  elle 

sera  une  des  racines  de  l'équation  a?  =  1  +  -,  ou  cif — x — 1  =  0. 

J'effectue  donc  la  division  de  x''-{-7x^-{-l2^  —  x — 7  par 
a;- —  X —  1  (728),  et  je  trouve  que  le  quotient  de  cette  division 
estic^  —  Ç>x-{-7  et  que  le  reste  est  nul.  Donc  on  obtiendra  les 
racines  demandées  en  résolvant  les  deux  équations a;^ — x—l  =  0 

et  a;^— 657  +  7  =  0. 

759.  Calculer  la  racine  positive  de  Véquation 

W—  0,0047970^  —  0,000826D  —  0,0111=  0*.  [15] 

On  tire  de  eetfee  équation 

D^  =  0,0111  +  0,000«26D  +  0,004797D^         [16] 


*  L'équation  par  laquelle  on  détermine  le  diamètre  intérieur  d'une  conduite 
d'eau  cylindrique  est  la  suivante  : 

LO  0^  T  O^ 

D^ - 0,000  095  94 -=fD2 -0,0826  ^D  —  0 ,002  22 -f:=0 , 
H  il  il 

L  étant  la  longueur  du  tuyau,  Q  la  dépense  d'eau  en  une  seconde,  et  H  la 
hauteur  de  la  colonne  d'eau  représentant  la  pression  à  l'orifice  de  sortie.  Si 
l'on  suppose  1  =  500"",  Q  =  0™,  1,  et  H  =  1",  on  trouve  l'équation  propo- 
sée [15]. 
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D  étant  évidemment  plus  petit  que  1,  on  voit  que  les  deux 
derniers  termes  du  second  membre  sont  très-petits  par  rapport 
au  premier;  si  donc  on  les  néglige,  on  aura,  comme  première 
approximation, 

D'^  =  0,0111,     d'où     D'=  v/0,0111  =  0-,40650. 

Cette  valeur  est  trop  faible.  Si  on  la  substitue  dans  le  second 
membre  de  l'équation  [16],  il  viendra 


D'^«=:  0,012228,     d'où     D''  =  v/0,012228=:0™,41445, 

valeur  encore  trop  faible,  mais  plus  approchée  que  la  précé- 
dente. Cette  nouvelle  valeur  étant  à  son  tour  substituée  dans 
le  second  membre  de  l'équation  [16],  il  en  résultera 

D'^s^r  0,0 12266,     d'où     D'"=r  ^0,012266-==  0,41470. 
On  arrivera  de  même  à  l'équation 


D"^=  0,012267,      d'où     D-  =  v^0,012267  =  0,41471. 
Voici  d'ailleurs  le  détail  des  calculs  : 

log  0,0111  =1,0453230 

log  v'0,0111  =T,6090646;  D'=:0,40650 

logD'  =  1,6090646  0,0111        \ 

log  0,000826        =4,9169800 

log  [0,000826D']  =4,5260446       0,000826D'     =0,0003350 

log  D'^  =1,2181292 
log  0,004797        =  3,6809697 

log  [0,004797D'2]  =  4,8990989       0,004797D'2    =  0,0007926  / 

D"^=0,0122276 
log  0,012228     =2,0873554 
log  v^0,012228  =  T,6174711  D''  =0™,41445 

Observant  que   log  D"=log  D'  +  0,0084065,  et  que  par  suite 
logD'^=logD'2+0,0168130, 
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on  aura,  pour  le  calcul  de  la  substitution  de  D"  dans  le  second 
membre  de  l'équation  [IG]  ^  : 

0,0111  \ 
log  [0,000826D"]  =4,5344511  0,000826D''  =  0,0003423  [ 
log  [0,004797DT  =  4,91591 19       0,0047970"^  =  0,0008239  ) 

D'"s=  0,0122662 
log  0,012266     =2,0887030 
log  v^O, 012266  =  r,6177406        D'"  =  0«»,41470 
log  D'"  =  log  D''  +  0,0002695 
log  D'"^=log  D"2  + 0,0005390 

0,0111 
log  [0,000826D'T  =4,5347206       0,000826D'"  =0,0003425 
log  [0,004797DT  =  4,9164509       0,004797D'"^=  0,0008249 

D'^  =  0,0122674 
log  0,012267    =2,0887384 
log  v^0,012267  =  1,6177476       D'"  =  0,41471. 

Celte  valeur,  qui  diffère  peu  de  la  précédente,  est  encore  trop 
faible;  mais  si  l'on  essaye  la  valeur  Di=:  0,41480,  on  trouvera 
que  celle-ci  est  trop  grande.  En  effet,  on  a  d'une  part,  en 
substituant  dans  l'équation  [15]  : 

logDi  =1,6178387 

log  Di«  =  2,089 1935     Di^  =  0,012279, 

d'autre  part  : 

0,0111 
log  [0,000826Di]  =4,5348187         0,000826Di  =0,0003426 
log  [0,004797Di^]  =  4,9166471         0,00479701^  =  0,0008253 
0,01 11  +  0,000826Di  +  0,004797Dr  =  0,0122679. 

Ainsi  la  valeur  0,41480  rend  positif  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée,  et  est  par  conséquent  plus  grande  que  D  ; 

*  log  [0 ,  000826  D"  ]  —  log  [G ,  000820  D' J  +  0 ,  0084065 , 

et  log  [0 ,004797  D"2]  =  Icg  [0,004797  D'^J  +  0,0168130. 
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d'une  autre  part,  la  valeur  0,41471  est  trop  petite;  la  valeur 
de  D  est  donc  déterminée  à  moins  de  0,0001 ,  approximation 
suffisante  dans  une  pareille  question. 

Nous  avons  cru  devoir  donner  cet  exemple  de  la  méthode  des 
approximations  successives,  que  l'on  trouve  assez  souvent  occa- 
sion d'employer  avec  avantage. 

§  V.  CALCUL  DES  RACINES  IMAGINAIRES. 

740.  Les  racines  réelles  de  l'équation  ¥(x)=:  0  étant  déter- 
minées aussi  exactement  qu'on  le  voudra,  à  l'aide  des  méthodes 
que  nous  venons  de  développer,  il  ne  s'agira  plus  que  de  cal- 
culer ses  racines  imaginaires,  si  elle  en  renferme.  Ces  racines 
étant  de  la  forme 

il  faut  trouver  tous  les  couples  de  valeurs  réelles  de  ij  et  de  z 
qui  rendront  cette  fonction  racine  de  la  proposée.  Pour  y  par- 
venir, on  pourra  substituer  y  -\-z  sj —  1  à  la  place  de  x  dans  le 
premier  membre  de  cette  équation ,  et  en  mettant  \J  —  1  en 
facteur  commun  des  termes  où  il  entrera ,  on  obtiendra  une 
équation  de  la  forme 

A  +  Bv/^^=0, 
qui  se  partagera  dans  les  deux  suivantes 

A  =  0    et    B  =  0. 

On  résoudra  donc  ces  deux  équations ,  mais  en  se  bornant  à 
calculer  seulement  les  couples  de  valeurs  réelles  de  y  et  de  ^ 
qu'elles  admettent  ;  puis,  en  substituant  successivement  chacun 
de  ces  couples  dans  la  formule  y-\-z\J —  1 ,  on  obtiendra  toutes 
les  racines  imaginaires  de  l'équation  proposée  F  (a?)  =  0. 

741 .  Ces  calculs  seront  en  général  fort  longs ,  puisque,  pour 
les  effectuer,  il  faudra  éliminer  l'une  des  inconnues  ^  et  ^  entre 
les  équations 

A=0    et    B==:0. 
C.  40 
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Mais,  si  on  a  fait  usage  de  l'équation  aux  carrés  des  différences, 
pour  effectuer  la  séparation  des  racines  réelles  de  l'équation 
F  (x)  =  0,  on  en  profitera  pour  obtenir  les  racines  imaginaires 
de  celte  équation  plus  rapidement  que  par  la  méthode  que  nous 
venons  d'indiquer. 

Désignons,  en  effet,  par  a,  Z;,...  les  racines  réelles  de  F  (x)  =  0, 
et  par  adz|3  y/  —  1,  a'itpy  —  1,...  ses  différents  couples  de 
racines  imaginaires  :  les  racines  de  l'équation  aux  carrés  des 
différences  de  ses  racines  seront  nécessairement  de  l'une  des 
quatre  formes  suivantes  : 

{a-^bf,  carré  de  la  différence  entre  deux  racines  réelles , 

(a — a  =p  p  y/  —  iX  carré  de  la  différence  entre  une  racine  réelle 
et  une  racine  imaginaire  ; 

!  (a— a'}  ±1  (p— p')  v/— -1 1  %  carré  de  la  différence  entre  deux  ra- 
cines imaginaires  non  conjuguées  ; 
(2p v/  —  l^î  carré  de  la  différence  entre  deux  racines  imagi- 
naires conjuguées. 

Les  racines  de  la  première  espèce  sont  toujours  positives ,  et 
celles  de  la  quatrième  toujours  négatives.  Quant  aux  racines 
de  la  deuxième  et  de  la  troisième  espèce,  elles  sont  générale- 
ment imaginaires;  cependant,  si  l'on  avait  a=aou  a  =  a',  elles 
seraient  réelles  et  négatives,  mais  chacune  d'elles  entrerait 
deux  fois  dans  l'équation  aux  carrés  des  différences. 

En  conséquence ,  on  formera  une  équation  qui  n'ait  pour 
racines  que  les  racines  simples  de  l'équation  aux  carrés  des 
différences  (606),  puis  on  calculera  ses  racines  négatives  —  a, 
— 6', — c',...  et  chacune  d'elles  sera  le  carré  de  la  différence 
entre  les  deux  racines  imaginaires  d'un  même  couple,  de 
sorte  qu'on  aura 

—  a'=— -48^     -.i>'=:— 4p'S..., 
et  par  suite 

P       2-  '^2        ' 
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En  substituant  la  valeur  de  |3  à  la  place  de  z  dans  les  deux 

équations 

A  =  0    et    B  =  0, 

on  trouvera  deux  équations  qui  devront  avoir  la  racine  com- 
mune a,  de  sorte  que,  pour  l'obtenir,  il  n'y  aura  qu'à  égaler  à 
zéro  le  plus  grand  commun  diviseur  de  leurs  premiers  mem- 
bres, et,  de  celte  manière,  on  aura  les  deux  racines  conju- 
guées a  ±:  p  y/ —  1.' 

§  VI.  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  TRANSCENDANTES. 

742.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'à  présent  que  des  équa- 
tions algébriques  dans  lesquelles  l'inconnue  n'entrait  ni  comme 
exposant,  ni  sous  aucun  des  signes  log,  sin,  etc.  Nous  allons 
maintenant  dire  quelques  mots  de  la  résolution  des  éqitations 
transcendantes. 

745.  La  méthode  sur  laquelle  est  fondée  la  résolution  d'une 
équation  algébrique  repose  essentiellement  sur  ce  que  le  pre- 
mier membre  est  une  fonction  continue  de  la  variable;  en 
effet,  lorsque  cette  condition  est  remplie,  on  est  assuré  que  si 
deux  nombres,  substitués  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion ,  donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  ces  deux 
nombres  comprennent  nécessairement  une  racine;  et  par 
conséquent  on  peut  toujours  arriver  à  séparer  les  racines  et  à 
les  resserrer  entre  des  limites  aussi  rapprochées  qu'on  le  vou- 
dra, au  moyen  de  substitutions  convenablement  faites.  Il  suf- 
fira donc  que  le  premier  membre  de  l'équation  transcendante 
F(a;)  =  0  soit  une  fonction  continue  de  x,  pour  que  l'on  puisse 
appliquer  à  sa  résolution  tout  ce  que  nous  avons  dit  de  la  ré- 
solution des  équations  algébriques  par  la  méthode  des  substi- 
tutions. 

744.  Ces  substitutions  seront  évidemment  beaucoup  moins 
simples  à  effectuer  que  lorsqu'il  s'agissait  d'un  polynôme  algé- 
brique. Lorsqu'on  aura  calculé  directement  un  certain  nombre 
de  résultats  provenant  de  la  substitution  de  nombres  équidis- 
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tants,  on  formera  leurs  différences;  et,  en  considérant  comme 
sensiblement  égales  celles  d'un  certain  ordre,  et  négligeant 
celles  des  ordres  suivants,  on  achèvera  le  tableau  des  valeurs 
du  premier  membre  de  l'équation,  comme  s'il  s'agissait  d'une 
fonction  entière  et  rationnelle  (652). 

Après  avoir  séparé  les  racines  et  les  avoir  placées  entre  deux 
nombres  suffisamment  rapprochés,  on  les  calculera  avec  une 
plus  grande  approximation,  au  moyen  de  la  méthode  de 
Newton.  Cette  méthode  s'appuie ,  il  est  vrai ,  sur  la  formule  de 
Tayîor,  et  nous  ne  l'avons  établie  que  pour  une  fonction  en- 
tière et  rationnelle  ;  mais  on  démontre  qu'elle  peut  s'appliquer 
à  une  fonction  quelconque.  On  conçoit,  d'ailleurs,  que  si  on 
appelle  a  une  valeur  très-approchée  d'une  racine  x  de  l'équa- 
tion F(a?)=0,  et  que  Ton  représente  cette  racine  par  x=a-\-y, 

y  étant  une  très-petite  quantité,  1  expression   -^^ — —^ — 

pourra  différer  très-peu  de  f'{a)  (472)  ;  on  pourra  donc  poser 

'  ^^  __ Yf^a).  d'où  l'on  conclut,   en  observant  que 

y 

F(a  +  ,)=.0,   ^7==-p|. 

743.  Résoudre  l'équation  F(x)=x^ —  10  log  x —  10  =  0. 

Si  l'on  substitue ,  à  la  place  de  a?,  une  quantité  très-peu  dif- 
férente de  0,  le  terme  x^-  sera  extrêmement  petit.  Quant  au 
terme  logrr,  il  se  composera  d'une  partie  négative  d'autant 
plus  considérable  que  x  sera  une  plus  petite  fraction,  et  d'une 
partie  positive  nécesséûrement  moindre  que  l'unité.  Par  con- 
séquent, le  terme —  lO  log  x  sera  susceptible  de  prendre  une 
valeur  positive  assez  grande  pour  que  le  premier  membre  de 
l'équation  soit  lui-même  positif. 

Si  l'on  fait  a?=  1,  le  résultat  —  9  est  négatif. 

Si  l'on  substitue  a;=  10 ,  le  résultat  est  évidemment  positif, 
et  il  est  évident  qu'en  donnant  à  x  des  valeurs  croissantes ,  le 
premier  membre  sera  toujours  positif  et  ira  même  en  augmen- 
tant sans  hmite. 

Ainsi  l'équation  a  deux  racines,  l'une  comprise  entre  0  et  1, 
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l'autre  entre  1  et  10.  Pour  en  approcher  davantage,  nous  sub- 
stituerons les  moyennes 

+  0,5    et    +5  , 

qui  donnent  respectivement  pour  résultats 

—  12,7603,     +21,9897. 

Ainsi  la  première  racine  est  comprise  entre  0  et  0,5,  et  la  se- 
conde entre  1  et  5.  En  continuant  ainsi,  on  trouvera  que  la 
premièie  racine  tombe  entre  0,1  et  0,2,  et  la  seconde  entre  4 
et  4,1. 

Si  on  veut  calculer  cette  seconde  racine,  par  exemple,  avec 
une  plus  grande  approximation,  au  moyen  de  la  méthode  de 
Neivton,  on  formera  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion, et  l'on  trouvera  (492  et  496) 

F'(a;)  — "--      lA^oê"'' 

On  formera  la  fraction 

F(^) 


F'(^) 


:2; 

X 

X' 

'•— lOloga?  — 

10. 

2x       10  ^'^ 

e     ' 

X 


on  y  remplacera  x  par  la  première  valeur  approchée  4,  et  il 
viendra 

F(4)_       --0,020600  _ 
F'(4)-         6,914265    ~^^^^^^' 

On  aura  donc  4,0029  pour  seconde  valeur  approchée  delà  ra- 
cine. Pour  la  vérifier,  nous  substituerons  4,0029  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  ;  le  résultat  est — 0,000539;  donc 
cette  valeur  est  un  peu  trop  petite.  Mais  si  l'on  substitue 
4,0030,  on  trouve +  0,000153.  Cette  dernière  valeur  est  donc 
un  peu  trop  grande,  et  par  conséquent  la  racine  cherchée  est 
connue  à  moins  d'un  dix-millième. 


CHAPITRE  XXIIL 

THÉORIE  DES  ÉQUATIOIXS-BKVOMES. 


S  ï.  RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DES  EQUATIONS-BINOMES. 

746.  On  appelle  équation-binôme  celle  gui  ne  renferme  qu'une 
seule  puissance  de  V inconnue,  ei  des  quantités  connues.  II  est 
clair  que  l'on  peut  toujours  ramener  une  pareille  équation  à  la 
forme 

ir™rpA=0.  [1] 

Or  il  résulte  du  n**  S25  que,  pour  obtenir  toutes  les  racines  de 
cette  équation,  il  faudra  multiplier  la  détermination  arithmé- 
tique de  la  racine  m"^  de  A,  successivement  par  chacune  des 
racines  de  l'équation 

r=pl  =  0,  [2] 

c'est-à-dire  par  chacune  des  m  racines  mr^*  de  4-1  ou  de  —  1. 
Il  s'agit  ainsi  de  résoudre  cette  équation  [2].  Nous  considére- 
rons d'abord  l'équation 

r— 1  =  0.  [3] 

747.  Lemme.  Quelles  relations  doit-il  exister  entre  m  et  n  pour 
que  les  équations  ^*" — 1  =  0  et  y" —  1  =^0  aient  plusieurs  raci- 
nes communes  ? 

Si  ces  deux  équations  ontplusieurs  racines  communes,  leurs 
premiers  membres  doivent  avoir  un  plus  grand  commun  divi- 
seur d'un  degré  supérieur  au  premier;  en  conséquence,  nous 
allons  chercher  ce  plus  grand  commun  diviseur.  Or  on  voit  fa- 
cilement qu'en  effectuant  la  division  de^""— 1  par  y**—!,  le  de- 
gré de  chaque  reste  sera  inférieur  de  n  unités  à  celui  du  pré- 
cédent, de  sorte  que  si  m=nq+r,  le  reste  de  cette  première 
division  sera  ^'■— I.  De  même,  sin=r^i-l-ri,  le  reste  de  la  di- 
vision dey*"—  1  par  î/'"—  1,  sera  y\—  V\  et  ainsi  de  suite  ;  par 
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conséquent,  si  Vu  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et 
de  n,  le  dernier  diviseur  sera  y'^ — 1,  et  le  reste  correspondant 
sera  if — 1  =0.  Dans  ce  cas,  les  deux  équations  auront  n  raci- 
nes communes.  Mais  si  metn  sont  deux  nombres  premiers 
entre  eux,  le  dernier  diviseur  sera  ij — 1,  et  par  conséquent  les 
deux  équations  n'auront  pas  d'autre  racine  commune  que 
l'unité. 

748.  Théorème.  L'équation  y*" — 1  =  0  a  m  racines  qui  jouis- 
sent de  cette  propriété  remarquable,  que  si  m  est  un  nombre 
PREMIER,  071  reproduira  toutes  ces  raciales  en  élevant  une  quel- 
conque d'entre  elles,  pourvu  que  ce  ne  soit  pas  V unité  y  à  toutes 
les  puissances  1,  2,  3,  4,...  m. 

Soit  a  une  quelconque  des  racines  imaginaires  de  l'équation 
i/*" — 1=0'"  :  on  voit  d'abord  que  toutes  les  puissances  de  a  se- 
ront des  racines  ;  car  (a'^;"'=(a"')^=l.  Je  dis  ensuite  que  celles 
de  ces  puissances  dont  les  exposants  ne  surpassent  pas  m  sont 
inégales,  qu'ainsi  a?  n'est  pas  égal  à  a^,  si^;  et  q  sont  deux  nom- 
bres entiers  plus  petits  que  7)i-f-l.  Supposons,  en  effet,  queron 
puisse  avoir  aP=a^;  il  en  résultera  a^-'^ — 1=0,  de  sorte  que  les 
équations  y"^ —  1=  0  et  yp-« — 1  =0  ont  la  racine  commune  a, 
ce  qui  est  impossible,  puisque  m  étant  supposé  un  nombre 
premier,  ces  deux  équations  ne  peuvent  pas  avoir  d'autre  ra- 
cine commune  que  l'unité  (747),  et  nous  avons  supposé  que  a 
était  une  expression  imaginaire.  Donc  toutes  les  quanti- 
tés a,  a',  a',  a*,...  a»»  sont  différentes;  et  comme  chacune  est 
racine  de?/"*— 1=0,  ce  sont  là  toutes  les  racines  de  cette  équa- 
tion. Toutes  ces  racines  sont  donc  inégales,  et,  en  effet, 
1/"» — 1  est  évidemment  premier  avec  sa  dérivée  my""-^  (602). 

On  pourrait  conclure  de  là,  si  déjà  on  ne  le  savait  pas  (518), 

*  Cette  équation  ne  peut  pas  avoir  d'autre  racine  réelle  que  +  1  ;  car,  d'a- 
bord la  m"«  puissance  d'une  quantité  po.itive  plus  grande  ou  plus  petite  que 
l'unité  est  elle-même  aussi  plus  grande  ou  plus  petite  que  l'unité;  et  ensuite , 
m  étant  un  nombre  impair,  puisqu'il  est  premier,  l'équation  [3]  ne  peut  pas 
avoir  de  racine  réelle  négative. 
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que  l'équation  [3]  n'a  pas  plus  de  m  racines;  car,  si  on  élève  a  à 
la  puissance  mi-^-h,  i  étant  un  nombre  entier  quelconque  et  h 
un  nombre  positif  moindre  que  m*,  on  aura 

valeur  trouvée. 

749.  Ce  théorème  établi,  occupons-nous  delà  résolution  de 
l'équation  î/"* — 1  =0,  et  supposons  d'abord  que  m  soit  un 
nombre  premier.  Cette  équation  étant  réciproque,  sa  résolu- 

tion  se  ramènera  à  celle  d'une  équation  du  degré  — -— ,   la- 

quelle  jouira  de  cette  propriété  remarquable  que  toutes  ses  ra- 
cines seront  réelles.  En  effet,  on  obtiendra  cette  équation  en 
éliminant  y  entre 

et  y+^y^^' 

Mais,  si  l'on  désigne  para-f-py/— i  une  valeur  de  y,  on  aura 

t  comme  (a±  p  s/"^^  )véririe  ?/"*  —  1  —0,  on  a 

(a4.py/irr>.(a^pv/^>  =  l,     ou     (a2  +  p2)'»=:l; 

or  (a*+p^^  est  une  quantité  réelle  et  positive,  donc  elle  est 
égale  à+1;  donc  j^=:a-j-py/ — i  +«  —  (3y/  +  i=2a. 

Il  suit  de  là  que  l'on  pourra  séparer  les  racines  de  l'équation 
en  z  sans  avoir  recours,  soit  au  théorème  de  Sturm^  soit  à 
l'équation  aux  carrés  des  différences  de  ses  racines  (725). 

D'un  autre  côté,  il  suffira  de  calculer  une  seule  des  racines 

— —      I  I  ..Il  I   II      I  I  I  I  I       Cl  I  1 1  I 

*  Il  est  facile  de  voir  que  cette  formule  mi  -{-  h  représente  un  nombre  en- 
tier quelconque.  D'abord  la  chose  est  évidente,  si  ce  nombre  est  positif,  et, 
s'il  est  négatif,  il  est  de  la  forme 

—  mi  —  k=z—mi  —  fc  -f  m  --  m  =  —  (t  +  1)  m  +  (tn  —  /c). 
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de  l'équation  en  z\   car,  en  substituant  cette  racine  dans 

l'équation  y-{-  -=^,  on  obtiendra  deux  valeurs  dey,  et  en 

élevant  Tune  d'elles  à  tous  les  puissances  depuis  la  première 
jusqu'à  la  m"''  inclusivement,  on  trouvera  toutes  les  racines  de 
la  proposée.  Toutefois  ces  calculs  seront  encore  fort  pénibles, 
si  le  degré  de  l'équation  proposée  est  un  peu  élevé.  Or  on 
peut,  à  l'aide  des  tables  trigonométriqms ,  effectuer  très -sim- 
plement la  résolution  de  l'équation  i/*"q=  1  =0,  quelle  que  soit 
la  valeur  entière  et  positive  que  l'on  attribue  à  m,  ainsi  que 
nous  le  verrons  bientôt. 

750.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l'exposant  du  degré 
de  l'équation  n'est  plus  un  nombre  premier,  et  soit  l'équation 

2/"»"— 1=0,  [4] 

dans  laquelle  m  et  u  sont  deux  nombres  premiers  entre  eux.  On 
voit  d'abord  que  les  racines  des  deux  équations 

2/*"-- 1=0  et  7/^—1  =0 

appartiennent  à  l'équation  [4]  ;  car,  si  a  par  exemple  est  une 
racine  de  if —  1  =  0,  on  aura  a'"'' =(a*")"—  l . 

Gela  posé,  je  dis  que  si  l'on  multiplie  les  racines  de  l'équa- 
tion y"* — l=:0  successivement  par  celles  de  y""  — 1=0,  on 
obtiendra  toutes  les  racines  de  l'équation  [4].  En  effet,  soient  a 
une  racine  de  la  première  et  p  une  racine  de  la  deuxième, 
on  aura  a'^'^l,  p"=l,et  parlant  (ap)»"«  =  (a"')"- (PT  =  1  ; 
donc  ap  est  racine  de  l'équation  [4].  Désignons  mainte- 
nant par  a'  et  par  p'  deux  autres  racines  quelconques  des 
équations  respectives  t/*" —  1  =0  et  î/"  —  1  =  0  :  a'p'  sera  en- 
core une  racine  de  l'équation  [4] ,  et  je  dis  que  a'p'  n'est  pas 
égal  à  ap.  Car,  si  cela  était,  on  aurait  a^p"  =  a'"|3'"  ;  mais  p*'=  1 

et  p"*=  1;  donc  a**  =  a'%  d'où  P,j    =  1  ;    mais  on    a  aussi 
l,donc  -„  quantité  différente  de  l'unité,  serait  une 


9' 


racine  commune  à  i/*" — 1=0  et  à  i/" — 1  =  0,  ce  qui  est  con- 
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traire  (747)  à  l'hypothèse  que  mein  sont  deux  nombres  pre- 
miers entre  eux. 

Donc  tous  les  produits  qu'on  obtiendra  en  multipliant  les 
racines  de  ?/"* —  1  =  0  successivement  par  celles  de  ^"^ — 1  =0 
sont  différents ,  et  comme  ils  sont  au  nombre  de  mn ,  ce  sont 
toutes  les  racines  de  l'équation  [4]. 

Remarquons  qu'en  élevant  une  quelconque  des  racines  de 
y«« — 1=0,  ou  de  7/^ — 1=0  à  toutes  les  puissances  1,2, 3,... wn, 
on  ne  reproduira  pas  toutes  les  racines  de  Téquation  [4]  ;  en 
effet,  chaque  puissance  d'une  racine  a  de  la  première ,  par 
exemple,  sera  répétées  fois,  car  a'"+i  =  a'".a  =  a,a'"+2  =  a^  . . . , 
«am+i  ^  ^^  a.^rn+2^  ^2^  g^^^  ^  çt  Téquatiou  ^'"«—1=0  n'a  pas  de 
racines  égales. 

On  démontrerait  de  même  que  si  w,  n,  j),  sont  trois  nom- 
bres premiers  entre  eux  deux  à  deux,  on  obtiendra  toutes  les 
racines  de  l'équation 

^"•^^p— 1=0, 

en  multipliant  les  racines  àey"" — 1  =  0  par  celles  de  ^*'—  1  =  0, 
et  les  produits  ainsi  trouvés  successivement  par  les  racines  de 
y^ — 1  =:  0,  et  ainsi  de  suite. 

75i.  Soit  maintenant  m  un  nombre  quelconque  ;  décompo- 
sons-le en  ses  facteurs  premiers,  et  supposons  que 

r,  s,  t  étant  des  nombres  premiers.  La  résolution  de  l'équation 

1/"»— 1=0 
sera ,  d'après  ce  qui  précède ,  ramenée  à  celle  des  équations 

^-e_i^O,    ?/«'-l=0,    7/~l=0; 

et  quand  on  les  aura  résolues,  on  obtiendra  toutes  les  racines 
de  la  proposée ,  en  multipliant  les  racines  de  la  première  par 
celles  de  la  deuxième ,  et  les  produits  ainsi  obtenus  par  celles 
de  la  troisième. 
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Considérons  donc  l'équation 

yr^^l==:0,  [5] 

Je  pose  y^^~'^  =  zce  qui  donne  en  substituant  dans  [5], 

2'-  — 1—0. 
D'un  autre  côté ,  si  l'on  représente  par  a  une  quelconque  des 
racines  de  cette  dernière  équation,  par  Pi  la  détermination  arith- 
métique de  ""f'^â,  que  et  l'on  pose  y—^ii/i,  on  obtiendra  toutes 
les  valeurs  de  y,  en  multipliant  les  r  valeurs  dont  Pi  est  suscep- 
tible, successivement  par  les  racines  de  l'équation 

^yi^'"'-l  =  0  [6] 

(746)  ;  de  sorte  que  la  résolution  de  l'équation  [5]  se  trouve 
ainsi  réduite  à  celle  de  l'équation  [6],  dans  laquelle  l'exposant 
de  r  est  inférieur  d'une  unité  à  celui  que  r  a  dans  l'équation  [5]. 
Par  conséquent,  en  continuant  de  cette  manière,  on  sera  ra- 
mené à  résoudre  l'équation 

r'-'-i  =  o, 
qui  n'est  autre  que  s*" — 1=0. 

Ainsi,  la  résolution  de  l'équation  /''  —  I  =0,  et  par  suite  celle 
de  l'équation  proposée  y"^ —  1  =  0,  se  trouve  ramenée  à  celle  de 
l'équation  ?/  — 1=0  dans  laquelle  r  est  un  nombre  premier, 
et  nous  avons  traité  cette  question  plus  haut  (740). 

7o2.  Exemple  I.  Soit  i/^  — - 1  =  0.  On  posera  if  =  z,  et  on 
aura  z"" — 1=0.  Appelons  a  une  quelconque  des  racines  de 
cette  équation  et  représentons  par  8i  la  détermination  arith- 
métique de  v/aj  on  feray  =  Pi?/i,  ce  qui  donnera  yy'—l  =  0  : 
donc 

y  =  «Pi. 
Ainsi,  en  remplaçant  dans  cette  formule  a  par  ses  r  valeurs  et 
pi  par  les  siennes,  ou  obtiendra  toutes  les  racines  de  l'équation 
proposée  ^*"^ — 1=0. 

II. Soit î/^'— 1  =  0.  Je  pose  1/*^=^,  ce  qui  donnez'— 1=0; 
ainsi,  en  représentant  par  Pa  la  détermination  arithmétique 

de  V«?  et  faisant  y  =  pj^/a ,  on  aura  i/g*^  —  1  =  O.  Mais  d'après 
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ce  qui  précède,  2/2  — «pi  ;  donc 

de  sorte  qu'en  remplaçant  dans  cette  formule  a  par  ses  r  va- 
leurs et  pi  et  P2  par  les  leurs,  on  obtiendra  toutes  les  racines  de 

r'— 1=0. 

Si  l'on  avait  l'équation  y^ —  1  =0  omi/^ —  l  —  0,  les  valeurs 
de  a  seraient 

+  1  et     —1 

celles  de  Pi,    v^+î  =  1,  et  \J^^i  , 

2 2 / — 

celles  de  p2,    V+ 1  =1 ,  et  V=^  ==  v/7^=        -    ^  (285)  ; 

v/2 
d'où  il  suit  que 

v/2  v/2 

On  arrive  plus  rapidement  à  ces  valeurs  en  remarquant  que 

de  sorte  que  la  résolution  de  l'équation  if  — 1  —  0  se  décom- 
pose dans  celle  des  équations 
i/— lr=0,         d'où    ?/  =  ±i; 

i/2  +  l=:0,  d'où     y=z±sj^-î)  

^^+\/"=T=o,  d'où    2/=±V~v/^=±  î— ^^; 

^^-v/^^==0,  d'Où     y=:±:v/+v/=rT=.:±:  ^+^^-^ 

s/2 

7o5.  Occupons-nous  maintenant  de  l'équation 

Si  m  est  un  nombre  impair,  on  n'aura  qu'à  y  changer  y  en— y, 
et  la  résolution  de  cette  équation  se  trouvera  ramenée  à  celle  de 
1/*"-— 1  =  0. 
Si  m  est  un  nombre  pair ,  on  en  extraira  tous  les  facteurs  2 
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qu'il  peut  contenir,  et  on  le  mettra  ainsi  sous  la  forme  m=  2\p, 
Alors  en  posant 

tf"  =  z,    il  viendra    ^p  +  1  =  0 , 

équation  que  nous  savons  résoudre,  puisque  p  est  un  nombre 
impair,  z  étant  ainsi  connu,  on  n'aura  plus  qu'à  résoudre 
l'équation 

/'-.'  =  0, 

ce  que  nous  savons  faire. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

on  ramènera  sa  résolution  à  celle  des  deux  équations 
/— ^  =  0,     z'+l=^0. 

On  tirera  de  la  deuxième 

1— ^ZTs  i-^^ZTs' 


1, 


2 


Désignons  par  Pi  la  détermination  arithmétique  de  l'z,  on  fera 
y  =  ?iyu  et  on  transformera  ainsi  l'équation  y~^—  z  —  0  dans  la 
suivante 

y^'-i  =  o, 
dont  les  racines  sont 

Or  on  trouvera  facilement,  en  se  reportant  aux  formules 
[24  et  25]  du  n"  260,  que  les  valeurs  de  pi  sont 

l+\/^             v/2  4-v/3~v/2  — v^Sy/Hî 
?i= 7= — y     =  - — 7i ' 

\/2  2 


\/2-}-v/3+V2  — v/3  V^— 1  . 


2 
de  sorte  qu'en  multipliant  successivement  chacune  de  ces  trois 
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dernières  quantités  par  +  1 ,  +\/—  1,  —  1  et  — v^^^>  on  ob- 
tiendra les  douze  racines  de  l'équation  proposée. 

g  II.  CALCUL  DES  RADICAUX  ALGÉBRIQUES. 

7^4.  Nous  avons  donné  précédemment  les  régies  que  Ton 
doit  suivre  dans  le  calcul  des  quantités  radicales,  mais  en  sup- 
posant que  ces  quantités  étaient  réelles  et  en  nous  bornant  à 
leurs  déterminations  arithmétiques  :  maintenant  nous  allons 
considérer  les  quantités  radicales  dans  toute  leur  généralité 
(523),  et  nous  verrons  que  les  règles  que  nous  avons  établies  aux 
n°'  502,  50o,  ...  509  sont  encore  applicables  au  cas  actuel. 

735.  1"  Cas.  Nous  supposons  d'abord  que  les  quantités  sou- 
mises aux  radicaux  soient  positives 

lo  Soit  à  multiplier  y/a  par^b;  je  dis  que  ya- v^==  v^a&. 
Appelons ,  en  effet,  a,  p  et  y  les  déterminations  arithmétiques  des 
racines  m™"  de  a,  de  5  et  de  ab  ;  on  aura  v  «=«71?  V^=Pv/^ 
et  7â^  =  Y?ï?  puis  donc  que  (502)  ap  =  Y>  il  s'agit  de  prou- 
ver que 

Or,  si  l'on  élève  le  produit  de  ^l  par  y'  1  à  la  puissance  m,  on 
trouvera  1  ;  donc  chaque  valeur  de  ce  produit  est  une  racine 
mr*  de  l'unité  ;  d'ailleurs  ce  produit  n'a  pas  moins  de  m  valeurs 
différentes,  puisque  chacun  de  ses  facteurs  a  m  valeurs  dis- 
tinctes; donc  toutes  ces  valeurs  sont  les  m  racines  m"»"  de  l'u- 
nité, doncVÏ.7î=\/ï* 

m /—  m    1— 

a*»  On  démontrerait  de  la  même  manière  que^  =  i /--. 

3°  Il  serait  naturel  de  passer  actuellement  à  la  formation  des 
puissances  des  quantités  radicales,  pour  traiter  ensuite  de  l'ex- 
traction de  leurs  racines,  mais  il  sera  préférable  de  suivre  l'ordre 
inverse. 

Soit  donc  à  extraire  la  racine  n*"»  de  '\Ja.  :  je  dis  qu'on  aura 

\J'^âz=r)/a,  ce  qui  revient  à  prouver  que  \J\Jl  =^^s/l»  Pour  y 
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parvenir  désignons  par  a?  la  valeur  générale  de  VTÎ  :  il  suit  de 
la  définition  de  la  racine  tv»"  que  a;'»=yî,  et  que  a;'""=  1  ;  donc 
toutes  les  valeurs  de  x  sont  celles  même  de  "^î;  donc 

4°  Élever  J/ J  à  la  puissance  n ,  n  et  m  étant  deux  nombres 
premiers  entre  eux;  je  dis  qu'on  aura  (/a)"  =  ^â^,  ce  qui  re- 
vient à  prouver  que  (v^î)"  =  y^l-  Soient,  en  effet,  a,  p,  y, ...  les 
m  racines  mr"  de  l'unité  :  toutes  les  valeurs  de  (v^I)"  seront  a% 
P%  7%  ...,  quantités  qui  sont  toutes  des  valeurs  de  ^ï,  puisque 
(a")"»=(a'")*^=:i.  Ces  valeurs  sont  toutes  différentes;  car,  si  l'on 

avait  a"  =  p",  on  aurait  (  ^  j  =  1 ,  et  conune  (  ^  )  ==  ^  =  i ,  il 
s'ensuivrait  que  ^,  quantité  différente  de  l'unité,  serait  une 

racine  commune  aux  équations  a?"* — 1  =  0  et  a;'* 1  =  0 

ce  qui  est  impossible  ,  puisque  m  et  n  étant  premiers 
entre  eux,  ces  deux  équations  n'ont  pas  d'autre  racine 
commune  que  l'unité.  (V^)"  a  donc  m  valeurs  qui  sont  par  con- 
séquent toutes  celles  de  7^5  donc  (71)=  v^T. 

50  Je  dis  que  ("7a/'  =  î?âp,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que 
(7î;-=  yi.  En  effet,  QTr  =  !  (^7î)"r=(7T7=.  ^î. 

60  Soit  à  multiplier  ^a  par  v b,  m  et  n  étant  premiers  entre 
eux  :  je  dis  qu'on  aura  Ç^â.  ^b  =  '"^'â/^,  ce  qui  revient  à  prou- 
ver que  '^X'\/'X='"^Ï'  Le  produit  î/T-V^Î  a  pour  valeurs  tous 
les  produits  que  l'on  obtient  en  multipliant  les  racines  de  l'é- 
quation œ™— 1  =  0  par  celles  de  a;**-— 1  =  0;  mais  on  obtient 
ainsi  toutes  celles  de  ce'"'»—  1  =0  (7oO),  c'est-à-dire  toutes  les 
valeurs  de  "(/l .  Donc ,  etc. 

70  Supposons  enfin  que  les  indices  des  radicaux  que  Von 
veut  multiplier  aient  un  facteur  commun ,  je  dis  qu'on  aura 
"v^a.''v^5=''"v/^"^"'>  ce  qui  revient  à  prouver  que  '"yT."v''T='"Vï^* 
En  effet,  '71.  ^1  =  Vvi^-^F-^  v/VÎ^=^7l  =  "'7T. 
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La  division  des  radicaux  se  démontrerait  de  la  même  ma- 
nière que  leur  multiplication. 

736.  2«  Cas.  Si  la  quantité  a  soumise  à  un  radical  est  néga- 
tive, et  que  l'indice  m  de  ce  radical  soit  impair,  on  peut  encore 
prendre  la  détermination  arithmétique  de  ce  radical ,  et  en  la 
multipliant  par  les  m  racines  m*""'  de  1,  on  a  toutes  ses  valeurs. 
Ainsi  y^^— 32=— 2.  s/l-  Mais  si  l'indice  est  pair,  il  faut  prendre 
la  détermination  arithmétique  de  —  a,  quantité  positive ,  et  la 
multiplier  successivement  par  toutes  les  valeurs  de  \J—  i,  de 
sorte  qu'il  est  nécessaire  d'examiner  les  règles  du  calcul  des 
quantités  telles  que  \J —  1. 

1°  Soit  \/ —  là  élever  à  la  puissance  n,  m  et  n  étant  deux  nom- 
bres premiers  entre  eux  :  je  dis  qu'on  aura  ( ÎJ/  —  1^=  \/{ —  l)"". 
Soient,  en  effet,  a,  |3,  y, ...  les  valeurs  de  v^"^^  :  a",  p",  y",  ...  se- 
ront celles  de  Çs/—-^T'  ces  quantités  sont  aussi  des  valeurs  de 
y{— 1)%  car  (a**y"r=(a'")"=(— 1)**.  Il  sera  ensuite  facile  de  faire 
voir  qu'elles  sont  toutes  différentes  (733,  4°). 

m, ni——— 

2°  Proposons-nous  de  multiplier  y/  —  1  par  y  —  1,  m  et  n 
étant  premiers  entre  eux  :  je  dis  qu'on  aura  v' —  ^  •  v  —  1 
=  7(— 1)".( — ir.  Je  désigne,  en  effet,  par  a,  p,  y, ...  les  valeurs  de 
\/ —  1  et  par  a',  p',  y', .  •  •  celles  de  \/ —  1  :  le  produit  de  l'une  quel- 
conque des  premières  par  une  quelconque  des  secondes  sera  une 
valeur  de  7(— if.(— !)"»;  car(aa'r"=(a"'f  .(a'«)^r=r(— If.f— l)"*. 
Il  sera  facile  ensuite  de  faire  voir  que  tous  ces  produits  sont 
distincts  (733,  6o),  et  comme  ils-sont  au  nombre  de  mn,  on  en 
conclura  que  ce  sont  toutes  les  valeurs  de  V(—l")-( — !)"*• 

On  démontrera  absolument  de  la  même  manière  que 
'Ç/ZTï. Ç/l|- 1  =  '"^( — 1)",  si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux. 

Tous  les  autres  cas  se  démontreraient  en  répétant  le  raison- 
nement du  n°  733. 
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g  III.   RÉSOLUTION  TRIGONOMÉTRIQUE 
DES  ÉQUATIONS-BINOiMES. 

737.  Considérons  d'aîjord  l'équation 

7/-— 1  =  0.  [3] 

Nous  avons  démontré  dans  notre  Trigonométrie  (46)  que  m  étant 
un  nombre  entier  positif,  on  avait  la  formule 

(cos  cp  -\-  y/ — 1  sin  œ)""  =  cos  ??icp  4-  v/ —  1  sin  mo  : 

d'où  l'on  voit  que,  si  l'on  peut  déterminer  l'arc  cp  de  manière 
que  le  deuxième  membre  de  cette  équation  se  réduise  à 
-f-  1 ,  la  valeur  correspondante  que  prendra  la  fonction 
Ccos  9  +  v/—  1  sin  f)  sera  une  racine  de  l'équation  proposée. 

Or  il  est  ckir  que  la  quantité  (cosmcp-|-  y' —  1  sin  m  9)  ne  se 
réduira  à+1,  qu'autant  que  l'on  aura  simultanément 

cosmc&=:-f-l     et    sin??i^  =  0, 

d'où  l'on  tire 

m?  =^  ^hr.,    a  ou    ci  =  —  5 

donc  la  formule  générale  des  racines  de  l'équation  [3]  est 

y  z=  COS h  V  —  1  sm .  [71 

Comme  k  représente  un  nombre  entier  quelconque,  il  sem- 
blerait résulter  de  cette  formule  que  l'équation  [3]  admet  une 
infinité  de  racines,  mais  il  est  facile  de  voir  qu'elle  n'en  a 
que  m.  En  effet,  il  est  d'abord  visible  qu'en  faisant  successive- 
ment 

k=zO,  —l,  =2,  =3...  ={m  —  l), 

on  aura  m  valeurs  différentes  pour  ?/;  car  la  plus  grande  des  va- 

,     ^                         .     .„       2/c~         2(m— 1)7: 
leurs  correspondantes  que  recevra  amsii  arc —  sera  — ^^ , 

^  ^  on  m 

laquelle  est  plus  petite  que  2^,  et  il  n'y  a  pas  dans  la  cirjonfé- 

c.  41 
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rence  deux  arcs  qui  aient  à  la  fois  le  même  sinus  et  le  même 
cosinus,  ce  qui  serait  nécessaire  pour  que  deux  valeurs  de  y 
fussent  égales.  Je  dis  déplus  que,  pour  toute  valeur  donnée  à  A^ 
autre  que  l'une  des  précédentes,  on  retombera  sur  une  valeur 
de  y  correspondante  à  une  valeur  positive  de/i  moindre  que  m. 
Posons  en  effet /^=?7^^-l-/^',^  étant  un  nombre  entier  quelconque 
positif  ou  négatif,  et  h  un  nombre  entier  positif  moindre  que 
m  (748*;,  il  viendra 

2/  =  cos(2i.+^')  +  v/— sin  (2i.+^^) 

2/iTC    ,      / r    .     2/i7r 

=  cos \-  yJ —  1  sm , 

m        ^  on 

valeur  qui  est   celle  même  que  l'on   a  trouvée  en  faisant 

La  formule  [7]  donne  donc  seulement  les  m  racines  de  l'équa- 
tion [3]. 

7S8.  Si  Ton  observe  que,  d'après  le  Théorème  de  Moivre,  la 
formule  [7]  revient  à 


^^=HS+^- 


1  sm  —  ) , 

mj 


on  en  conclura  que,  comme  on  obtient  toutes  les  racines  de  la 
proposée,  en  donnant  successivement  à  k  les  valeurs  1 , 2, 3, ....  m, 
les  racines  de  cette  équation  sont  toutes  les  jmissances  successiveSy 
depuis  la  première  jusqu'à  lanV'%  de  la  racine 

27r    ,     / .     2tc 

COS— +  v—  1  sm  — , 
m  m 

correspondantes  à  k  =  1 . 
Examinons  si  une  autre  racine  de  l'équation  [3], 

2mz    ,      / r     .     2îl7r 

Wrzr  cos ^-V— ISm , 

j  m  m 

jouit  de  la  même  propriété.  Élevons,  pour  cela,  cette  racine  à  la 
l>"^"'  et  à  la  ç""  puissance,  p  et  q  étant  deux  nombres  moindres 
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que  m+ 1,  et  cherchons  si  ces  deux  puissances  peuvent  être 
égales;  car,  si  elles  ne  le  sont  pas,  nous  devrons  conclure 
qu'en  élevant  la  racine  dont  il  s'agit  à  toutes  les  puissances 
1,  2,  3,  4,....  m,  on  obtiendra  m  résultats  différents,  et  comme 
chacun  d'eux  est  une  racine  de  l'équation  [3],  ils  seront  les  m 
racines  de  cette  équation.  Si  au  contraire  la  p™«  et  la  ^™'  puis- 
sance de 

2nTc  ,     y — -   .    2n7r 

cos h  V  —  1  sm  — - 

m  m 

sont  égales,  on  n'obtiendra  pas  m  valeurs  différentes  en  élevant 
cette  racine  à  toutes  les  puissances  successives,  depuis  la  pre- 
mière jusqu'à  la  m"%  et  par  conséquent  on  ne  trouvera  pas 
ainsi  toutes  les  racines  de  la  proposée.  Posons  donc 

/       27Î7C  ,     , — -    .    2niiY       (       Iniz  ,      , — -    .    2n7r\« 

(cos hv — 1  sm —     =    cos h  v/ — 1  sm —      : 

\        m        ^  m  I         \        w     '    '  m  j 

cette  équation  revient  à  {Trig*%  46) 

cos — —  4-  v/—  1  sm  — ^  =  cos  -^-  +  y/-- 1  sm  — —, 

laquelle  se  partage  dans  les  deux  suivantes 

2nî)7r  2nû"jr       ^      .     2npTz        .    2nqTi 

cos — ^— =  cos — ^—    et    sm — ^— =:sm — —. 
m  m  m  m 

Or,  pour  que  deux  arcs  aient  à  la  fois  le  même  sinus  et  le  même 
cosinus,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  différence  soit  un  multiple 
de  la  circonférence  {Trig'%  lo  et  17)  :  donc 

2np-K       2nqK  _    ._ 
m  m 

,.  n(p  —  q) 

ou  bien  —^ —  =  i> 

m 

D'où  l'on  voit  que  sin  et  m  sont  deux  nombres  premiers  entre 
eux,  cette  condition  ne  pourra  jamais  être  remplie,  puisque  ;9 
et  q  sont  deux  nombres  entiers  inégaux  et  moindres  que  on-{- 1 . 
Mais  si  m  et  n  ont  un  facteur  commun,  il  ne  sera  plus  néces- 
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saire  quo  m  divise  le  (idcteur  (p— ^),  1 1  il  pourra  très-i^en  80 
fiure  quo  Ton  puisse  assigner  à  p  et  i\  -/  iK  s  \uloui*s  lollos  que 

♦Kp— Vj  g^n  m^  nombre  enlier.  Si,  pur  exemple,  on  avait  m=  6 

etn=4,  on  n\uirait  qu*i\  faiiH3|)=5  61^  =  2. 

Donc,  qudh  que  soU  ia  racim  que  Von  comidh'e^  si  on  CHèvû 
siêc^ssioemmi  à  toutes  ks  puissances  ikpim  Uipfw%ièrejusq\^*à 
la  m«**,  on  rep^nUiira  toutes  ks  racines  de  la  proposée^  pourvu 

que  cette  racu\e  soit  une  pmssance  de  (cos~ -f-v  —  1  sm — j 

dont  Vewposmu  soU  premier  atm  m. 

Ce  théorème  s*uccoi*de  avec  celui  que  nous  avons  déuioutré 
au  ir  7iH,  puisque  nous  y  avons  supposé  que  m  iMnil  un 
nonibiv  proniior. 

7;î1>.  Comme  réquallou  i;>i  uo  peut  avoir  pour  racine  réelle 
que  +  1,  si  tn  est  impair,  et  -|-  1  et  —  1,  si  m  est  pair,  il  eu  ré- 
sulte (|uelo  nombre  île  ses  raeiiu^s  iuK\ginairos  est  [>air,  et  il  est 
mi^me  faeile  de  reiunuiaiUe  (jue  eelles-ei  ne  ditl^riwit  deux  À 
deux  que  par  le  sijiiie  du  facteur  v^—  1.  Pour  obtenir,  en  etVet, 
deux  pareilles  valt  iirs  de  j/»  il  taut  donner  à  A*  deux  valtMU's  h 

et  k\  telles  que  cos — =cos et  que  sm—  =  — sm  -----, 

// '  Tff*  ï/v  Ttl 

ce  qui  cxi^e  que  la  sonune  des  arcs  —  et  —  soU  un  muIU- 

ple  pair  de  la  demi-circonférence   (THg*\  1»  et  17)  ;  et 
connue  chacun  d*eux  est  moindre  qu*une  circonférence,  on  de- 

vradoncavou' 1 — -~=2it,  d'où  h+h'=^m. 

Donc,  i\  deux  valeui^s  de  k,  dont  la  somme  est  m,  répondent 
deux  valeurs  conjuguées  de  y.  Ainsi,  on  pourra  comprendre 
toutes  les  racines  de  Téquation  [3J  dans  la  fornuUe 

y  =  cos  —  =t  v/—  1  sm  —,  [8] 

ci  pour  eu  déduire  toutes  ces  racines,  il  suffira  d*y  faire  varier /t 
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dqnds  zéro  jusqu'à  -  ou  ju.squ*à    ^7"  >  ^^-l^n  que  m  sera  un 
nombre  pair  ou  impair. 

En  effet,  les  deux  valeurs  de  /t, auxquelles  correspondent  deux 
valeurs  corjjuguées  de  :y,  sont  deux  termes  ^iquidislants  des  ex- 
trêmes dans  la  progression  1 ,  2,  3,....  {m —  1),  de  sorte  que  si  m 

.    ,    ^           11.                     I             '/^^t  — 1-1-1       m     ^ 
est  pan-,  le  terme  du  milieu  y  occupe  le  rang =  —,  et 

si  w  est  impair,  le  dernier  terme  de  Ja  première  moitié  est  le 


(^-■y 


76().  Si  l'on  forme  le  produit  des  deux  racines  comprises 

dans  la  formule  [8],  on  trouvera  cos*-^  +siri'— ^  =  1,  ce  qui 

montre  que  les  racines  imaginaires  conjuguées  de  Téquation 
ym —  1  —  0  jjQj^it  réciproques. 

701 .  On  lire  de  la  formule  [8]  le  moyen  de  décomposer  le 
premier  membre  de  l'équation  y*"  —  1=0  en  facteurs  réels  du 
deuxième  degré.  Si  Ton  observe,  en  effet,  que  la  somme  des  deux 

racines  correspondantes  à  une  même  valeur  de  k  est  2  cos  — -, 

on  verra  que  le  premier  membre  de  l'équation  du  second  degré 
qui  donnerait  ces  racines  est 

m 

puisque  leur  produit  esl-|- 1 .  C'est  donc  là  l'expression  générale 
des  facteurs  réels  du  deuxième  degré  de  l'équation  [3],  de  sorte 

qu  en  y  faisant  varier  k  depuis  zéro  jusqu  a  ^  ou  jusqu  a  — - — , 

suivant  que  rasera  un  nombre  pair  ou  impair,  on  obtiendra 

tous  ces  fadeurs.  Il  faut  cependant  avoir  soin  de  ne  prendre 

que  la  racine  carrée  des  facteurs  (y  —  1)*  ti{y  + 1;*,  correspoii- 

m 
danis  à  k  =0  et  à  /î  =  -.  La  raison  en  est  que  les  racines  ima- 
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ginaires  conjuguées  de  la  proposée  sont  seules  groupées  dans 
l'équation 

y^  —  2  cos  —  .  y  + 1  zn:  0  ; 

car,  lorsque  l'on  suppose  k=:0  ouk  =  —,  son  premier  membre 

devient  le  produit  de  deux  facteurs  égaux  correspondants  à  la 
racine  y  =  cos  0  =  1 ,  ou  à  la  racine  y  =  costz  =  —  1 . 

D'après  cela,  on  aura,  dans  le  cas  où  m  est  un  nombre 
pair, 

1/-  — l=(y-.l)  |^2_2yC0S^  +  l  II?/'— 2yCOS^  +  lj.... 
j,/_-2yC0S-Ai_ZJI  +  i  j  (y  +  1); 
et  si  m  est  un  nombre  impair, 

r-i=(i/-i)(y^-%cosJ+;ij[y^~2ycos^+ij.... 

|V-2ycos^-  +  lj. 

*762.  L'équalion7y"*—l  =0  étant  privée  de sonsecond  terme, 
la  somme  de  ses  racines  est  nulle  ;  mais  toutes  ses  racines  se 
tirent  de  la  formule  [7]  en  y  faisant  successivement  /c=l,  =2, 
=  3,....=^m;  donc,  en  additionnant  toutes  ces  racines  et  égalant 
séparément  à  zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  de  la 
somme,  on  aura 

27r   ,          47r    ,          6::   ,           ,           2(m — 1)71    ,  «         ^    ' 

cos hcOS hCOS h....+  COS  -^ ^+COS27r=:0, 

.    27U    ,      .     47r    ,      .    67T   ,  ,      .    2(m — l)7r   ,      .     ^ 

sm h  sm h  sm h  •  •  •  •  +  sm  -^- — -^  +  sm  27:  =  0. 

Ceci  nous  apprend  que  si  on  divise  une  circonférence  en  m  par- 
ties égales  et  qu'on  prenne  un  des  ^joints  de  division  pour  origine 
des  arcs  y  la  somme  des  sinus  des  arcs  terminés  a  ces  divisions  sera 
nulle,  ainsi  que  la  somme  de  leurs  cosinus. 
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765.  Occupons-nous  maintenant  de  la  résolution  de  Téqua- 
tion 

i/-  +  l  =  0.  [9] 

Si  nous  nous  reportons  à  la  formule  de  3Ioivre, 

(cos  tP  +  v/^  sin  cp)*»  —  cos  mo  +  v^—  1  sln  mt^ , 

nous  verrons  que  la  fonction  (cos  ^+  y/^  sin  9)  sera  racine  de 
la  proposée,  si  Ton  peut  assigner  à  tp  une  valeur  telle  que 

cos  m-f  = —  1     et  que    sin  rncp  =  0. 

Or  il  n'y  a  que  les  multiples  impairs  de  la  demi-circonférence 
qui  aient  leur  sinus  nul  et  leur  cosinus  égal  à  —  1  ;  donc 

m:^  =  {^k-{-\)TT,    dou    o  =  - ^— ^. 

Ainsi  la  formule  générale  des  racines  de  l'équation  [9]  est 

i/=cos^ ■ — -  +^—1  sm^ ' — -y        [10] 

et  on  obtiendra  toutes  ces  racines  en  donnant  à  k  les  valeurs 
successives  0,  1,  2,  3,....  (m — 1). 

764.  En  raisonnant  comme  au  n°  737,  on  reconnaîtra  qu'en 
donnant  à  A:  d'autres  valeurs  que  celles-là,  on  n'obtiendrait  pas 
de  nouvelles  valeurs  pour  y. 

On  verra,  de  même  qu'au  n°  758,  que  les  racines  de  la  proposée 
sont  toutes  les  puissances  de  degré  impair  de 

COS — hv  —  1  sm— , 

depuis  la  première  jusqu'à  la  {2m  —  1)°'%  ou  de  toute  autre 
racine  que  celle-ci,  pourvu  que  cette  racine  soit  une  puissance 

de  cos  —  +  s/ —  1  sin  —  dont  V exposant  soit  premier  avec  m. 

On  reconnaîtra  aussi  que  les  valeurs  de  y  sont  conjuguées 
deux  à  deux  et  qu'elles  correspondent  à  des  valeurs  de  k  dont  la 
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somaie  est  (m — 1),  de  sorte  qu'on  obtiendra  toutes  les  racines  de 
l'équation  en  donnant  à  k,  dans  la  formule 

7/  — cos^^ ! — ^=tv  —  1  sm ■ — —.  [11] 

les  valeurs  0,  1,  2,  3,....  jusqu  a  — - —  ou  jusqua — - — ,  selon 

que  m  sera  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair. 

On  vérifiera  facilement  que  les  racines  imaginaires  conju- 
guées sont  réciproques  (7G0),  et  on  trouvera  que  la  formule  des 
facteurs  réels  du  second  degré  de  notre  équation  est  (761) 

2      ^           (2/c  +  1)tc   . 
\p- — 2?/  cos ■ — —4-1. 

*763.  Enfin  on  prouvera,  comme  aun°  762,  que 

cos  — +C0S — h  COS h-. ••4- cos  ^^ ^=^0, 

sm  —  +  sm Y  sm  — h-.--  +  sm ^=:  0  : 

ce  qui  démontre  que  si  Von  partage  une  circonférence  en  m  parties 
égales,  la  somme  des  sinus  ou  des  cosinus  des  arcs  qui,  commençant 
à  l'un  des  points  de  division,  iront  se  terminer  aux  points -milieux 
des  arcs  de  division,  est  égale  à  zéro. 
766.  La  résolution  de  l'équation  binôme 

7/"»  —  1=0 
donne  le  moyen  de  prouver  que  la  racine  m™*  d'une  quantité 
imaginaire  de  la  forme  {a-\-\/ —  l)  est  elle-même  une  quantité- 
de  cette  forme,  mais  il  faut  auparavant  examiner  si /e  théorème 
de  MoiVRE  est  vrai,  quelque  valeur  positive  ou  négative  que  Von 
donne  à  m. 

Supposons  d'abord  que  cet  exposant  soit  un  nombre  en- 
tier négatif,  et  considérons  en  conséquence  la  fonction 
(cos  cp-f-  v/ —  1  sin  cp)"*"  :  elle  revient  à 

1 1 

(cos  9  +  V^  —  1  sin  cp)»»      cos  m<f  +  V^  —  ^  sin  mcp  ' 
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OU ,  en  multipliant  les  deux  termes  de  cette  dernière  fraction 

par  (cosmcp  —  y/  —  1  sinmç), 

/  ,     / — -   .     \  „      cosmo— V^' — lsin9?ic& 

^       '   '   '^  T/  cos^??icp  =  sm*mcp 

=  cos( — mcp)  +  v/  —  1  sin( — mcp). 

Ainsi  la  formule  de  Moivre  est  encore  vraie  quand  l'exposant 
est  un  nombre  entier  négatif. 

n 

Soit  maintenant  (  cos  ©  +  V^  —  ^  sin  <p  )"*,  n  étant  un  nom- 
bre entier  positif  ou  négatif.  Cette  expression  revient  (512)  à 

(cos  n'f  +  \/  —  1  sin^icp  j  .  Nous  allons  examiner  si  cette  der- 
nière peut  se  ramener  à  la  forme  (  cos  -  +  v^  —  1  sin^r  ).  S'il  en 
est  ainsi,  nous  aurons 

cos  nc^-\-sJ  —  1  sin ?ia>  =  cos  mz -\-sJ  —  1  sin  mz , 
de  sorte  que  les  deux  arcs  ncp  et  mz  doivent  avoir  le  même  si- 
nus et  le  même  cosinus,  ce  qui  exige  que 

mz  —  ncp  =  2  a;  TC,     d  ou    z  =  — i— ! ; 

donc 

(cos(p  +  v/  — lsm(p)'"=cos--^-^ hv  — Ism-^— ! .[12] 

Ainsi  la  formule  de  Moivre  n'est  plus  vraie  dans  le  cas  où  l'ex- 
posant est  un  nombre  fractionnaire.  Or,  si  l'on  remarque  que 

cos— î— ! hv  —  1  sm  — î— ^ 

m  m 

(       ?icû  ,    , .    n^\  (       Ikiz  ,    , .    2/v7r\ 

—    cos  — î-+v/  •—  1  sm  — î-  )     cos h  V  —  1  sm ) , 

\        m   '  ^  m  j   \         m     ^   ^  m  j 

on  en  conclura  que ,  dans  le  cas  où  l'exposant  est  un  nombre 

fractionnaire    —  ,  on   pourra  encore  appliquer  la  formule 

comme  s'il  était  un  nombre  entier,  mais  qu'il  faudra  multi- 
plier le  résultat,  c'est-à-dire  la  détermination  arithmétique  de 

(cos  9  4"  V^  —  1  sin  9  )^ ,  par  les  ?7i  racines  7?î°'"  de  l'unilé  (758), 
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de  sorte  que  le  théorème  est  encore  vrai  dans  le  cas  actuel,  si 
Von  se  borne  à  cette  détermination  arithmétique. 


767.  Revenons  maintenant   à  l'expression  \/a  +  b\/ — 1* 
Nous  pourrons  toujours  poser 

a  =  ç  cos  03    et    Z>  =  p  sin  w , 

p  et  w  étant  deux  indéterminées  :  car  on  en  tire 

n  b 

9  =  ±\/a--\-b\    cos  o)  —  ir~r7T72  ^^  sinoj  — — —  ^        . 

Ainsi  en  négligeant,  pour  plus  de  simplicité,  la  valeur  négative 
de  p,  ce  facteur  sera  le  module  de  a+  ^v^ — 1 J  ^t  si  l'on  désigne 

par  cp  le  plus  petit  arc  positif  ayant ==  pour  cosinus  et 

-\-\^  a^-\-b^ 

^  ^     ^  pour  sinus,  l'expression  proposée  reviendra  à 


V(<^+ ^y/  — 0~~  V  p(cos'f +  v/  —  Isincp) 

expression  de  la  forme  des  imaginaires  du  second  degré,  et  en 
y  faisant  /c=0,=  l,  =  2,  =  3,....  =  m  —  1,  on  déduira  de  cette 
formule  toutes  les  valeurs  de  la  racine  W"*  de  la  quantité 

La  transformation  de  a+&  y/ — 1  en  p(coscp-|-v/  —  isincp) 
mérite  d'être  remarquée  ;  car  elle  ramène  toutes  les  opérations 
sur  les  quantités  imaginaires  aux  mêmes  opérations  sur  des 
expressions  de  la  forme  cos  9  +  y/  —  1  sin  cp ,  lesquelles,  comme 
nous  l'avons  vu  dans  la  Trigonométrie,  et  d'après  la  formule  de 
Moivre,  se  ramènent  aux  opérations  immédiatement  inférieures 
sur  les  arcs,  ce  qui  est  tout  à  fait  analogue  au  calcul  des  quan- 
tités exponentielles. 

*  768.  ScoLiE.  Si  l'on  avait  résolu  l'équation  y"^ — 1=0  par 
la  méthode  algébrique  que  nous  avons  exposée  précédemment, 
on  pourrait  en  déduire  un  procédé  pour  partager  la  circonfé- 
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rence  en  m  parties  égales.  Les  racines  ainsi  trouvées  doivent, 
en  effet,  être  identiques  avec  les  valeurs  que  l'on  obtient  en 

égalant  k  successivement  à  1, 2,  3, m  dans  laformule  [7]  ;  si 

donc  a  est  le  plus  grand  des  termes  réels  qui  entrent  dans  les 
différentes  racines  qu'on  aura  trouvées,  a±:b\/  —  1 ,  a'zh  h'  \j' — 1 , 

a"±h"  J —  1,....,  on  verra  que  <2=cos — ,  et  que, connaissant 

ainsi  la  valeur  numérique  du  cosinus  de  la  m™**  partie  de  la 
circonférence,  il  sera  facile  d'obtenir  cette  m"*  partie.  Il  y  a 
plus,  c'est  que  si  m  est  un  nombre  premier  de  la  forme  (2**-f-l), 
on  pourra,  ainsi  que  Gauss  l'a  fait  voir,  faire  dépendre  la  ré- 
solution de  l'équation  y"*  — 1=0  de  celle  d'une  suite  d'équations  du 

second  degré,  de  sorte  qu'on  obtiendra  l'arc  —  en  construisant 

les  racines  de  ces  équations,  et  qu'ainsi  la  division  de  la  cir- 
conférence en  m  parties  égales  pourra  s'effectuer  géométrique- 
ment, c'est-à-dire  sans  tâtonnements  et  en  ne  faisant  usage  que 
de  la  règle  et  du  compas. 

§  IV.  DES  ÉQUATIONS  RÉDUCTIBLES  AU  SECOND  DEGRÉ. 

769.  11  y  a  encore  une  classe  d'équations  que  l'on  sait  ré- 
soudre complètement,  à  l'aide  des  tables  trigonométriques:  ce 
sont  celles  qui  ne  renferment  que  deux  puissances  différentes 
de  l'inconnue,  mais  telles  que  l'exposant  de  l'une  est  double 
de  celui  de  l'autre.  La  formule  générale  de  ces  équations  est 

x^"'  +  2px'^  +  q  =  0.  [13] 

En  posant  x'^=:y,  elle  devient 

y^+2py  +  q=0, 

et,  en  désignant  par  a  et  par  5  les  racines  de  cette  équation,  il 
s'agira,  pour  avoir  toutes  les  racines  de  la  proposée,  de  résoudre 
les  équations-binômes 

œ^  —  a=:0    et    rr*"— 6=0, 

ce  que  nous  savons  faire  (746,  737,  765). 
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Si  m  est  un  nombre  pair,  et  que  a  eib  soient  deux  quantités 
réelles  et  positives,  la  proposée  aura  quatre  racines  réelles  et 
toutes  les  autres  seront  imaginaires  ;  si  l'une  de  ces  quantités 
seulement  est  positive,  il  n*yaura  que  deux  racines  réelles,  et 
il  n'y  en  aura  aucune,  si  a  et  6  sont  des  quantités  négatives  ou 
imaginaires.  Dans  tous  les  cas,  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée seront  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

Si  m  est  impair,  la  proposée  aura  deux  racines  réelles,  si  a 
et  b  sont  des  quantités  réelles  ;  mais  toutes  ses  racines  seront 
imaginaires,  si  a  et  &  sont  aussi  imaginaires. 

770.  Si  les  racines  a  et  b  de  l'équation  en  y  sont  imagi- 
naires, on  aura 


(q — p^)  étant  une  quantité  positive,  et  par  conséquent  la  for- 
mule des  valeurs  de  œ  sera  (766) 

x=Jq]  cos-^-^ ±sm  ^-^ V  — 1     j  [1^1 

P 
(0  désignant  le  plus  petit  des  arcs  positifs  qui  ont  — -^pour 

cosinus,  puisque,  pour  extraire  la  racine  m^"  de  la  double  va- 
leur de  ^,  on  aura  dû  poser 


— p  =  pcoso),     \/ q — p'  =  psinto, 
équations  desquelles  on  lire 

Or  je  dis  que  l'on  obtiendra  toutes  les  racines  de  l'équation 
proposée,  en  donnant  à  /c,  dans  la  formule  [14],  les  m  valeurs  0, 
1,  2,  3,....  (m—  1). En  effet,  il  est  d'abord  facile  de  voir  que,  pour 
chacune  de  ces  valeurs  de  k,  on  aura  deux  valeurs  pour  x,  puis- 
que le  terme  ±  v/  — 1  sin  ^^ — ^  ne  saurait  s'évanouir,  l'équa- 
tien  [13]  n'ayant  point  de  racines  réelles.  Je  dis  de  plus  que, 
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parmi  les  2m  valeurs  ainsi  obtenues  pour  a;,  il  n'y  en  a  pas 
deux  qui  soient  égales.  Supposons,  en  effet,  que  pour  k  =  h  et 
pour  k=h'  on  ait  trouvé  deux  résultats  égaux  :  il  faudra  donc 
que  les  arcs 

9  +  2/1^  9  +  2/t'7r 

m  m 

correspondants  à  ces  deux  hypothèses  aient  le  même  cosinus, 
et  par  conséquent  que  leur  somme  ou  leur  différence  soit  un 
multiple  pair  de  la  demi-circonférence;  donc 

^-^ zL  ^— =  2^7r  ; 

m  m 

équation  d'où  l'on  tire 

h'  —  h 
(^={mi — h' — /i)TT,     ou 


m 


Ces  équations  sont  impossibles;  car  la  première  donnerait 
sin  9  —  0,  et  par  conséquent  q — p^  =  0,  ce  qui  n'est  pas;  et  le 
premier  membre  de  la  seconde  est  une  fraction,  tandis  que 
le  second  est  un  nombre  entier*. 

77 i.  Si  l'on  forme  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré 
correspondants  aux  deux  valeurs  de  x  données  par  la  for- 
mule [14]  pour  une  même  valeur  de  /v,  on  trouvera 

X- — 2  Jq  cos-i— ' x-\-  Jq; 

de  sorte  que  pour  décomposer  le  premier  membre  de  la  pro- 

*  Il  est  facile  de  voir  que  la  formule  ne  serait  pas  plus  générale  en  don- 
nant à  l'arc  (o  toutes  les  valeurs  dont  il  est  susceptible;  car,  ces  valeurs  étant 
comprises  dans  l'expression  2  fc'7;  +  ç,  on  aurait 

>nj-    (  C  +  2i-     ,        ,— T    .      9  +  2t7t) 

i  étant  un  nombre  entier  positif  moindre  que  m,  puisqu'on  pourra  toujours 
prendre  fc  =  t  —  k'. 
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posée  en  772  facteurs  réels  du  second  degré,  il  faudra  faire  dans 
cette  formule  k=0,  =1,  =2,. —3,....  =m — 1. 

772.  On  peut  encore,  à  Faide  des  tables  trigonométriques, 
résoudre  très-rapidement  l'équation  du  troisième  degré,  dans 
le  cas  où  ses  trois  racines  sont  réelles.  Considérons  donc  l'é- 
quation 

x^ — px-{-q=:^0,  [15] 

dont  les  coefficients  satisfont  à  la  condition  27rf  —  4p^<0 
(5o0).  On  a  vu,  dans  la  Trigonométrie^  41,  que,  si  l'on  appelle 
a  le  plus  petit  de  tous  les  arcs  dont  le  sinus  est  b,  les  trois  ra- 
cines de  l'équation 

y'-ly  +  l  =  ^  [16]! 

sontsin^,  sin(60^  — ^j  et  —  sin (60°+ |j,  de  sorte  que,  si 

l'on  pouvait  transformer  cette  équation  en  une  autre  qui  fût 
identique  avec  [15],  il  serait  facile  d'obtenir  les  racines  de 
celle-ci.  Pour  y  parvenir,  je  multiplie  par  r  les  racines  de  l'é- 
quation [16],  et  en  désignant  par  x  l'inconnue  de  la  nouvelle 
équation,  j'aurai  (585) 

x^ —x-{ — —  =  0. 

4  4 

Pour  que  cette  équation  soit  identique  avec  l'équation  [15],  il 
faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 


équations  d'où  l'on  tire 


v/f 


•'  '=v/f- 


Cette  Yaleur  de  b   est  réelle ,  puisqu'on  a ,  par  hypothèse  ^ 
27^-— 4j93<0. 

On  connaîtra  donc  ainsi  la  valeur  de  r,  celle  b  du  sinus  de 
l'arc  a,  et  par  suite  il  sera  facile  d'obtenir  les  logarithmes  des 
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sinus  des  arcs  | ,  60°  —  ^  et  60**  +  ^  ;  puis,  en  ajoutant  à  cha- 
cun de  ces  logarithmes  celui  de  r,  on  aura  les  logarithmes  des 
trois  racines  de  l'équation  [15]. 

775.  Exemple.  Résoudre  V équation  -â  +  3z'  —  1 2z+  6  =  0. 

Je  commence  par  faire  évanouir  le  second  terme  de  cette 
équation,  en  posant  z^-x—l,  et  je  trouve  x^ —  1 5a? -|- 20=0, 
équation  qui  n'a  point  de  racines  commensurables.  Je  pose  donc 
^=15,  ^=20,  d'où  je  vois  que  11  f — 4je)^<0,  de  sorte  que  ses  ra- 
cines sont  réelles.  En  conséquence,  je  fais  le  calcul  suivant  : 

log  4=0,6020600  log27=r:l,4313638  log4]?  =  l,7781513 

logp  =  l, 1760913  logf/=2,6020600  logp-=r:2,3521826 

log4]?  =  l,7781513  4,0334238  log4p3=4, 1303339 

log  3  =  0,4771213  log4p^=4,1303339 

1,3010300  log  sin  a= 9,9030899  a=  53"  7'  48" 

logr=:0,6505150 

^=17«42'36"  60«-J  =  42n7'24"  60»  +  |=77<'42' 36" 

3  <5  O 

logsm^  =  9,4831582logsin/'60»— ^W9,8279398logsin(60''+^W9,9899314 

logr=0,6505150  •  log r=  0,6505150  log  r=0,6505150 

0,1336632  0,4784548  0,6404464 

1,360421  3,009226  4,369647. 

En  vertu  de  la  relation  ^  =  a;  — 1,  on  trouvera  que  les  racines 
de  l'équation  proposée  sont 

0,360421,     2,009226     et     —5,369647, 
et  comme  leur  somme,  prise  en  signe  contraire,  est  égale  au 
coefticient  du  second  terme  de  cette  proposée,  on  en  conclut 
que  les  calculs  sont  exacts. 

774.  La  résolution  de  l'équation  [13]  nous  a  conduits  à  ex- 
traire la  racime  irr^  d'une  quantité  qui  est  en  partie  rationnelle 
et  en  partie  irrationnelle  du  second  degré,  et  il  est  naturel  de 
chercher,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  fait  au  n°  200,  s'il  ne  serait  pas 
possible  de  substituer  à  l'expression 
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une  expression  dans  laquelle  il  n*y  aurait  plus  de  radicaux  su- 
perposés. Pour  que  la  nouvelle  formule  ait  le  même  nombre 
de  valeurs  que  celle-ci,  il  faut  y  faire  entrer  un  radical  de 
l'ordre  m,  et  en  conséquence  nous  poserons 

ip,  y,  z  étant  des  quantités  qui  ne  sont  assujetties  qu'à  la  seule 
condition  de  satisfaire  à  cette  équation  et  d'être  en  outre  com- 
mensurables.  Or,  pour  que  ^^ioc-^-y/y)  représente  la  ra- 
cine m"'^  de  (a  ~\-  ^b\  il  faut  et  il  suffit  qu'en  l'élevant  à  la 
puissance  m,  on  retrouve  a  +  \/F;  donc 

a-\-\j'hz=:z\x'^-\- Ç^iX^-^  fij -f  Gaa;"^--^/  +  Ç.^x'^'-hjsjy  + } ,  [18] 

en  représentant  en  général  par  C^  le  coefficient  du  terme  qui, 
dans  le  développement  de  la  î?i""  puissance  d'un  binôme,  en  a 
Il  avant  lui.  Le  second  membre  de  cette  équation  étant,  comme 
le  premier,  en  partie  rationnel  et  en  partie  irrationnel  du  se- 
cond degré,  on  voit  que  l'hypothèse  d'où  nous  sommes  partis 
n'a  rien  d'absurde*.  Tâchons  donc  d'en  déduire  les  valeurs  de 
nos  inconnues.  Je  remarque,  pour  cela,  que  x,  y  et  ^  étant 
trois  quantités  rationnelles,  l'équation  [18]  se  partage  néces- 
sairement dans  les  deux  suivantes  : 

a  =  z[x^-\-^-2X^-Hj-\-....\,  [19] 

s^'h=^z\  C,x^-Wy  +  c^sx^"-'y^y +....!•        [20] 

*  On  ir aurait  pas  pu  poser,  en  général, 


car  on  aurait  dû  avoir  alors 

(Cette  équation  s'obtient  en  remplaçant  x  par  a;-  dans  la  formule  [18].  Or,  si 
m  est  pair,  tous  les  termes  de  rang  impair  sont  commensurables,  et  tous 
ceux  de  rang  pair  sont  incommensurables;  car  ils  renferment  le  facteur  \/yj 
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Or  les  coefficients  de  z  sont  :  l'un  la  somme  des  termes 
de  rang  impair,  et  l'autre  la  somme  des  termes  de  rang  pair 
du  développement  de  (a?  +  v/?/)"*;  mais  le  développement  de 
(ic— v/yh  ne  diffère  du  précédent  que  par  les  signes  des  termes 
de  rang  pair  ;  donc  les  équations  ci-dessus  reviennent  à 

Au  système  de  ces  deux  équations  on  peut  substituer  le  système 
formé  de  la  première,  c'est-à-dire  de  l'équation  [19],  et  de  la 
différence  de  leurs  carrés  qui  est 


a^— 6  =  2\a;*— 1/)"»,  d*où  x^-^-y—  -  ^{a^—b)z'^^,  [21] 
X  étant  une  indéterminée,  il  faudra  en  profiter  pour  tâcher  de 

et  par  conséquent  le  second  membre  est  de  même  forme  que  le  premier ,  de 
sorte  que  la  transformation  est  possible. 

Mais  si  m  est  impair,  tous  les  termes  de  rang  impair  renferment  le  fac- 
teur v/«,  tous  ceux  de  rang  pair  contiennent  s/y,  de  sorte  que  l'équation  pré- 
cédente peut  se  mettre  sous  la  forme 

a-\-^Jh  =  k\/x-\-V>s/y. 
Or,  en  carrant  les  deux  membres  de  cette  équation,  il  vient 

Si  xy  est  un  carré,  cette  équation  est  absurde  :  si  xy  n'est  pas  un  carré,  elle 
se  décompose  nécessairement  dans  les  deux  suivantes 

à?-\-l)—k^x-\-Wy,     et    ov^b— ABv/^, 
ou  bien  a^+ft^A^x  +  B^i/,    et     o?h=h}Wxy, 

Ainsi,  la  somme  des  deux  quantités  k?x  et  Wy  est  égale  à  celle  de  a?  et  de  &, 
et  leur  produit  est  égal  à  celui  de  ces  mêmes  quantités  ;  donc  il  faut  que 

K'xz=.a?     et     Wy  =  l), 
ou  que  B't/=a^     et     h?xz=zh\ 

donc  X  ouy  doit  être  un  carré  parfait,  et  par  conséquent  si  m  est  impair, 
on  n*î  peut  pas  poser 


C.  42 
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rendre  {0} — h)z'^-^-  une  puissance  parfaite  du  degré  m.  En  con- 
séquence, je  décompose  le  nombre  {a} — h)  en  ses  facteurs  pre- 
miers, et  je  suppose  que  p  et  q  étant  ces  facteurs,  on  ait 
0? — h=^it(f.  Si  a  et  p  sont  des  mulliples  de  m,  il  n'y  aura  qu'à 
faire  ^=::  1.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  posera 

z  =  pOq'^ 
ce  qui  donnera 

et  il  s'agira  d'assigner  à  5  et  à  î  des  valeurs  telles  que  a-\-(m—2)s 
et  p-\-{m  —  2)1  soient  des  multiples  de  m.  En  conséquence,  on 
fera 

a  +  (m — 2)s=mu    et    p-|-(m — 2)t=mVj 

d'où  l'on  tire 

mu — (m — 2)5=a   et  mv — (m — 2)t=p. 

On  voit  par  là  que,  si  m  est  pair  et  que  l'un  des  nombres  a  et  p 
ne  le  soit  pas ,  l'une  au  moins  de  ces  équations  ne  pourra  pas 
être  satisfaite  par  des  valeurs  entières  des  inconnues ,  et  ainsi 
la  transformation  que  nous  nous  sommes  proposé  de  faire  sera 
impossible.  Mais  si  a  et  p  sont  deux  nombres  pairs ,  ou  que  m 
soit  impair,  on  pourra  toujours  résoudre  les  équations  ci-dessus 
en  nombres  entiers,  et  la  transformation  pourra  être  exécutée^ 
Supposons  que  l'on  ait  assigné  à  z  une  valeur  qui  rende 
{a^ — 5)2*"-*  une  puissance  parfaite  du  degré  m,  et  appelons  c  la 

détermination  arithmétique  de  -  v^(a^ — b)z"'~^;  nous  aurons 

x^—y=:C,  [22] 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  résoudre  les  équations  [19]  et  [22]. 
On  éliminera  donc  y  entre  elles ,  et  si  l'équation  finale  cp  (x)  =  0, 
ainsi  obtenue,  a  une  racine  commensurable,  on  la  substituera 
dans  l'équation  [22],  et  on  en  déduira  une  pareille  valeur 
pour  y.  On  remplacera  enfin  x,  y  et  z  par  leurs  valeurs  dans 
[17],  et  la  séparation  des  radicaux  sera  effectuée . 
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Exemple  .  Calculer  y  9  2  + 1 8  ^Z  —  1  • 

Nous  poserons  a=92,  6=— 18^=— 324,  et  les  équations 
[19]  et  [21]  deviendront 

Le  nombre  8788  =  2M3';  on  fera  donc^  =  2,  ce  qui  donnera 

x^-^y=\3,     d'où    y=:x^-^l3, 
puis         92  =  2(4a;'— 39^;)     ou     4a;^— 39aJ— 46  ==0. 

Cette  équation  a  — 2  pour  racine  commensurable  ;  donc  y = — 9, 
et  par  conséquent 


V 92  +  1 8  v^—  1  =  V  2(—  2  +  3  v/  —  1  )' 


nî>-— *) 


GHAPimE  XXIV. 

DÉCOMPOSITIOiV  DES  FRACTIOIVS  UATIOIVIVELLES 
EN  FRACTIONS  SIMPLES. 


775.  Soit  ^— ~  une  fraction  algébrique  dont  les  deux  termes 

sont  des  fonctions  entières  et  rationnelles  de  x,  et  qui  de  plus 

sont  premières  entre  elles;  et  supposons  encore  que /(a;)  soit 

d'un  degré  inférieur  à  F(a7),  ce  qui  est  permis  ;  car,  s  il  n'en 

était  pas  ainsi,  on  effectuerait  la  division  de  f{x)  par  F(a7),  et  on 

trouverait  de  cette  manière  un  quotient  composé  d'une  partie 

entière  et  d'une  fraction  dans  laquelle  le  numérateur  serait 

d'un  degré  moindre  que  le  dénominateur.  Nous  allons  nous 

f(x) 
proposer  de  décomposer  cette  fraction  ^^j-r  en  une  somme  de 

J:(X; 

fractions  simples  ayant  des  quantités  constantes  pour  numérateurs, 
et  pour  dénominateurs  respectifs  les  facteurs  du  premier  degré  * 
de  F(x). 


*  Il  est  facile  de  voir  que  le  dénominateur  d aucune  de  ces  fractions  ne  sau- 
rait être  une  puissance  d'un  facteur  premier  différent  de  ceux  de  F(x).  En  ef- 
fet, soit  {x~a)  un  pareil  facteur,  et  supposons  que  l'une  des  fractions  par- 

tielles  puisse  être  .  _^  .   ,  de  sorte  que  l'on  ait  par  exemple 

m)  ^       A  A^  A,  B 

F^)~  (a;  —  a)*  ^(x  —  a)«-/'  ^  {x—  a)^-f  ^  -  ^  (a?  —  &)?  ^  '"''" 

Je  réduis  toutes  les  fractions  qui  suivent  la  première  en  une  seule,  que  je  re- 

M 
présente  par  ^^^  __^.^_^  (on  suppose  j)  <  q),  et  j'aurai  ainsi 

f{x)  _      A  M         _AN  +  Mix  —  a)p 

F(a;)"~(a;— a)«"^N(a;  — a)«-p  N(a;  — a)«      * 

Or  le  second  membre  de  cette  égalité  est  une  fraction  irréductible;  donc  on 
doit  avoir  l'identité  ¥{x)  =:  N(a^  —  a)* ,  ce  qui  prouve  que  (x  —  a)  est  un  fac- 
teur simple  de  F{x) ,  qui  entre  dans  ce  polynôme  à  la  puissance  a. 
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Supposons  donc  trouvées  les  m  racines  de  Téquation  ¥(x) = 0, 
et  considérons  d'abord  le  cas  où  elles  sont  toutes  iîiégales;  dési- 
gnons-les par  a,  5,  c,...  /c,  et  proposons-nous  de  déterminer 
les  constantes  A,B,  C,...  K  de  manière  que  l'on  ait  identi- 
quement 

^=-A_+-5_    .   _Ç_+.      .   JL.         rn 
¥{x)      x—a~x  —  b~x—c^^'^x—k'       ^^ 

En  multipliant  les  deux  membres  par  ¥(x) ,  il  viendra 

'^  '         X — a   '       X — h    '       X — c  '  '       X — k       ^  ■' 

Cette  équation  devant  être  identique ,  il  faudra  qu'après  avoir 
effectué  les  opérations  indiquées  dans  le  second  membre  et 
ordonné  par  rapport  à  a;,  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  cette  variable,  dans  les  deux  membres,  soient  égaux 
entre  eux,  ce  qui  donnera  autant  d'équations  entre  les  incon- 
nues A,  B,  G, ...  K  qu'il  y  a  de  ces  inconnues.  Mais  les  calculs 
ainsi  exécutés  seraient  beaucoup  trop  longs. 

Au  lieu  d'opérer  ainsi,  on  observera  que  l'équation  [2]  devant 
être  vraie,  quelle  que  soit  x,  on  pourra  y  faire  a7=a,  et  alors 

toutes  les  quantités  — 7,  — ^ ,. . .  ,  se  réduiront  à  zéro, 
puisque  chacune  renferme  un  facteur  [x — a).  Quant  à  — — ^, 

tZ?— — fit 

elle  deviendra  g;  mais  on  voit  immédiatement  que  sa  véritable 
valeur  est  F'(a),  d'après  la  règle  du  n°  506;  donc  l'équation  [2] 
se  réduit  à 

/•(a)  =  AF(a),     d'où     A=|g. 

On  trouvera  de  même  que 

B-M        V-^^'^  rr^m 

Ainsi ,  en  remplaçant  A ,  B,  C , . . .  K  par  ces  valeurs  dans  l' équa- 
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tion  [2] ,  on  obtiendra  une  équation  qui  sera  yérifiée  lorsqu'on 
y  remplacera  x  successivement  par  a,  h,  c,..,k;  mais  est-on  sut 
qu'elle  le  sera  aussi  par  toute  autre  valeur  de  a;?  Il  est  permis 
d'en  douter  ;  car,  il  faut  bien  remarquer  qu'en  général  il  ne  suffît 
pas  d  avoir  trouvé  des  valeurs  pour  les  coefficients  indéterminés, 
pour  conclure  la  vérité  du  développement  que  l'on  cherche,  si 
Ton  n'en  a  pas  démontré  a  priorila.  possibilité.  Or  l'équation  [2] 
qui  est  du  degré  (m —  1)  au  plus  est  satisfaite  par  m  valeurs  de 
Xj  x=a^  œ=b,  œ=c,...(v=ky  ce  qui  est  inipossible  à  moins 
qu'elle  ne  soit  identique  (702).  Donc  on  a  aussi  identiquement 


fix)       r{a).{x—a)    '    ¥'(b).{x-^b)^'"   '   F'(/c).(^— /c)  ' 

776.  Les  raisonnements  qui  précèdent  conviennent  aux  ra- 
cines imaginaires  tout  aussi  bien  qu'aux  racines  réelles,  de  sorte 
que  si  a  =  a  +  p  v^ —  1  et  b  =  a  —  p  v^--î  >  les  constantes  qui  se 
rapporteront  à  ces  deux  racines  conjuguées  seront 

Comme  elles  ne  différeront  que  par  le  signe  du  facteur  v^^  , 

la  somme  des  deux  fractions 1 reviendra  à 

X  —  a  '  X  —  b 

M+Ny/^      .     M  — Ns/^    _  2M(a;— «)  — 2Np 

Par  cette  transformation,  le  développement  de  ~  ne  sera  pas 

compliqué  d'expressions  imaginaires. 

777.  Passons  maintenant  au  cas  où  le  dénominateur  F(a;) 
admet  des  facteurs  multiples ,  de  sorte  que 

V(x)  —  (0?—  a)''{x--by(x—c)^. . .  (x  —  k). 

On  voit  immédiatement  que,  dans  ce  cas,  la  décomposition  indi- 
quée par  la  formule  [1]  est  impossible;  car,  en  effectuant  l'addi- 
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tion  des  fractions  contenues  dans  le  second  membre,  on  ob- 
tiendra une  fraction  dans  le  dénominateur  de  laquelle  (x  —  a) 
n'entrera  qu'à  la  première  puissance ,  tandis  que  ce  facteur  se 

f(x) 
trouve  à  la  n"'*  dans  le  dénominateur  de  la  fraction  |rr-^,  qui, 

par  hypothèse,  est  irréductible. 
Afin  de  découvrir  quelle  forme  doivent  avoir  les  termes  dans 

lesquels  se  décompose  la  fraction  proposée  !~-^ ,  prenons  d'a- 
bord le  cas  le  plus  simple,  et  supposons  que 

f(x)^    f{x) 
^{x)      [x  —  af' 

Si  l'on  observe  que  f{x)  =  f{a-\'X — a)j  on  aura  d'après  le 
théorème  de  Taylor,  et  en  désignant,  par  n'<Cn  le  degré 
àefix), 

m     _     m       ,      fia)       .    î^^'^''^    ,        ■   1.2.3  ...n'^"^^^^ 
(x  —  ay'     {X  —  a)»  "^  (x  —  a)»-'  "*"  (a;  —  a)"--'  "^  '  '  '  "*"      {x  —  a}»-"' 

f(x) 
Ainsi,  -r-^ est  décomposable  en  une  somme  de  fractions 

\X  "^~*  Cl) 

dont  les  numérateurs  sont  constants,  et  qui  ont  pour  dénomi- 
nateurs les  puissances  n™",  (n — l)""",  {n — 2)'"",...  du  bi- 
nôme {x  —  a). 

D'après  cela,  si  ¥{x)~{x  —  a)*'{x — by(x  —  cy.,.{x — k), 
nous  représenterons  par  Fi(a?)  le  produit  (a; — by{x^c{'^...{x — k), 
et  nous  poserons 

F{a;)      (a;  -  a)»  '^{x  —  a)"-'  "^  (x  -  a)"-^  "^  *  "  '  "^  a;  —  a  "^  F,  (x)  '     ^-^ ^ 

d'où  l'on  tire,  en  multipliant  les  deux  membres  par  ¥{x)y  et  en 
transposant  ensuite , 


F(x) 


[4] 


664       DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES 

Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  divisible  par 
(x  —  a)''  :  donc  le  premier  doit  l'être  aussi.  Pour  exprimer  qu'il 
en  est  ainsi,  je  vais  l'ordonner  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  {x — a),  et  pour  cela  je  mettrai  f{x)  sous  la  forme 
f(a-\-x  —  a),  de  sorte  que  j'aurai,  d'après  le  théorème  de 
Taylor, 

m=m+na)(x-a)+  g  (x-af+...  +  ^-£g_(a;-a)-, 
en  supposant  que  f{x)  soit  du  degré  n.  On  aura  pareillement 
Fte)  -      ^"W     fa     aY  1  ^""^"^        te-a)"« 


1.2.3....(n+2) 


car  l'équation  F(a;)=0  ayant  n  racines  égales  à  a,  son  premier 
membre  et  ses  (n —  1)  premières  dérivées  doivent  s'évanouir 
par  la  substitution  de  a  au  lieu  de  x  (G07).  En  remplaçant, 
dans  [4],  f{x)  et  f{x)  par  les  deux  développements  que  nous 
venons  de  former,  et  ordonnant  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes  de  {x — a),  il  viendra 


m-^um 


T'{a) 

"l.2.3...(n+l) 

.1.2 
(a) 

1.2.3...(n+2) 

n— 1) 

1.2.3. 

..(2n-l) 

Lî-aÊ-Jf^-") 


.z=f^{x).{x^a) 


A         F'"-^  (g)       __  .         F"-3(a) 
'  1.2.3.. .(2n-2)        '1.2.3.. .(2n-3)' 


F«(al    1, 


Tous  les  termes  qui  suivent  le  dernier  de  ceux  que  nous  avons 
écrits  dans  le  premier  membre  de  cette  équation  renfermant 
le  facteur  (x — a)  aune  puissance  supérieure  à  la  (n — 1)"%  il 
faut,  pour  que  ce  premier  membre  soit,  comme  le  second,  divi- 
sible par  (a?— a)**,  que  les  coefficients  de  tous  ses  termes  soient 
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nuls.  On  aura  donc,  d'après  cela,  pour  déterminer  lesn  coef- 
ficients A,  Al,  A2,...  A„_i  les  n  équations  suivantes  : 

ria)  F'-^Ha)  ,        F""'W        ,    ,     F" (g)  f 

1.2  ~    1.2.3.. .(n+2)"^h.2.3... (n+l)"^    'l.2.3...n'  V,.    [6] 

f-Ha)      _,        F^^-'Ca)  F--»-^(a)  F^"-^(a) 

1.2...(n-l)~'     1.2.3.. .(2 n-l)"^' 1.2.3.. .(2/1-2)"^    'l.2.3...(2^-3)  "^  '•* 

+  ^'-'l.2.3...n 

Il  sera  facile  de  tirer  de  ces  équations  les  valeurs  des  coeffi- 
cients indéterminés  A,  Ai,  A2,...  A^-i,  et  ces  valeurs  seront  tou- 

l'ours  finies  et  déterminées  ;  car  le  coefficient ,  ^  ^     du  der- 
•'  '  1.2.3. ..n 

nier  terme  de  chacune  n'est  pas  nul,  puisque  {x  —  a)  n'est 

que  n  fois  facteur  dans  ¥iœ). 

Je  dis  maintenant  que,  si  l'on  remplace  A,  Ai,  As,...  A„_i  par 

ces  valeurs  dans  l'équation  [4] ,  cette  équation  deviendra  une 

identité,  de  sorte  qu'il  en  sera  aussi  de  même  de  [3].  En  effet, 

ces  valeurs  de  A,  Ai,  A2,...  An_i  sont  tirées  des  équations  [6]  qui 

expriment  que  le  polynôme 


{x—aT         {x—ay-^  ""' (x—a) 

et  ses  (n —  1)  premières  dérivées  sont  anéantis  par  l'hypothèse 
X  =a;  carie  premier  membre  de  l'équation  [5]  est  le  résultat 
que  Ton  obtient  en  remplaçant  dans  ce  polynôme  x  par 
{a-\-(x  —  a)}  et  en  ordonnant  ensuite  par  rapport  aux  puis- 
sances ascendantes  de  (x  —  a)  ;  donc  ce  polynôme  est  divisible 
(670)  par  (x — a)" ,  et  peut  ainsi  être  mis  sous  la  forme 
U,x).{x  —  a)**,  fiix)  désignant  un  polynôme  qu'il  sera  facile  de 
connaître  ;  donc  les  identités  [4]  et  [3]  sont  satisfaites. 

fix) 
Ayant  ainsi  mis  la  fraction  proposée    ~r-    sous  la  forme 
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A        ,  Al         ,  ,      An-l     ,    fi(x)  ,,      , 

(^3^  +  (^rr^  +  •  •  •  +  (IF^+Fiy'On'^ttradememe 

fiico')  ,    „  B       ,         B,         ,         ,    Bp_,    ,   Mx) 

L_  sous  la  forme  ^:^,  +  ^^^^^^^  + . . .  +  -^  +  _, 

en  désignant  le  produit  (a? — c)«...(a; — it)  par  FaCo;).  En  conti- 
nuant de  la  môme  manière,  on  finira  par  trouver 

f{x)  _  A  .  ^^1  I      An-l 

B        ,        Bi         ,         ,    Bp_i 


!+...+ 


+  etc. 

j^     G    j^    H      ,     K 


X — g     X — h     X — ]i 

778.  Ici  se  présente  une  objection  qu'il  est  important  de  pré- 
venir :  si  au  lieu  de  commencer  par  la  racine  a ,  on  eût  com- 
mencé par  une  autre  racine,  ou,  en  général,  si  on  employait  tout 
autre  procédé  pour  effectuer  la  décomposition  de  la  fraction 
proposée  en  fractions  simples,  serait-on  arrivé  au  même  ré- 
sultat? 

Supposons  que  l'on  eût  pu  obtenir  un  résultat  différent  : 

A^       ,        A'i  A^.-i         B^  B^i 

Je  dis  d'abord  que  n'  ■=^n.  En  effet,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  soit 
71  ;>n';  j'égale  les  deux  développements  et  j'en  tire  la  valeur  de 

; --.  Cette  valeur  sera  de  la  forme 

{jx—af 

A  ^{x) 


{x—aY      [x—af-K^\{xy 


(n — I)  étant  le  plus  grand  exposant  de  (x  -—  a),  quand  on  a  réduit 
tous  les  termes  du  second  membre  au  même  dénominateur. 
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Cette  dernière  équation  donne 

ce  qui  exige  que  A=0,  car  cette  équation  étant  vraie  quelle 
que  soit  x,  on  peut  y  faire  x  =  a.  Donc,  puisque  A  n'est  pas 
nul,  n'  ne  peut  pas  être  différent  de  n. 

Je  dis  maintenant  que  A  — A';  car,  si  l'on  réunit  les  deux 

termes , et  -, en  un  seul  , -,  on  conclura ,  en 

(x—ay     {x—af-  {x — a)^ 

répétant  le  raisonnement  qui  précède,  que  A — A'  =0,  d'où 
A=A'. 

A  A' 

Les  deux  termes- et , -3  étant  égaux ,  on  peut  les 

{X — ay     {x—af  0        7        1 

supprimer  dans  l'équation  formée  en  égalant  les  deux  dévelop- 
pements, et  appliquer  aux  autres  termes  les  raisonnements  que 
nous  venons  de  faire,  et  on  en  conclura  que  tous  les  termes 
correspondants  à  la  racine  a  devront  être  identiques  dans  les 
deux  membres.  Il  en  sera  de  môme  pour  tous  les  termes  cor- 
respondants aux  autres  racines  &,  c, ...  A:,  de  sorte  que  le  déve- 
loppement de  àf\  est  unique. 

779.  D'après  cela,  nous  pourrons  nous  dispenser  de  calculer 
les  polynômes  /^(a;),  fix),. . .  pour  obtenir  les  valeurs  des  coeffi- 
cients B,Bi,...Bp_i;  C,  Cl,...  Cg_i,...;  car  il  suffira  de  remplacer, 
dans  les  équations  [6] ,  aetnpar  &etpar^;puispar  cetpar^,... 
pour  former  les  équations  desquelles  dépend  la  détermination 
de  ces  coefficients.  On  comprend,  en  effet,  que  si  l'on  avait  com- 
mencé par  la  racine  b  au  lieu  de  commencer  par  a,  on  aurait 
exécuté  les  mêmes  calculs,  sauf  que  a  et  n  y  auraient  été  rem- 
placés respectivement  par  b  et  par  p. 

780.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  des  racines  réelles  égales 
de  l'équation  ¥{x)  =  0  s'applique  à  ses  racines  imaginaires  mul- 
tiples; mais,  en  agissant  pour  ces  dernières  racines  comme  pour 
les  premières,  on  introduirait  des  expressions  imaginaires  dans 
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fix) 
le  développement  de  ^r^,  et  c'est  ce  qu'il  faut  en  général  évi- 

ter,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué  (776).  On  y  parviendra 

en  modifiant  la  forme  du  développement.  Soient  a  +  pv/--^et 

a — pv/ — 1  deux  racines  imaginaires  conjuguées  de  l'ordre  n 
de  f{x)  =  0,  on  posera 


f{x)^      Arr+B  Aia^  +  Bi         ,         n 


[7] 


en  désignant  par  ^{x)  le  quotient  de  la  division  de  F  -^  par 
(a?  — a'-f  p')".  Alors,  en  multipliant  les  deux  membres  par  Y{x) 
et  en  transposant,  on  trouvera 

m—[k  x+'^)^{x)—{K,x+]^,)g^o^ + ffy{x)  \ 

~(A^+B,)(a;-a^  +  ^^/^(a?)~...  .[8] 

Le  second  membre  de  cette  équation  étant  divisible  par 
{x — a*  +  p^)",  il  en  devra  être  de  même  du  premier,  c'est-à- 
dire  que  l'équation ,  formée  en  égalant  ce  premier  membre  à 
zéro,  devra  avoirn  racines  égales  à  a +pv/  —  1  et  à  a  —  ^\J  —  1; 
donc  le  premier  membre  de  cette  équation  et  ses  {n  —  1)  pre- 
mières dérivées  devront  s'anéanlir,lorsqu'on  y  feraa;=a±py/--l . 
Or,  en  désignant  [x  —  u  -\-^y^\  par  R,  pour  abréger,  on  trou- 
vera que,  pour  ces  hypothèses,  les  polynômes 

/(a;)-4y(a;)  t(Aa;  +  B)-f-R(A,a;  +  B,)+R'(A2a;  +  B2)+...  +  R"-'(An-ia;  +  B„_,)]  , 
f  (a;)-f(x)  t(Aa;+B)+R(A,a;  +  B,)  +  R^(A.^  +  B-^)  +  -  +  R''-'(An-.a:  +  B„_,)} 
-  ^{x)  [  A  +  RA,  +  R,A2  +  . . .  +  R„-.An-i  +  R'(A  xX  +  B.) 
+2RR'(A2a;  +B2)  + ...  +  (n  — l)R"-"^R'(An-ia:  +  B„-,) }  , 
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doivent  devenir  nuls  pour  a;  =  a+  p y/ —  !•  En  effectuant  celte 
substitution,  il  viendra 

/fa  +  Pv/^-^ta+Pv/^=1^)-  (Aa+B  +  Apy/^)  =  0,       1 
f(a+pv/—  1  —^^(g  +  pyT^l)  (Aa  +  B  +  Apy/  -  l)  .[9] 

— 'f  («  +  PV/-  l)  j  A  +  2pv/—  l)  Aia  +  Bi+Aipv/—  l)i  =  0.) 


Chacune  de  ces  n  équations  se  décomposera  en  deux  autres  ; 
car  il  faudra  égaler  à  zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imagi- 
naire de  leurs  premiers  membres,  ce  qui  fera  en  tout  2n  équa- 
tions entre  les  2n  indéterminées  A,  B,  Ai,  Bi,...  An-i  et  B„_i.  On 
voit  par  la  forme  même  de  ces  équations  que  l'on  tirera  des 
deux  premières  les  valeurs  de  A  et  de  B  ;  de  la  troisième  et  de 
la  quatrième,  celles  de  Ai  et  de  Bi;  de  la  cinquième  et  de  la 
sixième,  celles  de  A2  et  de  Bg,  et  ainsi  de  suite. 

Remarquons  d'ailleurs  que  Ton  n'obtiendrait  pas  de  nou- 
velles équations  de  condition,  en  substituant  a— pv/^^  au 
lieu  de  a-|-  Pv/ — ^  ^  ^^  \AdiCe  de  x;  car,  pour  effectuer  cette 
substitution,  il  suffirait  de  changer  -{-  y/—  1  en  y/ —  1  dans  les 
équations  [9]  ;  et  par  conséquent  les  équations,  dans  lesquelles 
se  décomposerait  chacune  des  nouvelles,  seraient  identiques 
avec  celles  qu'on  a  déduites  des  premières. 

On  démontrera  d'ailleurs,  comme  au  n°  77G,  que  quand  on 
aura  substitué  ces  valeurs  des  coefficients  A,  B,  Ai,  Bi,  A2,  B2,... 
dans  les  équations  [7]  et  [8],  elles  deviendront  identiques,  et  il 
sera  facile  aussi  de  prouver  que  la  décomposition  ne  peut  se 
faire  que  d'une  seule  manière. 

781.  Exemple.  Décomposer  la  fraction 

2x— 1 

x"^  —  7x6 -f  20a?5— 32x*+ 35x3  —  29x2 -f- 16x— 4 

en  fractions  simples. 
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Le  dénominateur  ¥{x)  =  (x—lf{x—2f(x^-\-l).  En  consé- 
quence, je  pose 

f(^)  _      A  Al  A,         f,{x) 

^x)       {x~  \f  '^  ix—lf'^  x—l'^  Fi(^)' 

Je  vais  donc  développer  le  premier  membre  de  cette  équation 
suivant  les  puissances  croissantes  de  {x—  1),  en  m'arrêtant  à  la 
seconde  puissance  de  ce  binôme.  On  trouvera  que 

r^i)  i'/cij-i,j  2.3-^' 1,2.3.4-  ^'  r^jjTb-"^'-: 

partant 

/•(^)=:/'(l  4-^HT)=  I +2(^^-1)  ; 

r(a;)— F(l  +x—l)  —  2ix— 1)3—2(0;  —  l)*— (a;— 1/+ . . .  ; 
donc 

1— 2A  \ 

+  [2  +  2A— 2Ail(o;— l).  \=f,{x).{X'-]f. 

+  [         A--2Ai-2AJ(a;  — If) 

On  tire  de  cette  équation 

1-.2A==0,     2  +  2A  — 2Ai=0,  A— 2A,  — 2A?  =  0, 
A=2ï             Ai=v,  Aâ  =  J. 

Je  pose  maintenant 

Hx)  ^      B        ,      B,         f,(x)  . 

d'où  je  tire 

+  [2-19B— 5Bj(o?  — 2))  "'^^^^^•(^'~^^'' 
et  par  suite 

3~-5B=0,     2— 19B  — 5Bi  =  0,     B=f,     Bi=— 1|. 
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Je  pose  enfin 

m)^     c      ,      D 

TaW      x—\J—\x+\J  —  l' 

p_    2v/— 1  — 1    _134-9s/^^,      ^_  13  — Qy/  — 1 
~  4(l+7^irr)  "■         200         '         -  200         ' 

C  .  D         __      133;— 9      . 

a;-v/^^^+v/^=T~  100(0;^+ 1)' 
et  enfin 

fi^)^        1  ■         3  7  3  47 

F(a?)      2(^--l}^"^2(a;— l)-"^4(a;— l)"^5(a;— 2/     25(a;  — 2) 

13^  —  9    , 
"•   100(a?^+l)' 


FIN, 
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Le  dénominateur  fix)  =  (x~lf(x~-2fix^+l).  En  consé- 
quence, je  pose 

¥ix)       {x—lf  "•"  (x  —  iy  "1"  a;_i  ■+"  j^' 

Je  vais  donc  développer  le  premier  membre  de  cette  équation 
suivant  les  puissances  croissantes  de  (x~  1),  en  m' arrêtant  à  la 
seconde  puissance  de  ce  binôme.  On  trouvera  que 

Ai;  ^'^^^^-1' 1.2.3-^' t:2X4-"~"^'  fâx^— "^'•■: 

partant 

m=fil+ir=^)=^l+2(x-^l); 
F(a^)— F(l  +i=T)  =. 2ix— 1)^—2(0;—  I)*— (a;— 1/+ . . .  ; 
donc 

1— 2A  \ 

+  [2  +  2A-2Ail(a?-l).  \=:f,{x).{x-]f. 

+  [         A— 2Ai~2A2](a;  — If) 

On  tire  de  cette  équation 

1— 2A==0,     2  +  2A  — 2Ai=0,     A  — 2A,  — 2A,  =  0, 
A:=|,  Ai=|,  A2  =  J. 

Je  pose  maintenant 

Ux)^      B  B,         f,(x) 

¥,{x)      {x—2f  "T"  a; -2  "^ %{x)  ' 

d'où  je  tire 

+  [2— 19B---5Bj(a;--2))  =f<^)'{^—^)^ 
et  par  suite 

3--5B=:0,     2— 19B  — 5Bi=0,     B==f,     Bi=— 1|. 
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Je  pose  enfin 

Ux) C 


+  -^, 


M^)       X—\J—\        X-\-sJ  —  \ 

c  =    ^y/— 1  — ^    _  13  +  9\/— 1  _  13  — Qy/^^^ 

4(l+7v/=T)'~  200  '         -  200  ' 

C  .  D  13a;— 9      . 


__^zrï"^  ^4.^/371     ioo(a?^4-i)' 


et  enfin 

fix) 


47 


'¥{x)~~  2{x—\f  '   2(0;— 1)'   '  4(0;— 1)^5(0;— 2f     25(o;  — 2) 

.       13o;  — 9    , 

■^lOOCoJ^+I)' 


FIN, 
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